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Chapitre 1

Introduction, motivations pour la
biologie mathématique

1.1 Pourquoi la biologie mathématique ?

L’objet de la biologie mathématique, c’est la représentation (alias modélisation), le
plus souvent par des équations d’évolution, de phénomenes naturels du vivant. Pourquoi
des équations d’évolution ? Parce que ce qui caractérise le vivant, c’est que “ca bouge”.
Ces équations peuvent étre a temps discret (de la forme X, ,; = F'(X,,)) ou plus souvent a
temps continu, équations différentielles ordinaires (EDO), ou a retard (EDR), ou équations
aux dérivées partielles (EDP). Mais un autre cadre est possible, discret et probabiliste,
dans lequel le systeme passe d’un état donné a I’instant n a plusieurs états possibles a
I’instant n 4 1, avec une loi décrite par des probabilités de transition.

Les domaines d’application sont assez vari€s, et concernent toute la biologie (a quoi on
rattache souvent 1’écologie) : biologie moléculaire, biologie cellulaire, biologie animale
ou végétale, voire sociologie. Les variables, suivant le niveau de description du phénomene
considéré, pouvant étre des molécules, des concentrations, des [populations de] cellules,
des descripteurs de I’état physiologique d’organes (cceur, rein, foie), ou bien des individus
plus ou moins autonomes, hommes, animaux, végétaux. Des équations utilisées dans un
domaine se retrouvent souvent applicables dans un contexte completement différent, a
une autre échelle, mais posant le méme probleme mathématique.

En dehors de ces grands domaines de la modélisation du vivant, qui trouvent leurs
applications par exemple en cancérologie (croissance tumorale et son traitement) ou en
écologie appliquée (contrdle de maladies virales, microbiennes, ou parasitaires transmises
par des agents divers), il y a tout ce qui ressortit au domaine de 1’ingénieur : imagerie
et analyse de signaux et d’images guidées par des modeles a priori et des méthodes
d’extraction de I’'information a partir des données d’observation (EEG, MEG, ECG, IRM,
imagerie fonctionnelle, échographie, etc.) sur le cerveau, le ceeur, le systéme vasculaire. . .



On peut donner au moins trois arguments “d’utilité” pour la biologie mathématique :

— Modélisation. Comprendre les phénomenes du vivant et prédire leur évolution.
Vaste programme, qui n’a de sens que dans une vision réductionniste : on €crira
toujours un modele dans un but particulier, en ayant pour but de confronter ses
sorties a des mesures expérimentales de variables observables, et en négligeant (i.e.,
en considérant comme constantes) les variables d’état qui n’interviennent que tres
peu dans I’évolution observée d’un systeme biologique.

— Controle et optimisation du contrdle. Contrdler ces phénomenes en changeant éven-
tuellement le cours de leur évolution : c’est naturellement le principal objet de la
médecine, qui traite des maladies de ’Homme, en intervenant au niveau des genes
(génomique), des molécules (pharmacologie), des populations de cellules ou des
organes (physiologie intégrative), ou des populations d’individus (épidémiologie)
pour ramener la santé. Mais il peut aussi s’agir d’agronomie, lorsque I’enjeu est
par exemple le controle d’une population d’insectes (ou d’autres animaux, ou de
végétaux) nuisibles.

— Du grain a moudre pour les mathématiciens (production de théorémes). Proposer
de nouveaux problemes d’origine biologique qui, correctement formalisés, font
avancer les mathématiques. Avec en retour vers la biologie, une certitude : si c’est
un théoreme, c’est vrai et il est inutile d’en chercher empiriquement des contre-
exemples. ..

1.2 Des principes pour modéliser le vivant

— Echelles de description, modélisation multiéchelles.

Les systemes vivants sont souvent multiéchelles, de 1a molécule (gene = séquence
d’ADN ; protéine = séquence d’acides aminés) a la cellule et a ’assemblée de
cellules, du tissu ou de I’organe a I’individu, de I’'individu a la population au sens
démographique. IIs requierent pour fonctionner des mécanismes d’intégration d’un
échelon a I’autre. Un modele peut se placer a un seul de ces niveaux, mais il
doit parfois les intégrer, par exemple lorsqu’on donne en perfusion intraveineuse
(aI’échelle de I’organisme entier) un médicament cytotoxique qui a pour finalité de
créer des lésions irréparables sur I’ADN des cellules cibles.

— Point de vue physiologique ( “mécanistique”) et point de vue phénoménologique.

Le point de vue du physiologiste (proche de celui du mathématicien) est de chercher

a comprendre les phénomenes a décrire comme dus a un enchainement de mécanismes
qu’il est possible de controler individuellement. Dans le cadre d’'un modele mathématique,
chacun de ces mécanismes peut étre décrit par une équation d’évolution. Celui du



phénoménologiste (physicien en général) est d’abord de décrire des lois d’évolution
observée, sans avoir besoin nécessairement de comprendre les mécanismes qui les
déterminent. Bien siir, un point de vue physiologique a un niveau d’observation
donné peut étre considéré comme seulement phénoménologique a un niveau plus
fin.

— Point de vue déterministe et point de vue stochastique.

Le cadre des équations différentielles pour les équations d’évolution impose I’ unicité
des trajectoires a condition initiale donnée. Ce cadre peut €tre considéréomme trop
contraignant, ne laissant aucune place au hasard, alors que ce qui est toujours vrai
en moyenne dans des populations d’individus en grand nombre peut ne plus 1’€tre
lorsque tres peu d’individus interviennent dans le phénomene décrit (par exemple
lorsqu’une molécule est présente en tres petites quantités dans une cellule et que le
hasard de ses rencontres peut amener des comportements différents). C’est pourquoi
d’autres types de modeles sont proposés. Dits “individu-centrés” (individual-based
ou agent-based models), ils reposent sur des simulations stochastiques (de type
Monte Carlo) de réactions régies par des lois probabilistes intervenant dans des
populations d’individus. Principal inconvénient: tant qu’on n’est pas passé a la
limite continue (au sens ou une loi de Poisson peut étre considérée comme limite
continue d’une loi binomiale, par exemple), pour passer d’un cadre probabiliste a
un cadre completement déterministe, les démonstrations ne sont pas aisées. On a a
priori plus facilement des résultats, reposant sur I’existence et 1’unicité locales de
la solution dans le théoreme de Cauchy-Lipschitz, dans le cadre déterministe.

— Equations de conservation.

Les systemes vivants sont aussi des systemes physiques et, comme en physique, on
peut décrire leur évolution en faisant des bilans de masse, d’énergie, de nombre de
molécules ou de cellules, etc.

— “Systemes complexes” (le tout est plus que la somme de ses parties).

De grandes masses d’individus interagissant de fagon simple peuvent donner lieu
a des phénomenes complexes: description du mouvement et des motifs fugaces
créés par les vols d’étourneaux, colonies de lucioles synchronisant leurs émissions
lumineuses, par exemple. Ces phénomenes sont plutot étudiés par les physiciens
avec les outils de la physique statistique.

— Non-linéarité et existence de solutions périodiques.

Les organismes vivants sont limités dans 1’espace et les phénomenes dont ils sont
le siege ne peuvent pas en général €tre décrits par des €quations linéaires, sinon
comme approximations (d’un systeme dynamique par son systeme linéaris€ tangent
au voisinage d’un point singulier, notamment).



En effet, le comportement asymtotique des systemes linéaires est completement
connu et dépend toujours des conditions initiales, méme lorsque ses solutions sont
bornées (oscillateur harmonique # = —w?xz par exemple). En revanche les systémes
non linéaires (et aussi les systemes a retard) peuvent présenter des solutions bornées
dont le comportement asymptotique est completement indépendant des conditions
initiales (oscillateur de Van der Pol # + pi(z? — o?) +w?z = 0 par exemple). Mais
ils peuvent aussi présenter des solutions bornées dont le comportement, bien qu’il
s’agisse de systemes détermi-nistes, est completement imprévisible au-dela d’un
horizon temporel trés court a cause d’une dépendance tres sensible des conditions
initiales : systemes dits chaotiques, dont on a pu présenter des exemples de survenue
dans des modeles biologiques, et pas nécessairement en pathologie, au contraire
(“Chaos is life, regularity is death”, disait a peu pres A. Goldberger a propos de
rythme cardiaque dans les années 1980) .

— Robustesse et fragilité.

La définition de la robustesse n’est pas bien fixée, ni en quoi elle differe d’une
notion plus classique de stabilité, mais elle se réfere toujours a un stimulus ou une
perturbation du systeme dynamique. Par exemple, I’oscillateur de Van der Pol est
robuste dans la mesure ot une perturbation des conditions initiales n’affecte pas son
comportement a long terme.

Mais il peut €tre aussi question de robustesse a propos de réseaux d’interactions,
par exemple de réactions biochimiques au sein d’une cellule. En particulier les
cellules cancéreuses sont insensibles a la plupart des mécanismes de controle de
la prolifération, trouvant toujours un moyen de contourner les contréles normaux.
H. Kitano a proposé dans une série d’articles pour ces cellules la métaphore des
réseaux des compagnies d’aviation : ils sont organisés autour d’un petit nombre de
plaques tournantes (hubs). Si globalement sur le réseau, un jour donné, il revient
plus cher (remplissage insuffisant, par exemple, ou encore mauvaises conditions
atmosphériques) de faire transiter un vol indirect par un hub plut6t que par un autre,
on change de hub pour le transit, d’ou une certaine souplesse (et une imprévisibilité)
dans les communications. En revanche, si tous les hubs sont hors service, plus rien
ne marche, méme pas les liaisons les plus élémentaires. Cette robustesse (tolérance
aux pannes) se paie donc par une fragilité relative: si une attaque survient sur
tous les hubs, le systeme est paralysé. H. Kitano propose d’utiliser cette idée pour
orienter la recherche de nouvelles molécules anticancéreuses ciblant des hubs (a
trouver) dans les réseaux de signalisation intracellulaire des cellules cancéreuses.
Ce n’est pas une vue de I'esprit; une seule molécule (I’imatinib) a révolutionné
le traitement de la leucémie myéloide chronique (LMC) en bloquant une tyrosine
kinase chimérique (résultant d’une translocation de chromosomes) qui joue précisément
ce role de hub dans la maladie.



— Evolution, au sens darwinien.

Les lignées d’individus, ou de cellules, évoluent en temps long a cause de la duplication
imparfaite du matériel génétique (mutations) au cours du cycle de division cellulaire

(qui est a la base de la prolifération des cellules, elle-méme nécessaire a la survie,

obtenue par le renouvellement des cellules vieillissantes, de 1a moelle osseuse hématopoiétique
et de la muqueuse digestive, notamment. Lorsque les caracteres acquis par ces
mutations sont viables et conferent de plus un avantage sélectif a ceux qui en

sont porteurs, avantage sélectif résultant d’un changement de 1’environnement, ces
caracteres diffusent dans la population, tout simplement parce que ceux qui ne

les possedent pas sont moins adaptés au nouvel environnement et survivent moins
longtemps.

Ces modifications du génotype peuvent prendre des générations dans les especes
animales, ou au contraire étre tres rapides pour des organismes (cellules cancéreuses,
bactéries, parasites, virus) dotées d’une instabilité génomique qui rend les mutations
plus probables parce que moins controlées que dans le cas de cellules saines, par
exemple. C’est ce qui est a la base de I’explication du développement de souches
résistantes aux médicaments, par exemple, car une forte pression thérapeutique
modifie I’environnement de ces organismes, sélectionnant ceux qui développent
des mécanismes de résistance (par exemple modification conformationnelle de la
protéine chimérique BCR-ABL caractéristique de la LMC, la rendant insensible a
I’imatinib).

La génétique des populations et la dynamique évolutionnaire des génes s’occupent
de ces questions, en termes probabilistes, ou a 1’aide d’EDP.

1.3 Quelques phénomenes qualitatifs d’ordre mathématique
observés en biologie
On tentera d’en donner d’abord des exemples mathématiques simples, puis de montrer

des situations biologiques dans lesquelles on retrouve ces comportements, ce qui peut
conduire a proposer des modeles mathématiques adaptés a leur description. Citons :

Seuils et “switches” (transitions raides).

Bistabilité.

Bifurcations.

Oscillations, solutions périodiques, cycles limites.

Systemes “lents-rapides”, membranes excitables, salves (bouffées, rafales).



— Propagation d’ondes stationnaires.

— Instabilité de Turing et formation de motifs.

1.4 Aspects techniques

Un modele ayant été construit (toujours dans un but précis d’explication d’'un phénomene
naturel), il faut en déterminer les parametres par la confrontation de ses prédictions a des
données expérimentales. Encore faut-il pour cela que le modele soit identifiable, i.e., que
les observations disponibles du systeme biologique décrit permettent d’en isoler tous les
parametres ; ce ne sera pas le cas si par exemple les observations ne permettent jamais que
d’avoir acces au produit [ou a la somme, mais pas les deux] de deux de ces parametres.

L’identification reposera par exemple sur un critere de moindres carrés des écarts
entre observations expérimentales et sorties du modele en fonction de ses parametres. Des
algorithmes d’optimisation numérique peuvent alors €tre employ€s, mais ils sont souvent
sensibles a leur initialisation, i.e., il est souhaitable de disposer au départ d’un jeu de
parametres vraisemblables, sans quoi I’algorithme d’optimisation peut ne pas converger.
On parle de problemes inverses lorsque des observations on attend la reconstruction d’une
fonction cachée (inaccessible aux mesures, mais sur laquelle on a des connaissances a
priori) du systeme observé, par exemple 1’onde de dépolarisation électrique du muscle
cardiaque, alors qu’on ne mesure qu’un électrocardiogramme a la surface du thorax.

Les observations faites nécessitent souvent pour pouvoir les exploiter de recourir a
des techniques de traitement statistique du signal (qui ne s’improvisent pas, il y a des
spécialistes de ces méthodes) : filtrage, détection de ruptures, analyses temps-fréquence,
etc.

Lorsque le modele construit est suffisamment documenté (validé) par des mesures
expérimentales (2 obtenir en collaboration avec des biologistes intéressés par 1’éclairage
que peut leur apporter un modele, en évitant toutefois de leur dire qu’on va tout leur
expliquer avec des équations), on peut en entreprendre I’analyse mathématique : vérification
de la positivité des variables biologiques, existence et unicité des solutions, analyse de leur
stabilité, prédictions qualitatives sur le comportement du systeme décrit.

Lorsque le modele a été construit pour en proposer un controle théorique (aux fins
de traitement pharmacologique d’une maladie, par exmple), il faut se poser la question
de I’optimisation de ce contrdle, en général optimisation numérique, mais il est parfois
possible de proposer des théoremes sur 1’optimalité du controle.



Chapitre 2

Rappels et compléments de
mathématiques

Sauf mention explicite du contraire (en particulier contréle extérieur dépendant du
temps), les systemes dynamiques considérés ici sont tous continus et autonomes, i.e., de

dX
la forme — = F(X), et non F'(X,t); on peut aussi bien les appeler des champs de

vecteurs : le vecteur vitesse sur une trajectoire solution ne dépend que de sa position dans
I’espace, et pas du temps.

2.1 Systemes dynamiques linéaires a coefficients constants

Un systeme dynamique lin€aire a coefficients constants (si les coefficients ne sont pas
constants, ce n’est pas un systeme autonome), c¢’est la donnée dans R™ d’une condition
initiale X et d’une équation différentielle linéaire (équation d’évolution) Oil_)t( = AX,
ou A est une matrice carrée réelle a coefficients constants. Les trajectoires solutions
t — X(t) sont entierement déterminées par la condition initiale X, et données par le
flot exponentiel ¢ — ®, = ', application de R dans £(R",R") [le flot étant défini de
facon générale par ®(t, Xo) = ®,(Xo) = X (¢), position a I’instant ¢ de I’unique solution
de condition initiale X,]. Ici, X (¢) = ®4(Xy) = et X,. L étude de ces trajectoires repose
donc sur le calcul de I’exponentielle de la matrice t A, ¢’est-a-dire d’abord sur sa réduction
a la forme diagonale, ou a défaut triangulaire, dans une base adaptée. Les valeurs propres
de la matrice A déterminent la stabilité du seul point fixe du systeéme, I’origine : dans
une projection sur un sous-espace caractéristique associé a la valeur propre A (réelle ou
complexe, donc éventuellement dans le complexifi€ de cet espace), une trajectoire est de la
forme X (t) = eM[P,(t),..., Py(t)]", oli les P, sont des polyndmes de degré strictement
inférieur a la dimension d de I’espace (et méme de degré zéro si le sous-espace est un
sous-espace propre, ce qui est toujours le cas si la matrice A est diagonalisable).



2.1.1 Classification des systemes linéaires en dimension 2

On se limitera au cas des systemes linéaires non dégénérés, i.e., o = A.X, avec A

inversible (le cas dégénéré est celui de 1’équation linéaire ' = kx,3’ = 0, de solution
(z0€e**, 10)). En se plagant dans une base de vecteurs propres, ou si c’est impossible
dans une base ou I’un des vecteurs est propre, on obtient alors les cas suivants pour les
trajectoires au voisinage de 1’origine, si Pa(z) = det(A — zl) = (x — \)(x — p):

— Aet préels, A\ > p > 0: nceud instable, répulseur pour ¢ > 0 (les trajectoires
s’écartent de 1’origine), attracteur pour ¢ < 0 (les trajectoires s’en rapprochent) ;

— Xet préels, A = p > 0: si A est diagonalisable, nceud instable en étoile (toutes les
directions sont propres ; homothétie), répulseur pour ¢ > 0, attracteur pour ¢t < 0;
et si A n’est pas diagonalisable (une seule direction propre), nceud instable (comme
dans le cas précédent) dit impropre ;

— Aetpréels, A < u < 0: comme dans le premier cas, en inversant le sens du temps :
neceud stable ;

— Aet préels, A = u < 0: comme dans le second cas, en inversant le sens du temps :
nceud stable étoilé ou impropre ;

— et 4 complexes conjugués v =+ 6 :
-si Re(N) = v =0, (i.e., Pa(z) = 2% + §?) : centre (trajectoires : ellipses) ;
-si Re(A) = v < 0: foyer stable (attracteur pour ¢ > 0, répulseur pour ¢ < 0);
-si Re(A) = v > 0: foyer instable (répulseur pour ¢ > 0, attracteur pour ¢ < 0);

A < 0 < p: point-selle, attracteur et répulseur dans deux directions distinctes.

NB : Comme on ne peut pas toujours obtenir des expressions faciles a manipuler de
ces valeurs propres, on utilise plutdt le déterminant et la trace de la matrice A (toujours
supposée inversible): det A = Apettr A = A+ p. Sidet A < 0, I’origine est un point-
selle, donc instable. Si det A > 0, mais tr A > 0, ’origine est encore instable (nceud
instable si le discriminant (tr A)? — 4 det A est positif ou nul, foyer instable dans le cas
contraire). Sidet A > 0, avec tr A < 0, I’origine est stable (nceud stable si le discriminant
(tr A)? — 4det A est positif ou nul, foyer stable dans le cas contraire). Et si det A > 0,
avec tr A = 0, I’origine est un centre (pas de stabilité, du moins pas au sens d’un point
fixe stable d’un systeme linéaire).



2.1.2 Cas général des systemes linéaires : décomposition en somme
directe de I’espace R" en sous-espaces stable, central et instable

Soit Py(x) = H(m — A;)" le polyndéme caractéristique de A, les valeurs propres
J
A; étant toutes distinctes, chacune de multiplicité 7, et soit F; = K er(A — i )i le
sous-espace caractéristique associé a la valeur propre \;. Alors, en notant :

Es = EB E; (sous-espace stable)

NRe(A;)<0

E¢ = @ E; (sous-espace central)
Re(\;)=0

EY = @ E; (sous-espace instable),
NRe(A;)>0

ona:R" = E°@ E°EP E", i.e. ’espace entier se décompose en somme directe de
ses sous-espaces stable, central et instable, et au voisinage de 1’origine les projections des
trajectoires sur ces sous-espaces sont comme leurs noms 1’indiquent des nceuds ou des
foyers stables, des centres et des nceuds ou des foyers instables (ainsi par exemple un
point-selle dans R? est caractérisé par une droite vectorielle stable et une instable).

2.2 Systemes non linéaires : propriétés locales

e PSR c . dX .
On se donne une condition initiale X, et une équation d’évolution e F(X),ie.,

un systeme d’équations % = fi(x1,...,zj,...,2,),1 < i <n,ouF estsuffisamment
différentiable d’un ouvert de R dans R"™. Le théoréme de Cauchy-Lipschitz assure I’existence
locale de trajectoires solutions (c’est-a-dire d’un flot, voir la définition au paragraphe
précédent) au voisinage de tout X, de R" ou F' est définie. Connaitre le flot @ est équivalent
a savoir intégrer le systeme (ou encore, a trouver les courbes intégrales du champ de
vecteurs F).

Chaque fois que c’est possible, on se ramene au voisinage de chaque point singulier
(i.e., chaque zéro X, de F, ou point stationnaire, du systeme, ou encore point fixe du
flot: Vt, ®,(Xo) = Xo) a un probleme linéaire par 1’étude du systeme linéarisé tangent

dX ;
en Xj: — = F'(X0).X = Jx,F.X = [8fz

(XO)] .X gréce au théoréme de Hartman-

J

Grobman, qui assure I’équivalence fopologique, i.e., a conjugaison pres par un homéomorphisme
(&, = H ' o e!’*of" o H), entre le systeme initial et son linéarisé tangent en tout point
singulier X hyperbolique, i.e., ou les valeurs propres de la matrice jacobienne Jx,F

sont a partie réelle non nulle. Les points singuliers X sont les points contenus dans
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I’intersection ﬂ f71(0) des nullclines f;(x1,...,z;,...,z,) = 0, hypersurfaces (courbes

=1
pour un systeme plan) sur lesquelles s’annulent les différentes composantes du vecteur

vitesse —.

N.B.: on a utilisé jusqu’ici le terme “stabilit€” d’un point fixe au sens le plus intuitif,
celui des systemes linéaires, i.e. toute trajectoire suffisamment voisine du point fixe converge
vers ce point. Mais dans le cas des systeémes non linéaires, ce cas de stabilité est appelé
“stabilité asymptotique”. Il existe une autre notion plus générale de stabilité locale, la
“stabilité au sens de Lyapounov”, ou stabilité tout court, par opposition a la stabilité
asymptotique, et qui exprime la propriété suivante : toute trajectoire démarrant suffisamment
pres du point fixe en restera aussi proche qu’on voudra en temps grand, i.e., Ve > 0,34 >
0/d(xg,z) < § = Vt > 0,d(z9, P:(x)) < . On définit aussi dans le cas des systemes
non linéaires la notion de point fixe “attracteur” lorsque toutes les trajectoires suffisamment
proches du point fixe convergent vers ce point en temps positif (resp. répulseur si la
convergence a lieu en temps négatif). En 6tant le “suffisamment proches du point fixe”
de cette définition, on obtient aussi la notion de point fixe “globalement attracteur”. Le
plus grand voisinage d’un point fixe attracteur dans lequel toute trajectoire converge vers
le point fixe est le “bassin d’attraction” du point fixe ; dire qu’il est globalement attracteur
revient a dire que son bassin d’attraction est I’espace tout entier. Un point fixe localement
(resp. globalement) asymptotiquement stable est donc un point fixe stable (tout court
, c’est-a-dire au sens de Lyapounov) qui est également localement (resp. globalement)
attracteur.

De maniere analogue au cas des systemes linéaires, on a dans le cas général (non
linéaire) en un point fixe X, de £’ la notion de variétés stable, centrale et instable V°, V° et
V¥, qui généralisent les sous-espaces de méme nom, auxquels elles sont tangentes en X,
(les sous-espaces en question étant ceux du systeme linéarisé tangent en X , le systeéme

linéaire = Ix, F. X, ie., Tx,V*(Xo, F) = E*(Jx, F), etc., ot par exemple la variété
stable est définie par: V*( X, ') = {X € R"/t 11111 ®,(X) = Xo}; c’est donc la notion

de stabilité asymptotique qui est présente ici) : théoreme de la variété stable pour un point
singulier hyperbolique, de la variété centrale pour un point singulier quelconque.

Dans le cas d’un point singulier hyperbolique, on peut caractériser d’apres le théoreme
de Hartman-Grobman sa stabilité par la partie réelle du spectre de la matrice jacobienne
en ce point. Mais dans le cas d’un point singulier non hyperbolique (i.e., s’il y a O ou des
imaginaires purs dans le spectre), le recours au théoreme de Hartman-Grobman n’est
plus possible. Pour prouver la stabilité d’un point singulier X, non hyperbolique, on
peut chercher s’il existe une fonction de Lyapounov, i.e., une fonction réelle définie au
voisinage de X, nulle en X, strictement positive ailleurs et strictement décroissante le

dX
long des trajectoires du systeme i F(X),i.e., une fonction V" telle que V(X,) = 0,
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V(X(t)) > 0en tout X(t) # X, et telle que % (VoX(t) = (VxV,F(X)) < 0Oen

tout X (t) # X,. Une telle fonction est souvent une fonction d’énergie du systeme. On
peut démontrer qu’alors X en est un point fixe stable.

2.3 Systemes non linéaires : propriétés globales

Ensembles limites et attracteurs, cycles limites, théoréme de Poincaré-Bendixson dans
le plan:

Un systeme dynamique différentiable sur un ouvert de R™ étant donné par son flot P,
on appelle trajectoire ou orbite (resp. orbite future, resp. passée) d’un point X 1’ensemble
Iy = {®(X),t € R} (resp. 'y = {®4(X),t € R, }, resp. 'y = {®(X),t € R_}).
Une orbite périodique de période 1’ est une trajectoire fermée I'x qui n’est pas un point
fixe et qui est telle que VY € I'x, &7(Y) = Y . C’est le cas du cercle pour I’oscillateur
harmonique 2’/ = v,y = —w?z, avec T = 27 /w, ou du premier modele prédateur-proie
de Lotka-Volterra 2’ = z(1 — y),y’ = py(x — 1) -le point stationnaire (1,1) est un
centre entouré d’une infinité de trajectoires fermées- pour lesquels I’amplitude du cycle
limite dépend des conditions initiales ; ¢’est aussi le cas pour 1’oscillateur de Van der Pol
v = ply—ia*+atz),y = —w—::v, pour lequel en revanche ni I’amplitude de la trajectoire
fermée ni sa période ne dépendent des conditions initiales.

On appelle point w-limite (resp. a-limite) d’une trajectoire ['y un point Y tel qu’il
existe une suite (t,),eny de R, (resp. de R_ ) tendant vers +oo (resp. —oo) telle que
Y= lim &, (X).

n—--—+o00

L’ensemble des points w-limites de I'y est ’ensemble w-limite de I"x, noté w (I'x)
(méme définition avec « a la place de w). les ensembles w(I'x ) et a(T"x) sont fermés, de
plus non vides et compacts si ['y est contenu dans un compact, mais surtout invariants
par le flot, i.e., Vt € R, &, (w(I'x)) C w(l'y)).

Une orbite périodique qui est un ensemble w-limite et qui de plus est isolée comme
orbite périodique (i.e., telle que U (ouvert) D I'y/ VY € U \ I'x, I'y n’est pas une
orbite périodique) est un cycle limite. Un cycle limite est attracteur (resp. répulseur) s’il
admet un voisinage dans lequel toutes les orbites futures (resp. passées) se rapprochent de
lui d’aussi pres qu’on veut.

Dans le plan, on a le théoreme de Poincaré-Bendixson : un ensemble limite non vide
et compact d’un systéme dynamique de R? qui ne contient aucun point stationnaire est
une orbite périodique (donc un cycle limite). Ou encore : Si ' est une orbite confinée dans
un compact du plan qui ne contient pas de point stationnaire, alors soit I' est une orbite
périodique, soit I' s’enroule autour d’une orbite périodique. Pour obtenir une région de
confinement du flot, il suffit de trouver un compact sur tous les bords duquel le champ F'
est rentrant, i.e., le vecteur vitesse est dirigé vers 1’intérieur.

Dans le plan, on appelle portrait de phases la représentation (esquissée) des trajectoires
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du systeme dynamique =’ = fi(z,y),y = f2(x,y) dans laquelle on fait apparaitre les
points stationnaires et les nullclines fi(x,y) = 0 et fo(x,y) = 0, de fagcon a pouvoir
donner une direction approximative au vecteur vitesse d’apres les signes de x’ et 3/ dans
chaque région du plan limitée par les nullclines. L’ analyse de stabilité linéaire consiste a
étudier la stabilité des points stationnaires du systeme linéarisé tangent.

L’existence de cycles limites est un phénomene qui ne peut se rencontrer que dans
le cas de systemes non linéaires. Les systemes linéaires peuvent présenter des foyers, ou
des cycles (ellipses ou des cercles en dimension 2, orbites périodiques de I’oscillateur
harmonique ' = y,3’ = —w?r), mais pas des cycles limites. Les orbites périodiques
d’un systeme linéaire ne sont pas isolées.

Exemple explicite de cycle limite attracteur (ou I’origine est un point stationnaire
instable): 2/ = —y + z(1 — 2% — y?),y = v + y(1 — 2* — y?) (étude : exercice ; passer
en coordonnées polaires).

Autre exemple, non explicite : les oscillations de la glycolyse, voir Strogatz, 7.3, et
I’exercice 12 ci-apres, avec détermination d’une région de confinement pour prouver
I’existence d’un cycle limite.

2.4 Bifurcations des systemes dynamiques

Une bifurcation d’un systeme dynamique, c’est une modification de la nature de ses
points stationnaires ou de ses cycles limites (stabilité ou instabilité d’une ou plusieurs
solutions suivant les conditions initiales) due au changement de la valeur d’un parametre
du systeme, le parametre de bifurcation. L’analyse de bifurcation (ou de continuation-

bifurcation si on fait varier continiment le parametre de bifurcation) d’un systeme dynamique
dX

acsiffmptotiqm des solutions X (¢) pour ¢ — 400, solutions stationnaires, cycles limites ou
explosion.

Différents types de bifurcations présentées dans le cas de systemes en dimension 1 ou
2 (réf. Drazin, Nonlinear systems, ch. 1, avec représentation graphique de la valeur de la
solution stationnaire =, en fonction du parametre a) :

= F(X, a) en fonction du parametre de bifurcation a consiste a étudier le comportement

— Bifurcation selle-nceud : 2/ = a — 2,3y’ = —y: pour a < 0, il n’y a pas de solution
stationnaire, et pour @ > 0, il y en a 2: (—+/a, 0), point-selle (valeurs propres 2+/a
et —1) et (v/a, 0), nceud stable (valeurs propres —2y/a et —1).

— Bifurcation transcritique : pour 1’équation logistique =’ = x(a — bx) avec b > 0; si
b = 0, stabilité du seul point fixe 0 ssi a < 0; si b > 0, deux solutions : 0 (stable
pour a < 0, instable sinon) et a/b (le contraire). I y a croisement en (0, 0) de deux
diagrammes : stabilité puis instabilité de la solution nulle, instabilité puis stabilité
de la solution a/b, lorsque a franchit en croissant la valeur 0.
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— Bifurcation fourche (“pitchfork™): 2’ = z(a — bz?):

si b > 0, bifurcation surcritique en a = 0 (passage de 1 a 2 solutions stationnaires
stables au franchissement de la valeur critique @ = 0): en a = 0, la solution nulle,
de stable pour a < 0, devient instable pour a > 0. Apparaissent aussi pour a > 0
deux solutions stables, qui sont :I:\/a_/b, séparées par la solution nulle (dite alors
séparatrice devenue instable : il y a bistabilité, c’est-a-dire que suivant que la valeur
initiale z( est positive ou négative -i.e., d’un coté ou de I’autre de la séparatrice
x = 0 dans le plan (x,a)- , la solution stationnaire z, sera positive (\/a_/b) ou
négative (— \/a_/b), restant toujours du signe de z.

et si b < 0, bifurcation sous-critique en @ = 0: il n’y a pas de solution stationnaire
stable du tout sia > 0, et passage de 1 a 0 solution stationnaire stable au franchissement
de la valeur critique @ = 0. Dans ce cas, au contraire du précédent, en a = 0, la
solution nulle cesse d’étre stable, ce qu’elle était pour a < 0, avec en plus les deux
solutions instables ﬂ:\/a_/b jouant le role de séparatrices : pour a < 0,b < 0, suivant
la position de la valeur initiale o par rapport a la courbe séparatrice 2 = a /b, il y
a convergence vers x = () en temps grand ou au contraire “explosion en temps fini”,

lorsqu’il existe une valeur de ¢ qui annule la solution générale — = — + ke 20t
x a

—b
avec k = — (xg — %) de I’équation de Bernoulli initiale.

axg

— Bistabilité et hystérésis : lorsqu’il y a bistabilité (coexistence pour les mémes valeur
du parametre de deux solutions stationnaires stables possibles, en fonction des
conditions initiales) une modification du parametre peut faire disparaitre I’une de
ces solutions stationnaires stables lorsque le parametre franchit un seuil dans un
sens, ou I’autre lorsque le parametre franchit un seuil dans 1’autre sens :

a < 0, = tiiinoox(t) = Too136h < a < by = lim x(t) = 21 OU ZToop

t——+o0

(suivant la valeur de la condition initiale x(0)); a > 6y = tlim (t) = Tooo-
——00

Lorsque ces deux seuils (¢, et #5) sont distincts, on dit que le systeme (bistable)
présente de I’hystérésis (ou hystérese). En pratique, la solution stationnaire stable
saute d’une branche a 1’autre du diagramme de bifurcation, qui représente les solutions
stationnaires x,(a) comme fonction (multivoque) du parametre a, le saut se faisant
en 0, de 20,1 & T 2, lorsque a croit et en 0, de 2 2 @ T 1,l0rsque a décroit.

Un paradigme d’hystérésis (exercice): ' = y — x(2®> — 1),y = z — y + a. Pour
a strictement compris entre —y/32/27 ~ —1.089 et ++/32/27 ~ +1.089 (valeurs
pour lesquelles la y-nullcline (y = x + a) est tangente a la x-nullcline (y = 23 — ),
au point stationnaire (z,y) = +(1/2/3,—/2/27)), il y a bistabilité : un point
stationnaire instable encadré par deux stables. Si on fait varier a de —1.5 a 1.5 et
retour, en +1.089 a I’aller, et en —1.089 au retour (en prenant pour condition initiale
au pas k+ 1 la solution stationnaire obtenue au pas k) , la solution stationnaire saute
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d’une branche stable a I’autre (vers le haut a I’aller, vers le bas au retour).

Bifurcation de Hopf :

La bifurcation de Hopf surcritique, c¢’est quand une modification continue des parametres
d’un systeme dynamique transforme une solution stationnaire stable en cycle limite
stable (=attracteur). Un exemple standard de bifurcation de Hopf surcritique lorsque
le parametre traverse une valeur dite critique -ici, @ = 0 sur I’axe des a- est le
systtme 2’ = —y + (a — 22 — y?)x,y = x + (a — 2% — y?)y, soit en coordonnées
polaires: 7’ = r(a — r?),0" = 1. Quand on représente les trajectoires stables dans
I’espace (y,a,z), on a pour a < 0 le point stationnaire (0,0); et pour a > 0
le point stationnaire (0,0) existe toujours, mais est instable, alors qu’apparait le
cycle limite stable -ou attracteur- (ici, c’est un cercle) 7> = a: le terme cubique
—r3 ajouté au systeme linéaire ' = ar I’empéche d’exploser et le stabilise. Si on
regarde les valeurs propres de la jacobienne a I’ origine, on trouve a % i : stabilité en
(0,0) pour a < 0, et instabilité pour a > 0, i.e., dés que les 2 valeurs propres
complexes conjuguées franchissent 1’axe imaginaire pur; mais alors il y a une
trajectoire stable : le cercle 22 + 3% = a.

Ily a aussi la bifurcation de Hopf sous-critique, dans laquelle une solution stationnaire
instable bifurque vers un cycle limite instable (2 la diffrence de la surcritique, ou
une solution stationnaire stable bifurque vers un cycle limite stable). On peut aussi
voir la bifurcation de Hopf sous-critique ainsi: un cycle limite instable vient se
confondre avec une solution stationnaire stable, la rendant instable, avec la possibilité
d’un saut de grande amplitude vers un autre cycle limite, lui, stable. Un exemple en
est le systtme: 1’ = r(a + 1% —r*),0' = w + br? en a = 0 (ici c’est le terme —r°
qui stabilise les solutions, que @ soit > 0 ou < 0, alors que le terme cubique +73
au contraire déstabilise le systeme linéaire ' = ar): pour a < 0, il y a toujours un
point stationnaire stable (r = 0) et de plus, si —1/4 < a < 0, il y a bistabilité :
un cycle limite stable (=attracteur), le cercle 72 = 1/2 + /1/4 + a séparé de
I’origine (point stationnaire stable) par un cycle limite instable (=répulseur), le
cercle r? = 1/2 — \/1/4 + a. Pour —1/4 < a < 0, ce cycle limite instable joue le
role de séparatrice : quand la condition initiale ry est du coté de 0, les trajectoires
convergent vers 0, et quand elle est du coté du cycle limite stable (=attracteur),
elles convergent vers ce cycle limite stable. Mais surtout (c’est ce qui caractérise la
bifurcation de Hopf sous-critique), lorsque a < 0 s’annule, le cycle limite instable
se rétrécit jusqu’a englober le point stationnaire stable » = 0 qui devient alors
instable ; les solutions sautent alors vers 1’autre cycle limite, car pour a > 0, il ne
reste plus de stable que le cycle limite stable r* = 1/2 + y/1/4 + a. Quand une
bifurcation de Hopf est-elle surcritique et quand est-elle sous-critique? Ce n’est
pas toujours facile a voir. En principe, le passage de la solution stationnaire -qui est
alors un foyer- stable au cycle limite stable donne lieu a un saut quand la bifurcation
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est sous-critique (et pas quand elle est surcritique), mais I’amplitude du saut peut
étre petite. .. Surtout, il y a un phénomene d’hystérésis dans la bifurcation de Hopf
sous-critique : si on renverse le sens de variation du parametre, la bifurcation inverse
du cycle limite stable vers la solution stationnaire stable ne se fait pas pour la méme
valeur du parametre. On peut aussi dans les cas génériques ci-dessus caractériser
la bifurcation de Hopf surcritique/sous-critique par le signe du terme non linéaire
dominant dans le développement de 7’ — ar ou, plus généralement, en exprimant le
systéme en coordonnées cartésiennes dans R?, le signe devant X de la partie réelle
X' — (Jx, F).X
1 1)°
un systeme dynamique différentiable suffisamment général, on peut se ramener
topologiquement au voisinage d’un point singulier a I’'une de ces deux formes, voir
Kuznetsov).

: —, c’est une surcritique , 4, c’est une sous-critique (pour

On peut penser que du point de vue de 1’ingénieur, une bifurcation de Hopf sous-
critique est beaucoup plus “méchante” (i.e., plus difficile a contrdler) qu’une surcritique,
voir a ce sujet p. ex. Yuen, P.K., Bau H.H. Rendering a subcritical Hopf bifurcation
supercritical, Journal of Fluid Mechanics, Vol. 317, pp. 91-110, 1996.]

Références : Yu. Kuznetsov, Elements of practical bifurcation theory, Springer 1995,
et aussi S. Strogatz, Nonlinear dynamics and chaos, ch. 8., pp. 248 sq., ou est
mentionnée aussi la propriété d’hystérésis (associée a la bistabilité) de ce systeme :
pour ry quelconque, si on fait varier a en croissant de —oo a +o00, lorsqu’on passe
par a = 0, la solution stable saute de 0 (seule solution stable pour a suffisamment
négatif) au cycle limite stable; mais quand on fait varier a en sens inverse, on
(=la solution stable) saute du cycle limite stable r* = 1/2 + /1/4 + a au point
stationnaire stable 0 non plus en a = 0, mais lorsque « franchit la valeur a = —1/4,
et ceci quelle que soit la condition initiale ry. Sur un oscilloscope, on verrait une
ligne droite continue devenir -brusquement- des oscillations d’amplitude fixe en
tournant le bouton du parametre a en 0 dans le sens croissant, et ces oscillations
redevenir une ligne droite continue -aussi brusquement- en ne repassant que par
a = —1/4 dans I’autre sens. C’est un phénomene assez riche, qu’on retrouve par
exemple dans des modeles d’influx nerveux : naissance ou extinction d’oscillations
d’un potentiel d’action périodique.

Le cycle limite 72 = 1/2 apparu ex nihilo (“out of the clear blue sky”, écrit Strogatz,
il n’y avait rien a cet emplacement pour a < —1/4) pour a = —1/4 dans le cas du
systtme 7’ = r(a + 1% — r),0" = w + br? est seulement semi-stable, i.e., stable
a Iextérieur (rj > 1/2) et instable a I'intérieur (r2 < 1/2): cycle limite stable
et instable sont confondus lorsque @ = —1/4 en un seul cycle r? = 1/2, et “se
décollent” pour @ > —1/4 . En regardant dans I’autre sens, i.e., en faisant décroitre
a, de 0 & —1/4, on peut dire que les deux cycles limites 72 = 1/2 4+ /1/4 + a et
r? =1/2 — \/1/4 + a s’annihilent et disparaissent complétement pour a = —1/4.

16



On dit qu’il y a en a = —1/4 une bifurcation de cycles limites (un stable et un
instable ou rien), bifurcation selle-nceud de cycles limites pour Strogatz, bifurcation
pli de cycles limites pour J.-P. Francoise, “blue sky catastrophe” pour Jordan et
Smith, mais il ne s’agit plus ici de bifurcation de Hopf.

Pour parler de maniere moins empirique de la bifurcation de Hopf, on peut citer le
Théoréeme (Hopf, 1942)

dX
Soit un champ de vecteurs : prl F(z, a) dépendant d’un paramétre (de bifurcation)

a , dont I’origine est pour tout a € R un point stationnaire, et dont le champ
oF

& ax

linéarisé tangent a 1’origine ( 0,a).X ) a pour tout a deux valeurs

propres complexes conjuguées A(a) et A(a) telles que pour a > 0, Re(A(a)) > 0
(donc 1’origine est un point stationnaire instable) et Re(A\(0)) = 0, aucune autre
valeur propre n’étant a partie réelle nulle. Si I’application a — PRe(A(a)) est dérivable

dRe(A(a)) (0) > 0 (i.e., si le graphe {(a, [A(a),m}),a € R} traverse

transversalement 1’axe imaginaire pur), il y a naissance en a = 0 de cycles limites

en 0 et si

de période voisine de T' = Wg” et d’amplitude voisine de v/a (pour a = 0).

Exercices d’application

o dX A1
A A 2. —
. Flot du systeme linéaire dans R-: pra { 0 )\} X.

. Montrer que si A, matrice réelle (2,2), a deux valeurs propres complexes conjuguées
A = v £ 10, alors elle est semblable sur R a une matrice de similitude directe
K= |7 ] i ettt que et — e [l
similitude. (C’est donc uniquement la partie réelle des valeurs propres qui détermine
la stabilité d’un systeme linéaire, foyer stable -“sink”- si Re(\) < 0, foyer instable
-“source”- si Re(\) > 0; la partie imaginaire ne donne que le sens et la vitesse de
rotation dans la trajectoire solution, tourbillon autour de 1’origine.)

, autre matrice de

d
. Montrer que le systeme de R3: — = [—2y +yz — 2% 2 — 22— 2y — 2°]" (ou
X = [z,y,2]") admet I’origine comme point fixe non hyperbolique, mais qu’on

peut trouver une fonction de Lyapounov de la forme V(X)) = ax? + by? + c22, et
en déduire que I’origine est un point fixe stable de ce systeme.
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- = 2 +y*—5
4. Etudier le systeme différentiel non linéaire dans R?:
dy 5
—_ — — X
dt Y
d
d—f = z(3—z—2y)
5. Soit le systeme différentiel non linéaire :
dy
2d 2 _r—
= y(2 -z —y)

(Compétition entre especes animales de type Lotka-Volterra, cf. Strogatz, 6.4).

Déterminer les points d’équilibre de ce systeme et vérifier qu’ils sont tous hyperboliques.
Les classer en nceuds (stables ou instables), points-selles, etc.

d
d_f = 2?y—x+b
6. Soit le systeme différentiel non linéaire : oub e R.
@ = —2y+1
dt
Déterminer les points d’équilibre de ce systeme et donner, quand c’est possible,
leur nature dans les cas suivants: b = 1, b = —5 b=0.
d
d—f = 12—z —y)
7. On donne le systeme différentiel dans R 2 :
d
d_?i = y(—3+4x —2?)

Déterminer les points fixes du systeme et donner leur nature. Sur un graphique,
tracer les nullclines et les points fixes avec leurs directions stable(s) et instable(s)
quand elles existent. Préciser la direction approximative du vecteur tangent aux

. dr d ) .
trajectoires (i.e., T > O’d_?i < 0, etc.) et le représenter sur le graphique. Sens de
parcours sur les trajectoires qui s’enroulent autour de I’unique foyer situé dans le

premier quadrant ?

dx

8. On donne le systeme différentiel dans R 2 :
cl_y = —z—y+a*
dt

Calculer et représenter graphiquement les nullclines et les points stationnaires de
ce systeme. Vérifier qu’ils sont tous hyperboliques et déterminer leur nature en
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précisant chaque fois que cela a un sens les sous-espaces stable et instable du
systeme linéarisé tangent. Préciser le sens de parcours (en temps positif) des trajectoires
au voisinage des foyers et esquisser un portrait de phase (classer pour cela les

régions du plan suivant les signes de d_j etde d—?Z).

. On donne le systeme différentiel dans R 2 :

dx 3
— = Tx—y—z
dt 4

dy 3
o = rty—y

a/ Représenter sur un méme graphique les deux nullclines y = = — 22 et —x =
y — 1> et montrer que ce systéme n’admet pas d’autre point fixe que 1’origine. (On

pourra raisonner ainsi : par invariance de la figure par rotation d’angle 5 il suffit de

montrer que le systtme y = z(1 — 2?), —x = y(1 — y?) n’a pas pas d’autre solution
que la solution évidente (0, 0) dans le premier quadrant = > 0,y > 0; montrer que
pour des raisons de signes on doit avoir 1 — 2 >0, ie. lz] < letl— y2 < 0,1.e.
ly| > 1; vérifier qu’alors on devrait avoir 0 < z(1 — 2?) < lety > 1, ce qui est
incompatible avec I’équation de la premiere nullcline.)

b/ Déterminer la nature du point fixe (et sa stabilité) ainsi que le sens de parcours
des trajectoires a son voisinage.

¢/ Montrer que la couronne {1 < 2% + 3? < 2} est une région de confinement pour
le flot (on montrera que le vecteur tangent a toute trajectoire fait aux bords de cette
région un angle obtus avec le vecteur normal unitaire sortant, i.e. que le champ est
toujours rentrant dans cette région du plan). En déduire, a ’aide du théoreme de
Poincaré-Bendixson, que le systeme admet une orbite périodique.

Soit I’équation dans R & + dx( 2+ )" 1) + 0,a >0
. Soit I'équ C—— +a—(x — ) - z=0,a>0.
1 i T Cat dt ’

] dx . .
(1) En posant y = I transformer cette équation en un systéme autonome dans R?.

Trouver ses points fixes et les classer.

(ij) Montrer que ce systéme a un cycle limite circulaire, trouver son amplitude et sa
période.

(iij) Déterminer la stabilité de ce cycle limite (considérer une couronne).

(iv) Montrer qu’il n’y a pas d’autres orbites périodiques (on pourra commencer par
montrer que toute trajectoire distincte du cercle-unité est contenue entirement soit

r
dans 22 +y? < 1, soit dans dans 22 +y? > 1, puis intégrer T’E sur une hypothétique

orbite fermée distincte du cercle-unité).
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11. (Une vision détaillée de la bifurcation de Hopf surcritique) On donne 1’équation
différentielle dans R 2 : .
—r=AT-TIPE
dt

ou A admet deux valeurs propres complexes conjuguées a + iw, avec w # 0
(on rappelle que R? admet alors toujours une base orthonormée dans laquelle

I’endomorphisme qui a pour matrice A dans la base canonique s’écrit {g _Z} :
on pourra se placer d’emblée dans une telle base).

a/ Calculer le produit scalaire < 7', A7 >= ‘7" A7 dans une telle base. Montrer
que 0 estle seul point fixe du systeme.

b/ Montrer que si a < 0, alors V(7) = || 7||* est une fonction de Lyapounov
stricte dans R 2 pour le point fixe 0 du systeme, qui est donc globalement et
asymptotiquement stable.

¢/ Montrer que si « > 0, alors d’une part le point fixe 0 estinstable, d’autre part la

couronne (C)={T, /o — e < ||Z|| < Va + ¢}, ot € est assez petit, par exemple
« . .
e < 5 est une région de confinement pour le flot. On calculera pour cela le produit

scalaire du vecteur tangent aux trajectoires avec le vecteur unitaire sortant de (C),
— =

é pour || Z|| = Va+e, et—é pour || 7|| = v/a—e. En déduire, 2 I’aide du
7] el

théoreme de Poincaré-Bendixson, que le systeme admet alors au moins une orbite
fermée. Montrer, en faisant tendre € vers O dans le raisonnement précédent, que le
cercle C' (ﬁ), Vo) est une telle orbite fermée. Qu’est-ce qui détermine le sens de
parcours sur cette trajectoire ?

d/ Montrer par 1’absurde que le systéme n’admet aucune autre orbite fermée : s’il
en existait une autre, comme les trajectoires ne se rencontrent pas, elle serait soit
entiérement dans || Z7’|| > v/« soit entierement dans || 7|| < v/a; en intégrant sur
une période 1" d’une telle hypothétique orbite fermée la fonction < VV, 7’ >, ol
V(T) = || Z||%, obtenir une contradiction.

e/ Retrouver ces résultats en exprimant le systeme en coordonnées cartésiennes et
en passant en coordonnées polaires.

12. Une explication du “switch ultrasensible” de Goldbeter-Koshland (voir chap. 5) : ce
n’est pas une bifurcation transcritique. On rappelle que le “switch ultrasensible” de
Goldbeter-Koshland est un modele utilisé pour décrire une cinétique enzymatique
tres raide lorsqu’une enzyme qui peut étre présente sous deux formes, une active,
par exemple phosphorylée, et une inactive, non phosphorylée, et sous ces deux
formes uniquement, passe brusquement d’une forme a I’autre sous 1’influence conjuguée
d’autres enzymes, par exemple une kinase qui active la forme non phosphorylée et
une phosphatase qui en méme temps inactive la forme phosphorylée. En dédimensionnalisant
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13.

pour ne conserver comme variable que la fraction d’enzyme active, soit X (0 <
X < 1), cette cinétique peut s’écrire :

dX  k(1-X) X

d  e+1-X e+X

avec € << 1, k > 0 voisin de 1 (le switch se produisant en £ = 1, i.e., lorsque k,
qui est le rapport kinase / phosphatase, passe de £ < 1 a £ > 1 ou inversement) et
1<X(0) <1

a) Montrer que ce systeme admet a priori (i.e., sans les calculer explicitement) deux
points stationnaires, et qu’ils sont tous deux stables. Il ne peut donc s’agiren k = 1
d’une bifurcation transcritique. Pourquoi ?

b) Vérifier que V¢,0 < X(¢) < 1 (on pourra raisonner par 1’absurde sur le signe

de Cil—i( pour démontrer que si X (0) > 0 alors V¢, X (¢) > 0 et en déduire 1’autre
inégalité pour Y =1 — X).

c) Déterminer les points stationnaires a 1’aide d’un développement asymptotique
au premier ordre en € et montrer qu’il n’y en a en fait jamais qu’un seul possible,
toujours stable, I’'un proche de 0 pour £ < 1 (phosphatase dominante : enzyme non
active) et I’autre proche de 1 pour £ > 1 (kinase dominante : enzyme activée).

Modele de Sel’kov (1968) pour les oscillations de la glycolyse, d’apres S. Strogatz.

L’ étape limitante dans la chaine de réactions de la glycolyse est celle qui fait intervenir
la phosphofructokinase (PFK), qui phosphoryle le fructose 6-phosphate (F6P) en
fructose 1,6-diphosphate (FDP) en consommant de 1’ ATP, transformé lui-méme en
ADP lors de la réaction; I’ADP, I'un des produits de la réaction, intervient aussi
pour exercer un rétrocontrole positif sur la PFK ; le FOP, principal substrat de la
réaction, est lui-méme produit par transformation du glucose 6-phosphate, supposé
étre en large execes dans les tissus. On peut tenter de reconstituer ainsi la suite des
réactions :

G6P — FGP,  F6P+ ATP 2 FDP+ ADP,  2ADP + F6P* ADP

k_1
ol on suppose que ky = k_;. Apres dédimensionnalisation, ce systeme peut s’écrire,
avec a > 0,b > 0, si x est proportionnel a la concentration en ADP et y a la
concentration en F6P :

dx 4oy 4 22
— = —x+ay+ax
di Y Yy
dy

— = b-—ay—2*
di Yy Yy

21



14.

a) Calculer et représenter graphiquement les nullclines et vérifier que le seul point
stationnaire de ce systéme est | b, —— |.
a+ b?

b) Montrer que la région du plan (x,y) intérieure au polygone OABCD, ou O est
I’origine, D(0,b/a), C(b,b/a), B est le point d’intersection de la droite de pente -1
passant par C avec la x-nullcline, et A sa projection orthogonale sur Oz, est une
région de confinement pour les trajectoires du systeme.

c¢) Donner une condition nécessaire et suffisante en a et b pour que 1’'unique point
stationnaire soit stable.

d) Montrer que pour b? — a > (b* + a)?, le systtme admet un cycle limite stable
(=orbite périodique autour de laquelle s’enroulent les trajectoires).

e) Esquisser dans le plan de paramétres (a, b) le tracé de la frontiere entre zones de
stabilité : point fixe stable d’un c6té, cycle limite stable de I’autre.

f) Montrer qu’en chacun des points de la frontiere, le systeme admet une bifurcation
de Hopf.

FitzHugh-Nagumo (voir chap. 4) et bifurcation de Hopf, d’apres N. Britton.

Le systtme (EDO) de FitzHugh-Nagumo (1961) peut s’écrire dans le plan (v, w),
ou v représente une différence de potentiel transmembranaire, w une variable générale
d’excitabilité et [, est un courant appliqué externe, parametre du systeme :

d
d—;j = flv)—w+1,
a;—z: = bv—yw

1
avecf(v):v—§v36t0<7<1,72<b.

On cherche pour quelles valeurs du parametre /,, il y aura des solutions stationnaires
et pour quelles autres valeurs des solutions périodiques (cycles limites).

a) Montrer qu’un point stationnaire (v*, —v*) est stable ssi f/'(v*) < v et qu’un
Y

point stationnaire ne peut donc étre instable que pour —c < v* < c,ouc = /1 — 7
(ce qui situe nécessairement la recherche de points stationnaires instables sur la
branche de la cubique w = f(v) + [, située entre ses deux extrema).

1 b 1 b
b) Montrer que si [, = —0 = —c + 503 + —c(resp. [, =0 =c— 503 — —c¢), alors
Y

b b . ) . .
(c, —c) (resp. (—c, ——c)) est un point stationnaire du systéme.
Y Y

¢) Montrer que pour chacune de ces deux valeurs de [,, aux points stationnaires
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15.

16.

correspondants ainsi déterminés, les valeurs propres (A, \) de la jacobienne sont
imaginaires pures, avec perte de stabilité (i.e., leur partie réelle, de négative, devient
positive) lorsque I, franchit en croissant la valeur —# et gain de stabilité (i.e., leur
partie réelle, de positive, devient négative) lorsque [, franchit en croissant la valeur
Re(N) dl,
—_— et — .
dv* [v*=c dv* [v*=c
d) Vérifier que pour chacune de ces deux valeurs de I, il y a bifurcation de Hopf
et existence de cycles limites pour I, = —60 + 0 et pour I, = 6 — 0. Comment
pourrait-on mettre en évidence numériquement que cette bifurcation de Hopf est
sous-critique ? (indication : continuation-bifurcation et hystérésis)

6 (on pourra calculer

On donne le syst¢éme dynamique dans R? :

dx

i pr —wy + x (22 +y* — (2% + y*)?)
dy 2 2 2 2\2
% = wr + py +y (2> +y° — (2% + 3°)?)

ou w # 0 est fixé.

a) Montrer que ce systeme admet en ;¢ = 0 une bifurcation de Hopf.

b) Passer en coordonnées polaires et étudier le systtme en p = r? = 22 + y? qu’on
en déduit dans R, . Réinterpréter les solutions stationnaires et leur stabilité dans le
plan pour vérifier qu’on obtient :

— pour i < —1/4, une seule solution stationnaire, stable, 1’origine ;

— pour —1/4 < p < 0, coexistence d’une solution stationnaire stable (0) et d’un
cycle limite stable, dont les bassins d’attraction sont séparés par un autre cycle
limite, qui est instable ;

— pour p > 0, coexistence d’une solution stationnaire instable (0) et d’un cycle
limite stable.

¢) Tracer un diagramme de bifurcation dans le plan (u, p) pour représenter tous les
points stationnaires (u, poo(1t)). Pourquoi la bifurcation de Hopf en p = 0 est-elle
sous-critique ?

(Un cas proche du précédent, avec des calculs explicites)

dx 1
On donne le systeme différentiel dans R 2 :
d 1
_d?; = x+y(a¢2+y2—§)(1—x2—y2)

a/ Montrer que ce systeme équivaut en coordonnées polaires au systeme

dr 5 1 5 do
r(r )( %), o



oo 1 .
Que se passe-t-il siTg = 0, 1 ou E ? On supposera ces cas exclus dans la suite.

d
b/ En posant y = 72, et avec iy = d_?; montrer que ce systeme se transforme en

/

Y

y(y—%>ﬂ—y)

En utilisant la décomposition en éléments simples
1 T Ty Ty
y(y——)O—y) ¥y=3

(-3)
. _
a 2) = ¢!, avec \ = bo(L 1y0)2,
yl =y
(?/0—§>

=20 =1

montrer que cette équation s’integre en A

1 1 1
¢/ Montrer que: (1) si 0 < yg < 5 alors Vt, 0 < y < 5; (ij) si 3 < Yo < 1,

1
alors Vt, 3 <y < 1; (i) si yo > 1, alors V¢, y > 1 (on pourra utiliser la relation

1
Yy =2y ly— 5) (1 — y) pour étudier, dans chacun de ces cas, les variations de y

etde 1 —y).

d/ En déduire dans tous les cas I’expression en coordonnées polaires du flot et
étudier le comportement a 1’infini des trajectoires (il y a un point fixe stable, un
cycle limite instable et un cycle limite stable : faire un dessin illustrant ces résultats).

. Une machine 2 produire des cycles limites. On donne le systéme de R? :

dr B 1 o\ /3 9 9
il ar(4 7")(4 ) (1 —71%)
do

R |

dt

exprimé en coordonnées polaires, ol a est un réel quelconque.
a) Passer en coordonnées cartésiennes et montrer que ce systetme admet en a = 0
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une bifurcation de Hopf a I’origine.

b) Revenir en coordonnées polaires et (par exemple en posant p = r? = 2% +
y?) montrer que dans le cas @ > 0 il y a deux cycles limites stables, qui sont
des cercles, et déterminer leurs bassins d’attraction (les chercher sous forme de
couronnes circulaires ; pour le cycle limite p = 1, par exemple, on pourra utiliser
V(p) = (p — 1)? comme fonction de Lyapounov dans R). Faire un dessin.

¢) Montrer de méme dans le cas a < 0 I’existence d’un point fixe stable, 1’origine,
et d’un seul cycle limite stable. Bassins d’attraction ? Faire un dessin.

d) La bifurcation de Hopf pour @ = 0 a I’origine est-elle sur- ou sous-critique ?

e) Comment en coordonnées cartésiennes aurait-on pu procéder pour appliquer le
théoreme de Poincaré-Bendixson pour obtenir I’existence, et 1’unicité pour une
région restreinte donnée, des cycles limites ? Esquisser les calculs pour le cas a < 0

1
dans la région 1 <z’ 4+ y2 <1.

. Laptev et Nikulin (A mathematical model of the proliferative activity of epidermis
in normal and psoriatic skin. Biophysics, Vol. 48, pp. 76-81, 2003) ont proposé le

dv xy

@ - YT T Ry
modele suivant pour la croissance de la peau :

W by — 7yt —

dt 1+ Ky

ou z représente la densité en cellules proliférantes et y la densité en cellules quiescentes
(= en phase () dans les couches basales de 1’épiderme.

Le terme —axz est un facteur d’autorégulation naturelle de la prolifération. Les

T .
termes en H——yK correspondent dans le cas présent respectivement (pour z’) au
Y

taux de prolifération des cellules basales et (pour /) au lent déplacement des cellules
des couches basales non proliférantes vers les couches superficielles de 1’épi-derme
(stratum granulosum, stratum corneum) de la méme quantité de cellules, de facon a
maintenir ’homéostasie tissulaire de ces mémes couches basales. Le terme d’accroissement
by — ~yy* en y représente une croissance, non par division cellulaire, mais -un
peu artificiellement ici, car il n’y a pas de bilan de nombre de cellules dans ces
équations- le maintien d’une tendance intrinseque a la croissance pour maintenir
une épaisseur suffisante de la peau, avec un terme de contrOle quadratique pour
éviter un €paississement excessif. On peut contester cette représentation, mais les
auteurs nous disent que les sorties graphiques de ce modele sont en accord avec
leurs observations cliniques de la prolifération de I’épiderme, normal, ou pathologique
dans le cas du psoriasis.

Tous les parametres sont supposé€s strictement positifs. On fixera les parametres
suivants: a = 2/3,b = 1/4 et K = 1, vy pouvant prendre toute valeur positive.

1) Donner les points stationnaires (x*, y*) de ce systéme avec les matrices jacobiennes
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J* = Jg+ 4 correspondantes. Calculer dans chaque cas det J*, tr J* et A* =
(tr J*)? — 4 det J*.

2) Montrer que I’ origine est toujours instable. Comment interpréter ce résultat physiologiquement ?
3) Montrer I’existence d’un point stationnaire a prolifération nulle, toujours stable

s1y > 3’ toujours instable sinon. Quelle est la nature de ce point stationnaire dans

chacun de ces cas? Et que penser de la réalité physiologique de ce cas 7 > 3 ?

4) Montrer I’existence d’un troisiéme point stationnaire pour lequel la prolifération
1

peut étre non nulle. Etudier sa stabilité et montrer qu’il existe en v = 20 une

transition entre stabilité et instabilité qui est une bifurcation de Hopf. En déduire

I’existence d’oscillations soutenues pour 7y voisin de 20 par valeurs inférieures.

5) Résumer le comportement asymptotique de ce systeme en fonction de 7.

. Schnackenberg a considéré en 1979 le systeme de réactions chimiques suivant :

A= X B —-Y 2X +Y — 3X, avec les taux de réaction associés ki et k_1, ko et
ks, respectivement. On suppose que les concentrations des produits sources A et B
sont en tres large exces par rapport a celles des réactants X et Y respectivement, si

d|A] d[B
bien qu’on peut faire I’hypothese que % = Q =0.
a) Expliquer pourquoi la cinétique de la réaction s’€écrit alors :
d| X
B bl = k) + kXY
dYy
PV~ ol - kalxPy]

Dédimensionnaliser ce systeme (i.e., proposer de nouvelles variables x=u[X], y=
v[Y], T=wt, ot u, v, w sont des constantes a déterminer) pour le transformer, avec
a et b constantes, en :

b + ?
— = a—z+<x
dr y
dy

_ = b— 2

dr vy

Montrer que le flot de ce systeme admet une région de confinement de la forme
x>a,0<y<kx+y<a-+b+ mpour ses trajectoires dans le plan (z,y), les
parametres k et m étant a déterminer en fonction des constantes a et b.

b) Etudier les points stationnaires du systéme et leur stabilité en fonction des paramétres
a et b. Vérifier qu’il existe une partition par la cubique (a + b)®> +a — b = 0 du
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20.

[quart de] plan de parametres (a, b) en deux régions, 1’une, illimitée, dans laquelle
le systtme de parametres (a,b) admet un point stationnaire stable unique dans
le plan (z,y), Iautre, intérieur d’une lunule compacte pour laquelle le systeme
correspondant n’a pas de point stationnaire stable dans le plan (z, y), mais un cycle
limite stable (pour ce dernier point, utiliser le théoreme de Poincaré-Bendixson, en
remarquant qu’autour d’un point stationnaire instable il y a toujours un petit disque
dans lequel toutes les trajectoires sont sortantes).

¢) Montrer qu’en tout point (a, b) sur la cubique, il y a pour le sysyéme dynamique
en (x,y) correspondant une bifurcation de Hopf (vérifier que lorsque la trace de
la jacobienne s’annule, elle change de signe, et que le discriminant A = (trJ)? —
4 det J est alors négatif).

d) Représenter graphiquement cette cubique dans le plan de paramétres (a,b) en
utilisant le changement de variables X = a4 b,Y = a — b, et la partition du [quart
de] plan de parameétres (a, b) en zones de stabilité.

Une étude numérique du modele de Goodwin. Le modele de Goodwin (voir chap. 5)
, systeme dynamique a solutions périodiques représentant la boucle de rétrocontrole
transcription (ADN — ARN,,) / traduction (ARN,,, — protéine) / inhibition de la
transcription par le produit de la traduction, peut s’écrire ainsi :

( dx B 1
dt 1+ 29
dy
= = —0.1
0 r — 0.1y
dz

avec a > 0; x,y, 2, représentant des concentrations en molécules biologiques, sont
positives ou nulles.

On constate sur des simulations informatiques que pour une plage étendue de valeurs
du parametre a autour de la valeur 0.1, ce systeme présente un cycle limite stable.
On se propose d’en démontrer 1’existence, et de préciser cette plage de valeurs de
a, a I’aide du théoréme de Hopf.

a) Montrer que quel que soit a > 0, le systtme présente un point stationnaire et

1
un seul, défini par: (x,y,z) = (0.01¢,0.1¢, () avec o = 0.01a(. Calculer la

matrice jacobienne du systeme.

b) On cherche a présent pour quelles valeurs de (a, ((a)), ((a) étant solution implicite
de I’équation en 2 : az'® + az — 100 = 0, le polyndme caractéristique de la matrice
jacobienne du systeme en (0.01¢, 0.1¢, ¢) admet des zéros de la forme +-iw. Montrer

3v/5¢
qu’on doit avoir pour cela: a 4+ 0.1 = m

1+ ¢%a)’
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2.6

c¢) En éliminant a entre les équations en a et ¢ trouvées aux questions précédentes,
montrer que ¢ est un zéro réel positif du polyndme en 2 : 210 — 30v/52° + 2 + 1000.
d) Numériquement, on trouve pour ( deux valeurs possibles: (; ~ 1.863036, d’ou
a; ~ 0.1977809, et (, ~ 2.1375503, d’ou ay ~ 0.0501615. Il y a donc a priori deux
bifurcations de Hopf possibles, pour a =a; et pour a = as. Que reste-t-il a faire pour
pouvoir conclure a I’existence d’une bifurcation de Hopf en chacune de ces deux
valeurs du parametre a ?

e) Utilisant I’expression du polyndme caractéristique en fonction de a et ( et les
fonctions symétriques oy, 09, 03 des racines p(a) £ iw(a) (avec u(a;) = 0 pour
i = 1,2) et v(a) (ou v est le zéro réel) du polyndme caractéristique, montrer que
I’égalité d—Z(ai) = 0 (pour ¢ = 1, 2) est impossible. Conclure.

f) On peut vérifier numériquement (il est clair que cette étude complete de stabilité
resterait a faire) que toute valeur de a située hors de ’intervalle [a, a;] donne lieu
a convergence vers le point stationnaire stable (0.01¢((a),0.1((a),((a)) et toute

valeur de a dans cet intervalle a un cycle limite stable. Donner les valeurs extrémes
de la période de parcours de ces cycles limites.
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Chapitre 3

Dynamique des populations

3.1 Modeles EDO les plus simples, a une variable, pour
la croissance des populations, notamment cellulaires

N . . N C X .
— Modele exponentiel. Le plus simple, le modele linéaire: — = kuz, croissance

explosive pour £ > 0, décroissance exponentielle si £ > 0; le modele affine

x : :
convergent: — = k(r, — x): convergence vers I.., en croissant si z(0) <

Too (modele de Von Bertalanffy), en décroissant sinon (intégrer et représenter les
trajectoires solutions).

— Modele logistique. Pour rendre compte d’une limitation de la croissance par le
milieu environnant (contraintes biomécaniques, métabolisme), limitation active lorsque
la taille de la population dépasse un certain seuil, on peut ajouter un terme en
—2?% au terme linéaire du modele exponentiel (c’est ce qu’a fait Verhulst en 1838).

) . . . dz x
On obtient ainsi le modéle logistique continu : i kx (1 —— ), k>0,25>
Lo

d
0, 2(0)>0, qui a 2 points d’équilibre : 0, instable, puisque au voisinage de 0, Sy

dt
dx

kx, et x.., stable, puisque de méme au voisinage de ., 7 ~ —k(x—x4 )(intégrer

et représenter les trajectoires).

d
— Modele de Gompertz. Si on substitue dans 1’équation d—f = kx (k > 0) a k la valeur

k1n 22 | on obtient le modéle de Gompertz : o l{;xlnmﬁ, xo > 0, qui produit

T T
comme le modele logistique une croissance sigmoide (“‘S-shaped”) : exponentielle
convexe pour z voisin de sa valeur initiale, mais convergeant de maniere concave
(par en-dessous) vers une valeur plateau x.,. Ce modele est encore populaire chez

30



3.2

les radiologues qui se sont intéressés aux lois empiriques de croissance tumorale
(intégrer et représenter les trajectoires).

Modeles “ad hoc” a 2 ou 3 états (Rocchetti). Signalons encore un modele purement
phénoménologique, qui vise a coller a des courbes de croissance tumorale, ou
on observe souvent chez les souris une phase de croissance exponentielle suivie

d’une phase de croissance linéaire du volume tumoral : i kx, puis i D
(pente positive constante). On a proposé comme explication a ce comportement la

survenue d’un “switch angiogénique”. Une équipe italienne a proposé d’unifier ces

k
deux phases dans un modele tel que: & ‘ avec ¢ grand,

1 b
1+ (-2
p

p.ex. ©» = 20, ce qui donne le comportement attendu, et de maniere lisse. On peut
suivre cette méme idée pour rendre compte de comportements de type gompertzien,
puis linéaire (ce qui se voit aussi dans la croissance tumorale chez les souris :
croissance exponentielle, puis sigmoide bornée avec une pente tendant vers zéro,

puis -switch angiogénique ?- reprise de la croissance avec une pente positive constante) :

1/

dx k Too\ Y . .
—=p|l1+|—2xln— (représenter les trajectoires).
dt P x

Des modeles EDO plus élaborés, avec ou sans controle

Lotka-Volterra (Lotka 1920 pour un modele de réaction chimique, Volterra 1926
pour un modele de pécherie). Le plus simple de ces modeles dits “prédateurs-
proies” de 2 populations en interaction peut s’écrire apres dédimensionnalisation,
i.e., en changeant de variables: * = uX,y = vY,7 = wt, u,v,w,p étant a
exprimer en fonction des coefficients, tous positifs, a, b, ¢, d du systeme général
X =aX —bXY,Y = —cY +dXY:

dx

= — 1 —

e (1 —y)
dy

A -1
- = mylz—1)

Ici, x représente une population de proies qui croit naturellement (en 1’absence
de prédateurs) exponentiellement et y une population de prédateurs qui décroit
naturellement (en 1’absence de proies) exponentiellement. Les rencontres proies-
prédateurs (une pour un) sont décrites par les termes bilinéaires en xy, avec des
conséquences positives pour la prolifération des prédateurs, négatives pour celle
des proies.
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On pourra vérifier que (0,0) et (1, 1) sont les seuls points stationnaires (exercice :
les caractériser) et que par élimination du tempsle systeme se présente comme
une équation a variables séparables. On obtient (par intégration numérique) une
famille continue de trajectoires périodiques (qui ne sont pas des cycles limites) dont
I’amplitude dépend des conditions initiales. Ce qui signifie que les deux populations,
de prédateurs comme de proies, présentent des oscillations périodiques d’amplitude
dépendant (comme dans le cas des systemes linéaires) des conditions initialles. De
telles oscillations ont été observées par exemple dans le relevé des populations de
lynx et de lievres au Canada (de 1845 a 1935, les observables étant le nombre de
peaux vendues par la Compagnie de la Baie d’Hudson, voir Murray ou Edelstein-
Keshet).

Ce modele prédateur-proie est trop simple [en particulier, il n’est pas structurellement
stable car il présente un centre comme point d’équilibre : les valeurs propres de
de la jacobienne en son point d’équilibre non trivial sont imaginaires pures et la
nullité de leur partie réelle n’a aucune raison d’étre conservée en cas de perturbation
des parametres] et doit étre raffiné pour pouvoir présenter des comportements plus
réalistes. De nombreuses versions modifiées du systeme de Lotka-Volterra existent.
On peut en particulier limiter la croissance des proies par un terme logistique en
z(1— Azx),ie.:

dx

= — 1 — \r —
o z(l— Az —y)
dy

_ = — 1

= py(r —1)

ce qui conduit a I’existence d’un point stationnaire (1, 1—\) toujours stable (exercice).
Mais il y a d’autres versions plus élaborées de ce modele, certaines pouvant présenter
des cycles limites. Un exemple en est le systeme :

dv |y W
a T\ atd

G

avec le choix de parametres a = 1,b = 0.05, d = 0.2 (vérifier numériquement).

— Modele de compétition entre deux especes de Lotka-Volterra.

Dans ce modele tres classique, il y a croissance logistique pour les deux especes
séparément, mais aussi des interactions négatives entre especes a chaque rencontre,
pouvant représenter une compétition pour I’espace ou pour les nutriments :

dX
ay
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Exercice : simuler ce systéme dans lecas: & = z(3 — 2 —2y), y =y(2 —x — y).

Caractériser ses points stationnaires et esquisser son portrait de phase, i.e., donner
I’allure des trajoires dans le plan (z, y). On trouvera deux points fixes instables, dont
I’origine, nceud instable, et (1, 1), point-selle, et deux stables, chacun correspondant
a I’extinction d’une des deux especes, 1’autre convergeant vers sa valeur d’équilibre
individuelle (a/b = 3 pour X, d/e = 2 pour Y).

— Modeles d’évolution de maladies infectieuses. Le modele SIR de Kermack-McKendrick
(1927) décrit I’évolution d’une épidémie dans une population divisée en 3 catégories :
S, sensible, I, infectée, et R, résistante. Le systéme, tres simple, s’écrit :

s

2 3]
dt LS
dl

& = IS —vI
0 BIS —v
dR

bk

dt v

3.D

...systeme SIR qu’on peut modifier en SIRS si on suppose que les résistants ne le
sont que temporairement et peuvent (re)devenir sensibles a I’agent infectieux :

dS

bt )

o BIS +~R
dl

— = (BIS—vI
7 GIS —v
dR

bl S

o v YR

(3.2)

Le nombre total d’individus dans la population, N = S + I + R, est constant,
puisque T 0, et puisque R = N — I — S, les trajectoires du systeéme dans le

plan (.S, I') décrivent tout le systeme. On pourra vérifier d’abord que si N < v/f3,
il y a un seul point stationnaire, (S* = N, I* = 0), qui est stable : I’épidémie ne
se propage pas. Mais si N > v/f3, alors ce point stationnaire (IV,0) est instable

. . . . v v )
et un autre point stationnaire existe: | S* = —, [* = v (N — —) ) , et 1l est
. . . B vty g .
toujours stable (exercice: le vérifier): I’épidémie se propage dans la population.

On appelle — le taux de contact de I’infection, et —/V est le nombre moyen de cas
v

v
nouveaux lorsqu’un agent de la maladie est introduit dans une population constituée
initialement uniquement de sujets sensibles. 1 suffit donc que ce nombre soit supérieur
a 1 pour que I’infection se propage, dans le cadre d’'un modele SIRS. Noter que si
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v = 0, 1.e. si les sujets ayant contracté la maladie mais en ayant guéri ne peuvent
rechuter (immunité acquise définitive, cas du modele SIR initial, alors ce calcul ne
tient plus car il y a alors une infinité de points stationnaires: (S*, [* = 0) qui ne
sont pas hyperboliques.

Gyllenberg-Webb 1989. Justification de la croissance d’allure gompertzienne avec
deux types de populations cellulaires : proliférante (en nombre P) et quiescente (en
nombre ()), avec P + () = N (nombre total de cellules). Dans la formulation ci-
dessous, on a choisi une version particuliere des fonctions de transition entre ces

N7
deux sous-populations (fonctions de Hill) : ro(N) = m, fonction croissante
représentant le taux d’inactivation des cellules proliférantes (par fuite vers la quiescence)
L5

etr;(N) = ﬁ, fonction décroissante représentant le taux de recrutement des
cellules quiescentes dans le compartiment proliférant. Le modele s’écrit :

dP

o (Bp = pp — 1o(N)) P + 1r;(N)Q

dQ

= (NP = (r(N) + 1)@

ou ( est un taux de naissance et les 1 sont des taux de mort dans chacune des deux
sous-populations. On pourra représenter les trajectoires avec le choix de parametres :
Bp =1,up =05, =0 puis 0.0, =1,8=0.0001,y =0 =1,K = L =
1000.

JC 2003. Modele pharmacocinétique-pharmacodynamique macroscopique de I’action
d’un médicament simultanément sur deux populations de cellules disjointes : -une
population de cellules saines (muqueuse jéjunale, ou les cellules matures A sont
dans un équilibre physiologique entre élimination des cellules altérées dans la lumicre
intestinale et renouvellement par des cellules jeunes en provenance des cryptes, de
flux instantané 7, équilibre physiologique représenté par un oscillateur harmonique
amorti (A, 7))

dA

— = 7214

az

= {—a— (O} Z-BA+q

(On pourra vérifier que la donnée des valeurs stationnaires pour A., pour A (population
des villosités) et Z., pour Z (flux de renouvellement), la période des oscillations
amorties en cas d’écart aux valeurs d’équilibre, et le coefficient d’amortissement
des oscillations sur une période déterminent entierement cet oscillateur.)

-et une population de cellules tumorales suivant une croissance gompertzienne :

dB

—r = —aB.In(B/Buw) — g(D).B
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ol on suppose une action du médicament suivant une fonction de Hill modulée par
une horloge physiologique de période 7 = 24h:

t_gps C’YS
= F.<1 2 .
R N G e

_ t—or Dor
g(D) = H.{l—i—cos(ZW 7 )}'D%:g(ﬁ—D“/T

Ici les concentrations tissulaires C' et D en médicament sont données par un modele
pharmacocinétique linéaire, avec pour entrée un débit ¢ — i(t) de perfusion du
médicament dans le compartiment sanguin :

4P i(t)
@ p

dt +Vdi
dC

&~ O+ &P
7 pC +&c
dD

E = —VD‘i‘éDP

On pourra représenter les trajectoires avec le choix des parametres: Z., = 16500,
Ay = 105 a = 0.0153, 8 = 0.002, v = A + aAy, = 2213.8, a = 0.015,
Bpaz = 5.3105, F = 0.5, pg = 10, Cs50 = 10, 7 = 1, H = 2, pp = 21,
Drso =10,y =1, A =6, Vg = 10, p = 0.015, e = 1, &p = 1, et t — i(t) est
une loi de débit de perfusion a optimiser (en clinique chronothérapeutique, elle est
de forme sinusoidale sur 12 heures alternant avec 12 heures a zéro).

3.3 Modeles EDP avec structuration en age

Cette partie s’ appuie en grande partie sur le livre de B. Perthame : “Transport equations
in biology”, Springer 2006 et sur des articles récents.
— Complément : méthode des caractéristiques pour les EDP linéaires.
Soit une EDP linéaire structurée en temps ¢ et age x :

on on
f(x,t)a—x + g(:c,t)g + k(z,t)n =10

avec la condition initiale n(z,0) = no(x), ot n(t,z) est par exemple un nombre
(ou une densité) de cellules d’age x a I’instant ¢. La méthode des caractéristiques,
application du théoreme de dérivation des fonctions composées, consiste a transformer
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, . on on on dx

laEl?iltD en EDO en ecrgant f(z, t)% + g(z, t)a + k(z,t)n = 0 comme 1 ds +
n n

I ds + k(z,t).n = e + k(s).n = 0.

Il faut pour cela déterminer une nouvelle variable structurante s et exprimer alors

. . .. dz
x = z(s) et t = t(s) comme solutions des équations caractéristiques = f(z,t)
s

t
et rr g(x,t). Les courbes intégrales de ces équations (z = x(s),t = t(s)) sont
s

appelées les caractéristiques de ’EDP initiale. Il reste alors a intégrer 1’équation

d
d_n + k(s).n = 0 qui, le long de ces caractéristiques, n’est plus qu’une EDO.
s

Application a I’équation intégrale de Volterra :

Un cas particulier d’EDP linéaire est: f(x,t) = 1,¢9(x,t) = 1 et k(x,t) = k(x).
Les caractéristiques de cette équation sont t — s = C'te, v — s = Cte’ (i.e., les
caractéristiques sont les droites de pente 1: x — ¢t = C'te), de sorte qu’en posant

K(z) = / k(y) dy, I’équation initiale s’écrit :
0

— [X@n(t,z)] —l—% [eXEn(t,z)] = 0.

C . .d L
Comme ceci s’écrit Ts [eK @n(t, 93)} = 0, la quantité entre crochets est constante
s

le long des caractéristiques t — s = C'te,x — s = Cte’,etona,sixz > s,t > s:
Vs > 0,50 In(t — 5,2 — s) = K@n(t, )

Faisant s = z, on obtient, si z < t: eX@n(t,z) = b(t— x) en posant b(t) = n(t,0).
Faisant s = ¢, on obtient, si x > t: eX@n(t ) = K@%z — t), en posant
n(z) = n(0, ).

s oo OnOn . iy .
Si a I’équation initiale — + — + k(z).n = 0 on ajoute les conditions aux limites

Jx Ot
b(t) = n(t,z = 0) = Q/k(y)n(t,y) dy (condition au bord du domaine en

dge x, qui exprime le renouvellement par division cellulaire) et n(t = 0,x) =
n°(x) (condition initiale), on obtient I’équation de renouvellement pour le cycle de
division cellulaire (modele a une phase), variante d’une forme plus générale :

on On

a—x—i-a‘i‘d( x)n O,n(t:O,x):no(x),n(t,x:()):/o OOB(y>n(t’y> dy

ou d et B sont des taux de naissance et de mort qui ne dépendent que de 1’age .
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En utilisant le résultat de I’intégration le long des caractéristiques, avec successivement
s = x et s = t, on obtient donc dans le cas particulier d = k, B = 2k (ou seules
disparaissent les cellules qui se divisent), si b(t) = n(t,z = 0):

b(t) = 2/ k(y)e KWb(t — y) dy + 2/ k(y)e  KWOTE@=n0(y — 1) dy
{y<t} {y=t}
ce qui s’écrit encore, avec b°(t) = 2 / k(y)e  KOTEW=p0(y _ ) dy, et compte

tenu du fait que Supp(b) = [0, +00[:

b(t) =2 / k(y)e KWt —y) dy + b°(t)

équation intégrale de renouvellement pour le cycle de division cellulaire, qui est
une équation dite de Volterra de deuxieme espece, et qui se résout comme une
EDO par le théoreme du point fixe et la méthode des approximations successives
de Picard, ou bien encore par transformation de Laplace, comme y invite le produit
de convolution du second membre (il y a toute une littérature sur ce sujet, voir
p. ex. le livre de R. Bellman et K.L.. Cooke : “Differential-Difference Equations”,
Academic Press, 1963).

— Modeéle de Von Foerster-McKendrick a une phase.

On part de I’équation de renouvellement :

on  On
a—xﬁ—aﬁ—d(aj)n =0
n(t=0,r) = n(x)
)

+o00
- / B)n(t,y) dy

n(t,x =0

On supposera toujours que les taux de naissance B et d sont des fonctions bornées

de I’age, avec 1 < | B(zx) dx < +o00. Sous ces hypotheses, on peut rechercher

alors une solution de la forme n(t, z) = ¢ N (z). En supposant pour simplifier que
d = 0 (si ce n’était pas le cas, on s’y ramenerait comme plus haut en introduisant
une multiplication de 1’équation sans second membre par elo d(uw)dwy "1 équation de
renouvellement stationnaire , i.e., le temps ne jouant plus aucun rdle, s’écrit alors :

( ((;—];[+)\N(37) =0
N(0) = / B)N(y) dy
/N(y) dy = 1
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en supposant z > 0, N > 0.

A ce probléme stationnaire, qui consiste a chercher les valeurs propres et les vecteurs

propres de 1’opérateur 7 ou encore, si L, = 0, + A, a résoudre 1’équation
x

LN = 0, on peut associer le probleme dual, i.e., chercher dans le dual de I’espace
de Banach contenant N les solutions ¢ telles que VN, Vi, (LN, @) = (N, L\ ¢),

ou L est donc I’opérateur dual de £ (pour la dualité / N(z)p(z) de = (N, p)).

On supposera toujours dans la suite réalisée la condition de normalisation

/ N(z)p(z) d = 1.

La dualité s’écrit :
VN, Vo, /(OxNgo + AN@)dr = /Nﬁi\gpdz,

soit :
[Np] 5™ — /N(axgo — A\p)dx = /Nﬁf\gpdx, soit encore, puisque N (+o00) = 0,

toute cellule étant mortelle :

/N 0 — Ap) dx—/NL'A@dx.
Mais N(0) = / (x)N(z) dz, et donc

| = —0, + A — B(z)d.

On peut montrer alors, sous des hypotheses de croissance ( / B(z) dz > 1) et

de compacité (en bornant I’intervalle en age sur lequel on integre), et a I’aide du
théoréme de Krein-Rutman, I’existence d’un unique triplet (A > 0, N > 0,¢ > 0)
solution simultanément du probléme et du probléme dual. Equivalent en dimension
infinie du théoreme de Perron-Frobenius pour les matrices a coefficients positifs,
le théoreme de Krein-Rutman (voir p.ex. R. Dautray et J.-L. lions : “Mathematical
Analysis and Numerical Methods for Science and Technology”, vol. 3, ch. VIII:
Spectral Theory) assure 1’existence, pour un opérateur positif compact sur un espace
de Banach réel, d’une unique valeur propre simple strictement positive (appelée
souvent par analogie avec le cas de la dimension finie valeur propre de Perron), qui
est le rayon spectral de I’opérateur, et d’un unique vecteur propre associé positif
-en un sens a préciser- de norme 1 ; de plus, toute autre valeur propre est en module
strictement inférieure a cette valeur propre de Perron.
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Donc: (A > 0,N > 0,¢ > 0) t.q.

[ ON N = 0
ox
N(0) = /B@mmn@
/N(y)dy = 1
et 5
—Setdp = Bl)p(0)

En revenant alors au probléeme initial :

on n on 0
ot Ox
nto=0) = [ Bnlty) dy
n(t=0,z) = n’x)
et en posant n(t,z) = eMn(t,x), ot A > 0 est I'unique valeur propre solution du

probleme stationnaire, on peut alors écrire le probleme sous la forme normalisée
(i.e., n étant la forme de n corrigée de son facteur asymptotique en temps grand par

la multiplication par le facteur e ") :
on  on
a2 =
BT + O + An 0
ito=0) = [ Blitt.y) dy
nt=0,z) = n’x)

On peut montrer alors que pourvu que la condition initiale n° satisfasse a une

inégalité [n°(z)| < Cy.N(z), alors il existe une unique solution 7 du probléme

normalisé telle que |n(t, z)| < Cy.N(z) et/]ﬁ(t,x)|cp(x) dx < +o0. De plus

(comportement asymptotique des solutions), si p = / n°(z)p(x)dz, alors

lim / |n(t,x) — pN(z)| p(x) de =0,
t——+o00

et ’intégrale tend méme vers 0 en décroissant. Ce résultat signifie que la solution
n(t,x) ~ pe N (x) pour la mesure ¢ dx asymptotiquement, i.e., en temps grand.
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— Modele de Von Foerster-McKendrick a plusieurs phases.

Pour représenter le cycle cellulaire et ses différentes phases, au moins celles qui
sont bien séparées par des points de contrdle : Gy, S — G2 et M, il faut construire
un modele de McKendrick-Von Foerster pour chaque phase, le passage de chacune
a la suivante étant contr6lé par des fonctions de transition de phase K;_.;,1(¢,x), a
priori dépendant et de I’age dans la phase 7 et du temps, et la boucle fermée avec
doublement du nombre de cellules lors du passage de M en (1. On suppose aussi
la présence d’un taux de mort d;(¢, x) dans chaque phase i. Ce qui donne :

(

0 0

nz(tv Tr = 0) = / Ki—l—»i(t7 y) ni—l(tv y) dya 2 S { S I7
y=>0

ni(t,r =0) = 2/ K (t,y) ni(t,y) dy.
y=>0

\
ou K;;11(t,z) >0, d;(t, ) > 0 sont bornées et telles que :

si OIgl’ltiSIlT Ki—>i+1(t> .I‘) .= ki—»i-‘,—l (ZE), et org?g}%“[dl -+ Ki—>i+1] L= ,ul({[‘), alors

I e .
H/ keiipn (y)e Jors@dugy 5 1 /9 ceci afin d’assurer la croissance stricte de
=10

la population cellulaire totale.

On supposera aussi que les taux de mort d;(¢, ) et de transition K; .;,1(¢,x) sont
soit constants, soit périodiques en temps. Comme dans le modele a une phase, on
peut montrer alors I’existence d’un unique A > 0, le méme pour toutes les phases
i,1 < i < I, et ’existence et 1"unicité pour chaque phase ¢, d’un triplet (A, N;, ¢;),
chacun étant solution pour la phase ¢ du probleme

(0 0
ot ox
Ni(t,z =0) = / Ki1i(t,y) Nia(ty) dy, 2<i<I,
y=>0
Nl(t,l’ = O) = 2 Klﬂl(tvy) Nl(t7y) dy
\ y>0

et du probleme dual (en ¢;), avec les relations de normalisation

Z/Ni(t,x) dr =1, Z/Nz‘(t7$)§0i(t,x) dr = 1.
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N
En posant p = Z/nz(t =0,2)p;(t =0,x)dx, on a alors :
=1

>

De plus, si les d;(t, z) et les K;_;11(t, z) sont constants en temps, les (A, N;, ¢;)
(1 <i < I) constituant comme dans le modeéle a une seule phase le (2 x I +1)-uplet
solution pour I’ensemble des phases 1 < ¢ < I du probleme stationnaire déduit du
précédent et de son probleme dual, alors comme dans le cas d’une seule phase,
on a, toujours avec le méme A et le méme p, pour chaque phase i (1 < ¢ < I):
ni(t, ) ~ peN;(z) pour t — +oo0, i.e., les n;(t, ) sont asymptotiquement (i.e.,
en temps grand) proportionnels aux e N;(z), dans le sens ou

>/

Enfin, dans le cas ou les d;(¢, x) ou les K; ;. 1(t, x) sont T-périodiques en temps,
alors on montre que le méme résultat est vrai, avec cette fois des fonctions N;(¢, )
qui ne sont plus indépendantes du temps, mais elles aussi 7-périodiques en temps :
dans chaque phase 7, la solution est, pour chaque age = dans la phase, en temps
grand une exponentielle modulée par une fonction périodique du temps.

ni(t, z)e ™ — pNi(t, 2)|ps(t, 2)dx — 0 lorsque ¢t — oo,

ni(t, z)e ™ — pN;(x)|pi(x)dx — 0 lorsque ¢ — oo.

— Modeles a une phase proliférante et une phase quiescente.

On avait déja rencontré un tel modele dans le cadre des EDO : le modele de Gyllenberg
et Webb 1989. On considere aussi dans ce modele d’évolution structuré en age
deux sous-populations, 1’une constituée de cellules dans le cycle de division, i.e.,
en prolifération (p), et I’autre de cellules qui vieillissent, mais ne se divisent pas, i.e.,
quiescentes (q), avec des échanges entre ces deux phases. Le systeme peut s’écrire :

%(t, x)+ g—i(t, x) + [B(x) + d(x) + s(x)|p(t,z) = r(t,x)q(t, )
2 (t,2) + 56+ rltadalt ) = s@plt, o)
pto=0) = 2 [ Bty dy
q(t,z=0) = 0
pt=0,2) = ()
k dt=02) = ()

Ici, il y a un taux de naissance (par division cellulaire) et un taux de mort dans la
phase proliférante, taux qui ne dépendent que de 1’age, un taux de recrutement r de
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la phase quiescente vers la phase et un taux de sortie s de la phase proliférante vers
la phase quiescente. Ce systeme d’équations est linéaire, donc tel quel condamné a
croitre ou a s’éteindre exponentiellement, mais ce ne sera plus le cas si les fonctions
de recrutement et de sortie viennent a ne dépendre des populations p et q, par

exemple si le recrutement dépend du nombre total de cellules N = p + ¢ de fagon

L o107 4+ as N7 .

décroissante : r(t,x) = T2 avec 0 < ay < «a@i. On pourra alors si
) 07 + N7 _ _

as = ( obtenir un comportement homéostatique (convergence asymptotique vers

un équilibre : tissu sain, a prolifération controlée) pour les deux sous-populations,
mais toujours croissant exponentiel si vy > 0 (tissu tumoral).

Modeles a retard pour I’hématopoiese

Un modele simplifé avec prolifération et quiescence donnant lieu a un systéme
différentiel a retard

On considere le modele de populations quiescentes proliférantes structuré en age et
temps suivant :

O p(t, ) + -plt,2) + [K (@) + 1 (O]p(t, ) = 0

ot ox
0 0
a(t,@) + 5-q(t,2) + [B(E) + d(B)]a(t,x) = 0
Ou I’on impose les conditions initiales:
( p(0,2) =p°(x),
a(0,2) = (), _
p(t,0) = B(t) | qlt, §)ds,

0

2(£.0) = 2 / " K (©p(t, €)de

Ici, K représente la mitose en fin de phase proliférante, et 3 est un terme de “réintroduction”
de cellules de la phase quiescente en phase proliférante [NB : dans la pratique, 3
o0

\

dépendra de fagon décroissante de Q(t) = q(t, &)d€, population totale des
0
cellules en phase quiescente]. On supposera dans toute la suite les taux de mort

v(t) =, d(t) = I constants. La premiere équation s’écrit alors :

0 @ 0 .
S plt, 2)els KO 4 p(r, el Ko7 < g

On aici une classique équation de transport sans second membre. En intégrant cette
équation le long des (droites) caractéristiques, on obtient :

Vs >0, p(t—s,2 — S)efow—sK(ﬁ)d§+’Y(mfs) = p(t, x)efgf K(£)dé+~yz
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Soit:
Vs >0, p(t — s,z — s) = p(t, x)edo KOdEH1ze=Jg " K©de=y(=s)
p(t — s,z —s) = p(t, x)efz_sK(E)déﬂs
En faisant s = ¢, on obtient, pour z > t:
Pz —t) = p(0,x — t) = p(t, x)els— KOE
Soit:
p(t,z) =p’(z —t)e” L KO poyr t <
De la méme facon en faisant s = z, on obtient :

p(t — 2,0) = p(t, z)elo KOz

En utilisant les conditions aux limites, on peut exprimer p(¢, x) a I’aide de g et 3
p(t,z) = Bt —x)e” o K(g)dé_'”/ q(t — x,&)d¢ pour t > x.
0

On intégre alors 1’équation en la variable ¢ en age x entre 0 et 400 ; en notant
= /5~ q(t, z)dx, on obtient :

T2 4 qlt,00) — q(t,0) + [B(1) + 6(1]Q() = 0

Mais ¢(t, o0) = 0 (pas de cellule immortelle) ; d’autre part, en injectant I’expression
de p(t, z) trouvée plus haut (provenant des conditions aux limites) :

§(t,0) = 2 / K()p(t,€)de
= tK _ e Jo Kwdu—e ~ _ du d
2 / (€)B(t — &)e / At — &, u)du de

+ / K(¢ ~p)e Je Kwdut e
Définissons ici f(z) = K(x)e fo , en imposant pour permettre la division
cellulaire effective la condition K (x ) dxr = +o00. La fonction f est alors une

densité de probabilité et on a K (x . On peut alors réécrire ainsi le

/ e

terme source pour les cellules quiescentes :
q(t,0) = 2/0 ﬁ(t—ﬁ)f(f)e%Q(t—é)d5+2e“/ FOP(€—t)els " Klwduge
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Si on appelle g(t) le second terme, 1’équation sur Q se réécrit encore ainsi :

d
X 1o + a0 _z/m_ (e €Q(t — €)dg = g(1).

C’est une équation différentielle dite “a retard distribué” : le dernier terme du premier
membre est une moyenne pondérée de tous les termes retardés Q(t — &) pour £ entre

0 et ¢. Pour obtenir une équation différentielle a retard classique (=discret), il faut

remplacer la probabilité de mitose du(§) = f(£)d¢ par une mesure de Dirac .

localisée en 7, ou 7 est la durée de la phase de prolifération (NB : on traite le cas

T < t, d’ou la disparition de g) ; on obtient alors 1’équation a retard discret :

aQ

it + [B(t) +0]Q —28(t —1)e " Q(t — ) =0 pour t > 7

La condition initiale sur [0, 7] est donnée par la solution de 1’équation linéaire :

LB +68]Q = 2e77P0(r — t)els KW

= 27t —t)pour 0 <t <T

T—t
Il y a ici une difficulté: peut-on affirmer que f(z)dx = §, = / K(u)du =0
0

pour 0 < t < 77 La remarque suivante justifie cela: comme

r)=
JRGL
ona,pour 0 <?¢<r7:

T—t B T—t f(u) Y T*tm Y o —
/0 K(u)du—/o ToreaE =, Tl i) =0

Au final on obtient :

aQ |

at + [6(t) +0]Q —2B8(t —T)e”"Q(t —7) = 0 pour ¢t > T,

la condition initiale sur [0, 7] étant donnée par la solution de 1’équation linéaire :

aQ

’ +[B(t) +0]Q =2 7p(r —t) pour 0 < t < 7
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NB : Cette équation a retard est I’équation donnée par M. Mackey dans son article
de mai 1978 dans Blood : “Unified Hypothesis for the Origin of Aplastic Anemia
and Periodic Hematopoiesis” (51(5):941-956)...4a ceci preés que chez lui 5(t) =
B(Q(t)). Il donne aussi I’équation suivante pour la population de cellules proliférantes

P(t) :/0 Oop(t,x) dx:

WP P BQUNQE) + BQUE — 7)) Q) = 0

dt
qu’on peut considérer comme provenant du bilan en cellules totales :
d —T
3P+ Q)+ 9P +0Q = BHQ(t —7))eQ(t —7) =0,

ce qui traduit le fait que, sauf les deux termes de mort dans les phases, seule
contribue a ce bilan la mitose (retardée de la durée 7 du cycle de prolifération)
car le terme 253(t — 7)e " Q(t — 7) dans ’équation a retard (non simplifiée) en @)
provient en fait du terme de mitose ¢(¢,0) = 2 / K(&)p(t,&)de.
0

Si a présent on fait les hypotheses (i) qu’il n’y a pas d’apoptose en phase proliférante
(i.e., v = 0) et (ij) que la population proliférante est quantitativement négligeable
par rapport a la population quiescente (i.e., P << (@), alors on obtient a partir de
ce bilan I’équation a retard simplifiée :

dQ

o +00Q — f(Q(t —7)Q(t —7) =0,
S o o _ Beo"
équation qui est étudiée telle quelle, dans le cas particulier o 3(Q)) = m

notamment dans ’article de Mackey et Glass de 1977 dans Science : “Oscillations
and Chaos in Physiological Control Systems” (197:287-289) ; les parametres donnés
pour les simulations numériques sont ici: §=0.1 jour !, 3y=0.2 jour™!, n=10,

0=1.6x10"cellules/kg. C’est ce modele qui est étudié dans le paragraphe suivant.

Un modele différentiel a retard pour les globules blancs

Pour tenter d’expliquer I’évolution de I’hématopoiese normale vers la pathologie,
notamment dans le cas des leucémies, L. Glass et M. C. Mackey (Science 1977,
voir aussi leur livre de 1988 cité dans la bibliographie de la partie ‘“Rappels et
compléments”) ont proposé 1’équation différentielle suivante, ot la variable x(t)
représente 1’évolution temporelle de la concentration en globules blancs dans le
sang :

dx(t) -
= —yx(t) + Bt — T>9n + [z(t — 7))

=, avecx € Ry
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v, (3, 8 et n sont des constantes réelles strictement positives et 7 désigne un retard
constant dont la valeur dans le cas physiologique est différente de celle admise
dans le cas pathologique, la variation de ce parametre étant ou a 1’origine de la
pathologie ou bien liée a son diagnostic. Par exemple, dans le cas de I’apparition
d’une leucémie, on postule que I’augmentation du retard 7 est a I’origine du changement
qualitatif qui altere 1’évolution de la concentration en globules blancs.

En posant
i) ="
I’équation devient :
O
Cette équation est du type
Y Fw)

avec y,(t) = y(t — 7).
Au voisinage d’un point d’équilibre y*, un développement de Taylor a I’ordre 1
donne le systeme linéarisé€ sous la forme :

d
d—jzAz+BzT
avec of of
z(t)=z2(t—71), z=y—y", A= =| ,etB=
(1) = =t — 1) . ol

En posant z = e, I’étude de la stabilité locale du point d’équilibre = = 0 de
I’équation du systéme linéarisé se ramene alors a trouver les valeurs A qui vérifient
I’équation :

A=A+ Be ™

Si on pose, d’une maniere générale, A\ = pu =+ iw, la stabilité locale du point
d’équilibre sera assurée si = Re(\) < 0 (etil y aura instabilité dés que ’on aura:
i = Me(N) > 0). Pour une équation en dimension 1, cette condition de stabilité est
assurée (d’apres D. Hayes : Roots of the transcendental equation associated with a
certain diference-differential equation. J. London Math. Soc. 25: 226-232, 1950) si
ona:
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Arccos(— 4)

(B2 - A):

Ss!

ou bien : |A| > |B], ou bien : |A| < |BletT <

|

Il ne peut y avoir perte de stabilité locale que si A devient imaginaire pur, i.e.,
lorsque 1, de négatif, devient positif en passant par 0. Si ce franchissement par A

de I’axe imaginaire pur se fait de maniere transverse, i.e., si —'u(O) # 0, ol a est un
parametre de bifurcation, alors on obtient une bifurcation de Hopf. Dans ce cas, on
doit avoir, puisque ¢ = 0 :

iw= A+ Be ™7
soit, en séparant les parties réelles des parties imaginaires :

A = —Bcos(wT) et w= —Bsin(wr)

d’ou

w= (B~ Az
et

Arccos(— %)

(B> - 42):

. < - e .. 2m
On voit alors que dans le cas ou il y a perte de stabilité, la période T' = — est
w
donnée par 1’égalité :

T 2T

N Arccos(— %)

Ceci a pour conséquence que si A et B sont de méme signe, on a:

21 <T < A4r

alors que si A et B sont de signes différents, on trouve :
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Pour ce qui concerne 1’équation :

dy%t) = —y(t) +

By(t — 1)
L+ [yt —1)]"

des valeurs paramétriques intéressantes sont: v = 0.1, 3 = 0.2, n = 10, 7 = 6
dans le cas physiologique, et 7 = 20 dans le cas pathologique.

Comme (3 > v, il existe deux points d’équilibre :

1
Yy =0ety™ = (_5—7)
Y

Le calcul du linéarisé de 1’équation au voisinage de y* = 0 conduit a la résolution
de I’équation :

A= —7y+ Be 7

Or, avec § > ~, on montre que le point y* = 0 est un point d’équilibre toujours
instable des que 7 est assez grand.

De méme, I’étude du linéarisé de I’équation au voisinage de y** conduit a I’équation :

)\:—”y—l—”y[l—l—n(%—l)] e

En regardant les conditions de stabilité, on voit que y** est un point d’équilibre
instable des que n et 7 sont assez grands.

Pour 7 = 6, les deux points d’équilibre sont instables. Si on prend les conditions
initiales : y(t) = 0.1 pour ¢ variant de —7 a zéro, on observe la convergence de la
trajectoire vers une évolution périodique de période égale a 20 jours si I’'unité de
temps ¢ = 1 représente 1 jour. Cette solution périodique est conforme aux données
physiologiques qui indiquent une période comprise entre 12 et 24 jours. Dans le
cas ou 7 = 20, les deux points d’équilibre sont instables et on voit apparaitre un
comportement apériodique qui est en fait un comportement chaotique.
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— Un modeéle plus complexe avec 2 retards pour I’hématopoiese : Adimy 2006

Dans cet article (Adimy, M., Crauste, F., Ruan, S. Periodic oscillations in leukopoiesis
models with two delays. J. Theor. Biol., Vol. 242(2), pp. 288-99, 2006, les auteurs,
reprenant un modele de 2003 de Bernard et al. (Bernard, S., Bélair, J., Mackey, M.
Oscillations in cyclical neutropenia: new evidence based on mathematical modeling.
J. Theor. Biol., Vol. 223(3), pp. 283-98, 2006) proposent de regarder en sortie du
compartiment proliférant -qui intervient ici par la durée qu’y passent les cellules
proliférantes, c’est le premier retard 7;- un compartiment quiescent (¢)) qui n’est
pas le compartiment circulant, mais un compartiment de maturation dans la moelle,
dans lequel les cellules apres différentiation transitent vers un autre compartiment
de division cellulaire. Ce deuxieme compartiment, dit d’amplification, va jouer le
méme role pour le compartiment circulant (W pour “white blood cells”) que le
compartiment proliférant initial pour les cellules quiescentes ; il lui est affecté un
deuxieme retard 75. Ce systeme, au comportement tres riche, s’écrit :

d
= KKV + QU Q) + 277 5(QU )R — )
aw
T —W(t) + Ak(W(t — 72))Q(t — 72)
avec des fonctions k et 3 décroissant vers 0, de la forme :
k(W) = . —|—k(1)/V” et 5(Q) = . fOQn' On renvoie a I’article d’Adimy et al. pour

son analyse détaillée. Mentionnons seulement le fait que 1I’étude numérique de la
frontiere entre zones de stabilité et d’instabilité des solutions fait apparaitre des
tracés complexes dans le plan des retards (7, 7).
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Chapitre 4

Membranes excitables, propagation,
équations de réaction-diffusion.

4.1 Electrophysiologie.

— Modele de Van der Pol (1922, 1926). Balthasar Van der Pol (1889-1959), ingénieur,
mathématicien, a tenté a partir d’observations sur des systemes électriques sans
aucun rapport manifeste avec la biologie (1922: “On oscillation hysteresis in a
simple triode generator”, Phil. Mag. (6) 43:700-719 ; 1926 : “On relaxation oscillations”,
Phil. Mag. (7) 2:978-992) de proposer un modele du potentiel d’action des cellules
du myocarde. L’origine de ses observations est un circuit électrique RLC ... mais
avec une résistance pouvant devenir négative ! : résistance ordinairement positive
pour des valeurs €élevées de I’intensité du courant, mais devenant négative (source
d’énergie) aux valeurs faibles de I’intensité (une diode Zener pourrait, parait-il,
réaliser une telle résistance variable).

L’équation en x (variable proportionnelle a I’intensité du courant) s’écrit :
I+ pa(x? — a®) + wx = 0 (p est la “raideur” du systeme)
Ou encore [ici (z,y) = (k.intensité, k’.voltage)], en définissant y par

i = p(y — F(x)),on F(x) = 32° — a’x:

dz
e _F
"y F)
dy _ @
dt I
[soiten effet: & = u(y — #(2? — a?)) = —w?x — pa(2? — a?)]

Le seul point stationnaire est 1’origine, instable (det J = w? > 0, trJ = a?u > 0).
Il y a toujours un cycle limite et il est stable; la preuve de son existence et de
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son unicité repose sur le théoreme de Liénard (réf.: Perko, Jordan et Smith). Le
résultat est un systeme oscillant (= présentant des trajectoires périodiques), dont les
oscillations sont d’amplitude fixe et indépendante des conditions initiales.

Deux types d’oscillations peuvent exister, suivant la valeur de p : pour y faible, de 0
(oscillateur harmonique, alias le pendule simple) a 1: comportement peu différent
de ¥ +w?r = 0: 2 ~ acoswt + bcoswt, mais avec une amplitude indépendante
des conditions initiales !

Pour p grand (5 ou 10, et au-dela) : comportement d’un oscillateur a relaxation (a la
maniere d’une chasse d’eau a vidange automatique a cuve pleine : remplissage lent,
vidange rapide, c’est ce qui se passe dans les cellules cardiaque pour les courants
ioniques), cas particulier de systeme “lent-rapide”: la variable x évolue lentement,
puis tres rapidement, et a nouveau lentement, etc. a la maniere du potentiel d’action
dans une cellule pacemaker cardiaque.

En rajoutant un terme de forcage (entrainement de I’ oscillateur de Van der Pol), par
exemple en cosinus, on obtient: Z + pi(x* — a?) + w?x = k coswt, ou encore :
1,3

T=ply— F(x)),y= %(—wzx + k cos wt) avec toujours F'(z) = 52° — a’x.

De facon générale, pour p petit, il y a entralnement du systeme, de période initiale
T = %”, a la période de forcage T' = %’T siw < w (c’est la la fréquence la plus lente
qui I’emporte) et convergence vers un cycle limite, pourvu que p # 0.

Il faut noter le role stabilisateur du terme dérivée de cubique +pu2 (2% — a?) : méme
si w = w, il n’y a pas, contrairement au cas de 1’oscillateur harmonique entrainé,
d’explosion due a la résonance ! L’ oscillateur de Van der Pol est un systeme tres
robuste, son amplitude et sa période ne dépendant pas des conditions initiales et
étant peu sensibles au forcage. Il est facile a régler, n’ayant qu’un petit nombre de
parametres : a pour I’amplitude du cycle limite, x4 pour la raideur, i.e., la vitesse du
phénomene rapide par rapport au phénomene lent, et w pour la pulsation dans la
limite de I’oscillateur harmonique ;¢ = 0. On peut calculer une période approchée
de l'oscillateur de Van der Pol pour pn >> 1, i.e., dans la limite de I’oscillateur
a relaxation: en négligeant le temps de parcours sur le cycle limite pendant le

parcours rapide (saut d’un branche a I’autre de la cubique), on peut intégrer sur une

. o 1
période I’approximation dt ~ —pu <x — —) dx en temps, pour trouver la valeur
x

approximative de la période, en ayant pris soin d’identifier les valeurs de = aux
extrémes de son parcours lent, i.e., le long de la cubique : de —2a a —a, puis de 2a

X ua
a a pour z. On trouve 7' ~ 7(3 —2In2).

Modeéle de Hodgkin-Huxley (1952). Ces équations (Hodgkin et Huxley 1952), qui
valurent aux biologistes A. Hodgkin et A. Huxley le prix Nobel, modélisent la
propagation électrique observée initialement dans 1’axone géant de calmar. A la
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différence du modele de Van der Pol, leur base est physiologique, et ne repose
pas sur des observations de circuits électriques du monde de 1’ingénieur. Elles
fournissent un modele aussi bien de I’excitabilité cellulaire que de la propagation de
I’influx nerveux, a condition de leur rajouter un terme de diffusion. Elles décrivent
le potentiel d’action, c’est-a-dire le “motif” (graphe de la différence de potentiel
transmembranaire en fonction du temps) résultant de la dépolarisation (ou changement
de polarité) de la membrane cellulaire, qui est au repos chargée positivement a
I’extérieur et négativement a I’intérieur (a cause d’une différence de concentration

de part et d’autre de la membrane en ions sodium, de par la loi de Nernst V' =
RT | [Na™],
nF " [Nat];
sortie simultanée d’ions potassium par des canaux transmembranaires spécifiques.
Ces canaux ioniques sont commandés par des “variables de porte”, évoluant entre
(canaux fermés) et 1 (canaux ouverts) ; a ces variables de porte s’ajoute le potentiel
transmembranaire V' pour compléter le systtme dynamique. La diffusion des ions
dépend du degré d’ouverture des portes, qui dépend a son tour du potentiel transmembranaire

V', donc de la diffusion ionique.

) Cette dépolarisation suit une entrée passive d’ions sodium et une

Les 3 premieres équations, linéaires et du premier ordre en les 3 premieres variables,
concernent ces variables de porte (soit y), qui représentent la fraction (entre O et 1)
de canaux ouverts pour un courant ionique donné. Les coefficients o, et 3, de ces
équations donnent a la fois la constante de temps 7, = (ay, + 3,)"" et la valeur
d’équilibre yo, = ay (o, + (8,)" de la cinétique de chaque variable de porte. Ces
valeurs d’équilibre y., se comportent en fonction du potentiel transmembranaire
schématiquement comme un “échelon” (par exemple un Arctangente, autour de
0), passant brusquement de 0 a 1, traduisant la fermeture ou I’ouverture des canaux
ioniques simultanément pour certaines valeurs du potentiel. C’est dans le comportement
des valeurs d’équilibre en fonction du potentiel (V' — y..(V'))qu’apparait le plus
clairement le caractere non linéaire de ces équations.

La 4° équation vient tout sommer. Elle résulte de la technique du “potentiel imposé”
(voltage clamp) : pour un potentiel donné qu’on va maintenir constant, un générateur
externe de courant transmembranaire neutralise a chaque instant 1’effet du courant
transmembranaire spontané ; le courant produit par ce générateur externe est ainsi
a chaque instant et pour chaque valeur du potentiel imposé I’'image en miroir du
courant engendré par la membrane elle-méme. Cette 4° équation exprime le courant
transmembranaire total comme somme des courants ioniques considérés, chacun
d’entre eux s’exprimant a 1’aide des variables de porte ; dans le cas de la propagation

du potentiel transmembranaire le long d’un axone, probleme initial de Hodgkin et
2

Huxley, il faut rajouter au second membre un terme en ——- pour rendre compte de
x

la diffusion des charges électriques d’un dipdle électrique a son voisin sur 1’axone.
On obtient alors un modele de réaction-diffusion pour I’influx électrique le long de
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I’axone.

Dans les équations ci-apres, les potentiels sont en mV, les conductances gy, et gx
en mmho/cm?, et la capacité membranaire C),, en puF’ /cm?.

— Equations pour le courant sodique i, :

inag = m*hgna(V — Vva) , avec gng = 120, Vv, = —115

d
d_T::am(l_m)_ﬁmm
dh
— = 1—h)—06rh
dt ah( ) ﬁh
V425 1
am:o'lwr%vﬁm:Zlel%aah:O-()?e%,ﬁh:wT
e 10 —1 e 10 + 1

— Equations pour le courant potassique i :

ix = n'gr(V — Vi), avec gx = 36 , Vi = 12

d
V410
an = 0.0l 3, = 0.125¢%
e 10 —

— Equation pour le courant de fuite i, :

ir =g.(V—=Vy), avecgy = 0.3, V, = —10.613

— Equation rassemblant tous les courants :

% :_C,Lm(iNa+iK+iL) ; O =1
— Modeéle de FitzHugh-Nagumo (1961) Le modele de FitzHugh-Nagumo (FitzHugh
1961, Nagumo 1962) tente de faire la synthese entre les équations de Hodgkin et
Huxley et le modele de Van der Pol: c’est un modeéle du modéle de Hodgkin et
Huxley ; il a été aussi utilisé, comme 1’avaient fait d’ailleurs Hodgkin et Huxley
dans leur modele, initialement congu pour représenter la propagation du potentiel
d’action dans I’axone géant de calmar, dans 1’étude de processus de propagation
a vitesse constante (et d’ailleurs pas seulement de propagation de I'influx nerveux)
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pouvant étre représentés par des équations de réaction-diffusion, en ajoutant a I’équation
2

d’évolution du potentiel transmembranaire un terme de diffusion en FrcR
x

Une premiere simplification consiste a remarquer que la dynamique de la variable
m de Hodgkin et Huxley est beaucoup plus rapide que celle des autres variables
de porte, et qu’on peut la remplacer par sa valeur d’équilibre m.,. On peut faire
subir le méme sort a h, et approcher le modele de dimension 2 qui en résulte par le
systeme sans dimension suivant :

d
d_: = flv)—w+1,
d

avec f(v) =v(a—v)(v—1),0<a <1,b>0,7>0(p.ex.a=0.25,b=0.005,~=
0.01, 1,=0). Ici, v joue le role du potentiel membranaire, variable lente puis rapide,
et w celui d’une variable générale d’excitabilité, toujours lente. /, joue le role d’un
courant externe de stimulation, a faire varier comme un parametre de bifurcation
pour passer de solutions stationnaires a des solutions périodiques.

En effet, le parametre [, fait “remonter” la cubique w = I, + f(v), v-nullcline,
par rapport a la droite yw = bv, w-nullcline. Un calcul immédiat donne det J =
b—~f'(v)ettrJ = —y — f'(v). Il en résulte que si f'(v) < b/yet f'(v) < 7,
en particulier (mais pas seulement) si f'(v) < 0, i.e., sur les branches infinies de
la cubique, I'unique point stationnaire -unique si la tangente au point d’inflexion
de la cubique (v-nullcline) est inférieure a la pente b/~ de la droite (w-nullcline)-
est stable. Une instabilité ne peut apparaitre que si le point stationnaire est sur [une
partie de] la branche intermédiaire de la cubique. Numériquement, on observe en
effet une solution stationnaire pour les faibles valeurs de /,, puis des oscillations
soutenues lorsque /, est dans une zone intermédiaire, et enfin blocage des oscillations
lorsque I, est assez grand.

Un autre intérét de prendre une cubique pour décrire 1’évolution du potentiel transmembranaire,
avec un parametre b petit, est de retrouver le comportement “lent-rapide” du systeme

de Van der Pol, ce qui permet la représentation de phénomenes d’excitabilité membranaire :
dans le cas ou il n’y a qu’un seul point stationnaire stable ([, tres faible ou tres

fort, mais pas dans les valeurs intermédiaires qui donnent la stabilité du point
stationnaire intersection des nullclines w = I, + f(v) et yw = bv), une condition

initiale (v(0) > a,w(0) = 0) (dépolarisation membranaire) provoque une “grande
excursion” de la solution qui va, comme dans le cas du systtme de Van der Pol,

lorsque le parametre b est petit, faire rejoindre au point courant (v(t),w(t)) la

cubique, la lui faire quitter brutalement, puis rejoindre a nouveau, pour arriver
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finalement lentement sur le point stationnaire stable (avec p.ex. a = 0.25, b = 0.02,
v=0.1, 1,=0).

(On pourra consulter a ce propos I’article tres pédagogique, contenant de nombreuses
animations,“FitzHugh-Nagumo_model” de Scholarpedia.)

Modeles d’oscillations en salves En mélangeant une dynamique rapide de type
FitzHugh-Nagumo a une dynamique lente obtenue en couplant dynamiquement aux
autres variables le parametre [, ci-dessus (pour faire alterner le point stationnaire
d’une position stable a une position instable), c’est-a-dire en rajoutant une troisicme
équation au systeme. Dans une forme un peu différente du modele de FitzZHugh-
Nagumo, qui s’écrit :

dv 14
PR I,
7 v 32; w +
d

d—:l; = k(v+a-—bw)

John Rinzel rajoute en 1986 une variable y qui vient moduler additivement et
lentement le courant externe appliqué /, :

dv 14

e s I,
7 v 32} w4y +
d

d—l; = k(v+a—bw)

d

d—i = e(—v+c—dy)

avec € tres petit.

Cette modification a le sens suivant: si on suppose, en oubliant le systetme de
FitzHugh-Nagumo initial, que © = y, alors I’équation § = &(—v + ¢ — dy) se
dérive en y + edy + ey = 0, i.e. le courant y = o varie suivant un oscillateur
harmonique lentement amorti. Introduire la variable y dans le nouveau systeme
revient alors a superposer (=ajouter) les solutions des deux systemes. J. Rinzel
propose les parametres suivants: I, = 0.3125,a = 0.7,b = 0.8,¢c = —0.775,d =
1.0,k = 0.08,e = 0.0001 pour obtenir des oscillations en salves a amplitude
constante, et grande (un cycle limite stable dans le plan de phase (v, w)) séparées
par des oscillations amorties proches de 1’équilibre (J. Rinzel, Proc. Int. Congress of
Mathematicians, Berkeley, 1986). On pourra étudier numériquement le comportement
du systeme en fonction de /,.

Mais comme Hodgkin et Huxley, Morris et Lecar, puis J. Rinzel (Morris et Lecar
1981, Rinzel 1987, Rinzel et Ermentrout 1989, Wang et Rinzel 1995) préferent
partir d’un modele a base plus physiologique, fondé sur le métabolisme calcique
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dans les cellules excitables. Ils obtiennent une modélisation des phénomenes de
décharge neuronale en bouffées, ou salves, (bursts) qui s’observent expérimentalement
dans la transmission de I’influx nerveux, mais aussi par exemple dans la sécrétion
pulsatile d’insuline par les cellules 3 du pancréas (Chay et Keizer 1983). De telles
bouffées sont liées a la dynamique lente de I’accumulation intracellulaire de calcium,
et de son élimination. Les équations (sans dimension) de Morris-Lecar ainsi modifiées
s’écrivent, en suivant Rinzel et Ermentrout (1989) :

dv )
5 = —Goameo(v)(v — 1) — grw(v —vg) — gr(v —vp) +1i
dw — ws(v) —w

i 7 )

i

d_jf = (v —v— )

DN | —

avec : Mo (v) =
U2

[1 + tanh(X— Ul)} ,

weo (V) :% 1+mnh(“_”3)] (v) = <cosh(“_”3))l ,

o 2y
v = —0.01, Vy = 015, V3 = 01, Vg = 0145, E = 1, g_K = 2, g_L = 05,
vg = —0.7, vy, = —0.5, v = —0.22, ¢ = 0.002, a = 0 (valeurs déterminées pour
obtenir des bouffées) ; ¢ est un parametre de contrdle, a choisir entre 0.2 et 1.

4.2 Equations de réaction-diffusion
On a déja rencontré, de facon allusive, une équation de réaction-diffusion : 1’équation

de FitzHugh-Nagumo avec diffusion pour la propagation de I’influx électrique le long
d’un nerf, par exemple, qui s’écrit :

ov o*V

A pZY w4l
5 flv)+ 927 w+ 1,
G_w = bv—~yw

ot 7

2
Le terme de diffusion D—2 (D est un coefficient de diffusion) rend compte d’une
x

dissipation d’énergie : diffusion du potentiel transmembranaire le long de 1’axone (d’une
cellule excitable vers ses voisines), tandis que le terme f(v) est un terme source, représentant
I’apport de potentiel résultant des phénomenes chimiques liés a I’ouverture et a la fermeture
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des canaux ioniques transmembranaires. Dans cette EDP, a la différence du cas de 'EDO
(i.e., sans terme de diffusion), il n’ya pas de solution périodique locale (en espace) : soit la
diffusion (dissipation d’énergie) est trop forte et alors le potentiel s’effondre localement
(sans propagation) suivant une gaussienne, soit la réaction I’emporte sur la diffusion etil y
a alors création d’un potentiel d’action : propagation a vitesse constante le long de I’axone
d’un motif de forme constante représentant la variation du potentiel transmembranaire
en fonction du temps, dépolarisation suivie d’une repolarisation : c’est ainsi qu’on peut
décrire la propagation de I’influx nerveux le long de I’axone. Ce modele, I’un des premiers
apres les équations de Hodgkin et Huxley a proposer un cadre dans lequel un traitement
mathématique est possible (alors que le modele physiologique de Hodgkin et Huxley est
beaucoup plus difficile ), est encore largement utilisé, et Richard FitzHugh (7 2007) est
légitimement considéré comme ““le pere de la neurologie mathématique”.

Mais le paradigme des équations de réaction-diffusion est 1’équation de conservation
de la masse pour une espece chimique u, soumise a des variations par transport (diffusion
dans le milieu) et production (ou disparition) locale due a une réaction chimique. Pour
une région () de 1’espace, on a donc:

vy = /f(u)dV—/ T 7dS
dt Jq Q 09

(production de u par unité de temps — flux de sortie de u a travers 9S2, ol 7 est le vecteur

normal sortant sur 0€2). Mais d’apres le théoreme de Stokes, / Tu.ﬁds = / ﬁ.j)udv,
Q

o0
soit pour un volume ¢? infinitésimal :
du

o f(“)—vj;

A présent, la loi de Fick dit que le flux J_)u est en fait un coefficient de diffusion D fois
. . — =
le gradient de u, i.e., J, = —DVu,d’ou:

g—;f - V. (Dﬁ) + f(u)

et s1 D est constant :

0
a—;‘ DV2u + f(u)

On mentionnera en particulier dans cette catégorie les modeles de KPP[=Kolmogorov-
Petrovsky-Piskounov]-Fisher (pour I’invasion tumorale représentée par un front de propagation
de cellules tumorales), de Gatenby-Gawlinski (propagation d’une population de cellules
tumorales au détriment d’une population de cellules saines), et Anderson-Chaplain (invasion
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du tissu environnant par digestion de la matrice extra-cellulaire), mais il y en a beaucoup
d’autres.

Décrivons seulement le modele de KPP-Fischer, qui peut s’écrire dans sa version la
plus simple, a une dimension (diffusion radiale d’une tumeur sphéroide) :

on 0*n
Fril D@—Fpn(l—n)

2
. n . . . .
Ici, le terme D—— représente une diffusion fickienne, et le terme pn(1 — n) est le

oz

terme de réaction, qui représente par exemple la modification du milieu par progression
des cellules tumorales aux dépens des cellules saines. Noter que la forme logistique de ce
terme de réaction interdit a la variable de densité de cellules, n, d’exploser: elle a, hors
diffusion, deux valeurs d’équilibre, 0, instable, et 1, stable. La propagation des cellules
tumorales consiste en le passage en tout point de la densité 0 a la densité 1.

Le caractere remarquable des équations de réaction-diffusion tient au fait qu’elles
admettent pour solutions des fronts de propagation d’onde a vitesse constante (voir des
simulations et surtout voir Murray, ch. 11). Notons que si le terme de réaction est n au lieu

o . ) . H(t 2|2
de n(1—n), alors on en connait une solution analytique, qui est dans R™ : #6_ api TPt

(2v/ 7 Dt)"

ou H est la fonction de Heaviside. . . mais dans le cas logistique n(1 — n), il n’y a pas de
solution analytique connue.
En remplagant ¢ par t/p et x par \/D/p.x, on peut dédimensionnaliser cette équation

9, 0? .
enlaméme avec D =1,p = 1: a—TZ = a—z + n(1 — n) et chercher des solutions sous
x
la forme d’ondes solitaires n(x,t) = U(z) avec z = x — ct en dimension 1 (i.e., se
propageant a vitesse constante c) ; I’équation devient alors: U” + cU' + U(1 — U) = 0,
soit en posant V- = U': U = V,V' = —cV — U(1 — U), systeme plan qui admet 2

points stationnaires : (0,0) et (1,0). En (0, 0), le déterminant du linéarisé est 1 et la trace
—c: stabilité ssi ¢ > 0; en (1,0), le déterminant du linéarisé est —1: point-selle. Les

2—4
valeurs propres correspondantes sont: en (0,0): A = < + ¢

2 2
N
stable si ¢ > 0) et A\ = —g + ZTC si || < 2 (foyer stable si ¢ > 0); en (1,0):
Ve +4

A= — g + — (point-selle). Comme on cherche une onde stationnaire qui se propage

si |¢] > 2 (nceud

d’un bord a I’autre du domaine, disons de = — —oo0 a z — +00, elle va se propager du
point stationnaire instable U = 1 (donc lim U(z) = 1) vers le point stationnaire stable
Z——00

U = 0 (donc liIJP U(z) = 0) a condition que ¢ > 0 (stabilité) et ¢ > 2 (si on élimine

la possibilité d’oscillations qui au voisinage de 0 ne pourraient pas permettre d’assurer
la positivité de la variable biologique U(z) = n(c,t)). En revenant a 1’équation initiale,
ceci impose que la vitesse de propagation de I’onde stationnaire satisfasse a c > /pD (en
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fait c’est cette vitesse minimale qui est observée). Ce modele a été utilisé en dimension 3
par J. Murray et K. Swanson pour représenter la propagation de tumeurs cérébrales. Mais
d’une part la vitesse de propagation, mesurable sur des images a intervalles réguliers,
ne permet pas d’estimer séparément p et D, et d’autre part le coefficient de diffusion D
dépend fortement de la substance, blanche ou grise, dans laquelle la tumeur se propage.
On peut néanmoins obtenir des prédictions d’évolution d’images tumorales cérébrales de
plus en plus fiables. .. ce qui ne fait malheureusement pas avancer la thérapeutique.

4.3 Mouvements cellulaires, chimiotaxie.

Equations de Keller-Segel.

Le modele de Keller et Segel (1971), congu a I’origine pour représenter I’agrégation
et les mouvements collectifs des amibes (€tres unicellulaires eucaryotes) Dictyostelium
Discoideum, s’apparente aux équations de réaction-diffusion, mais en faisant intervenir
une espece chimique en plus de la densité de cellules, avec lesquelles il y a interactions
productrices de mouvement. Le modele s’écrit :

P % div(px(w) V)

0 = Viw+(p—1)

ou p représente la densité des cellules, et w la concentration en une molécule, dite
chimio-attractrice, émise par les cellules et guidant leurs déplacements, qui est a I’origine
de leur agrégation. De nombreux autres modeles ont suivi, dont le suivant, proposé par J.
Murray :

8]7 . . kln l{452

— = div(D,Vn) —div| —— ksn | ——— —

T iv ( n) IV((k2+c)2vc)+ 3n(k9+82 n)
dc , n?

il div(D.Vc) + k‘s—kﬁ n nQS — kqnc

0 _ dv(DyVs) = kgt [+ 3028

o s ko + 2 T

Dans ce systeme d’équations, représentant le mouvement de bactéries (E. Coli) douées
de chimiotactisme dans une boite de Petri, il y a aussi un nutriment, s, recherché et
consommé par les bactéries, qui est soit en quantité illimitée, soit produit par un terme
source. Ces bactéries proliferent suivant une loi logistique, et produisent et consomment
du chimmioattracteur c. Il faut bien slir compléter ces équations d’évolution par la donnée
de conditions initiales et de conditions aux limites sur les bords du domaine plan représenté.
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Chapitre 5

Modeles d’événements moléculaires

5.1 Réactions biochimiques.

5.1.1 Loid’action de masse.

Laloi d’action de masse stipule que la vitesse d’une réaction chimique est proportionnelle
au produit des concentrations des réactants. Comme dans le cas des interactions entre
prédateurs et proies en écologie, elle rend compte du fait que la vitesse de réaction est
proportionnelle a la probabilité de rencontre entre molécules. La loi d’action de masse
tient compte de la stoechiométrie : s’il faut 2 molécules de X pour réagir avec une de Y

d|z
pour en former une de Z (i.e., 2X +Y — Z), alors % = k[X]?[Y], d’ot I’existence de

nombreuses non-linéarités dans la représentation des réactions entre especes chimiques.
Regardons par exemple le cas ot une molécule X stimule un pour un, de fagon
réversible sa propre synthese (autocatalyse) a partir d’une autre molécule Y par la réaction

k
Y+X k:l 2X avec des constantes de réaction directe k; et inverse k_;. Alors la production
—1

d’une nouvelle molécule de X sera due a la rencontre un pour un d’une molécule de X et
d’une molécule de Y, au taux £, ; mais cette réaction directe, a priori en chaine, est limitée
par I’existence de la réaction inverse, qui fait disparaitre une molécule de X chaque fois
qu’elle en rencontre une autre, au taux k_q, si bien qu’au total la cinétique de la réaction

d| X
s’écrit : % = —k_1[X])* + k1 [X][Y], i.e. (en supposant [Y] = Cte, ce qui est légitime
s1 Y est en surplus illimité devant X) c’est une équation logistique qui décrit 1’évolution
de la concentration de X, c’est-a-dire la cinétique de [X], avec 0 pour point stationnaire

k
instable et k—l [Y] pour valeur asymptotique.
-1
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5.1.2 Cinétique enzymatique.

Une autre source de non-linéarités est la représentation de réactions enzymatiques :

S+FE k:‘l C =2 E+P,ou E,S,et P désignent dans cette réaction enzymatique le substrat,
-1

I’enzyme, et le produit de la réaction, respectivement, et C' est le complexe intermédiaire
E~S. Laloi d’action de masse s’écrit ici :

sy _

— = —h[E]S]+ k. (C]

% = Iy [E][S] + k_1[C] + ks[C]
% = R[E|S] = k4 [C) - k[C]
d[P]

ol ka2 [C]

De la somme de la deuxieéme et de la troisieme équation on tire que [E] 4+ [C] = Cte =
[E]o et de la somme des équations (1), (3) et (4) que [S] + [C] + [P] = Cte = [S]o,
d’ou [E] = [E]p — [C] et [P] = [S]o — [S] — [C]. On fait alors I’hypothése (naturelle
pour les biochimistes) dite de quasi-équilibre, i.e., que le complexe C, aussitdt formé par

d[C]

la premiere réaction, est aussitot détruit par la seconde, si bien que —— ~ 0 ...mais

sans que [C] soit constant ! Reportant alors dans la premiére équation la valeur de [C]

k1[E]o[S] k_1+ ko
A kl[S]’ et en posant K, = k?—1
dis] — _ —k[E[S]

T K, ][9]

dite michaélienne (ou de Michaelis-Menten : par définition, la vitesse de réaction est
une fonction homographique nulle a 1’origine du substrat), qui décrit bien les réactions
enzymatiques usuelles. Les parametres de cette cinétique sont la constante d’affinité K,
et la vitesse maximale V},,, = ks[E]o de la réaction. Cette équation différentielle est a
variables séparables, donc résoluble, mais. ..on n’obtient que ¢ en fonction de [S], et non
le contraire.

Il peut y avoir un phénomene de coopérativité dans une réaction enzymatique lorsque
I’enzyme F possede deux sites de liaison et commence par lier une molécule de S pour
former un premier complexe C', qui lui-mé&me va lier avec beaucoup plus d’affinité une
deuxieéme molécule de substrat .S pour former un second complexe C5, qui seulement a

ce stade va donner le produit de la réaction: s — C 4+ P. On peut montrer alors avec

A1S] _ ViaslS) - ’
a K2 TSPk et plus généralement, s’il y a n

sites de liaison sur I’enzyme et que la n° liaison intervient avec beaucoup plus d’affinité

qui résulte de cette hypothese : [C] =

on obtient: . Le substrat [S] obéit alors a une cinétique

des hypotheses supplémentaires que
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dlS]  Via[S]"

dt — Kn+[S]
cinétique dite de Hill (la vitesse de réaction est une fonction homographique composée
avec une fonction mondme du substrat). Plus n (a priori entier, mais les fonctions de Hill
ajustées sur des courbes d’évolution d’allure sigmoide sont souvent utilisées avec des
exposants non entiers) est grand, plus le comportement de la cinétique est de 1’ordre du
“switch” entre O et 1, la transition raide se faisant au voisinage du point d’inflexion, qui
est d’autant plus proche de K (valeur de [S] donnant V,,,,,./2 pour la fonction de Hill) que
n est grand.

que toutes celles qui I’ont précédée, que la cinétique peut s’écrire :

5.1.3 Phénomenes de seuil : Goldbeter-Koshland.

Lorsque deux cinétiques enzymatiques concurrentes sont en présence, I’ une activatrice,
I’autre inhibitrice de la méme réaction biochimique, on peut avoir une “ultrasensibilité
d’ordre z€ro” (Goldbeter-Koshland). Ce phénomene se produit lorsque deux formes de la
méme protéine, I’une active, A, 1’autre inactive, I, coexistent, la quantité totale de protéine
étant conservée: I = A, avec [I] + [A] = C = C'e. La cinétique d’activation s’écrit :

dlA] _ Val[l] VilA]
dt — J,+ [ Ji+][A

. . Va
Pour de tres faibles valeurs des constantes d’affinité J, et J;, lorsque le rapport A

(qui peut dépendre[ d] autres variables) franchit en croissant la valeur seuil 1, le taux de
A
, A+ ,
intégralement sous sa forme inactive, mais lorsque V, > V, elle bascule totalement vers
sa forme active.
En posant X = [A]/([I] + [A4]) = [A]/C, on trouve facilement qu’il y a deux points
stationnaires, solutions de 1’équation du second degré en X :

protéine active passe brusquement de 0 a 1: tant que V, < Vj, la protéine reste

1—-X X
Va :V;
JJC+1—-X Ji/C+ X

qui s’écrit encore, en divisant par V; et en posant k = V,,/V; > 0:

(1—k)X*+ [k(1—%)—%}x+/%:0

Les deux racines (distinctes sauf si V,, = V;) sont réelles et donnent donc lieu a deux
points stationnaires, d’expression analytique plutdt compliquée, tres proches de 0 et 1
pour les petites valeurs de J; et J,, points en lesquels il reste encore a calculer la dérivée

par rapport a X de I’expression V, Si elle est négative,

JJC+1—X ViJi/C+X'
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le point stationnaire est stable, et il est instable dans le cas contraire. Les simulations
(un calculateur symbolique comme Maple permettrait sans doute de s’en passer pour
conclure ; exercice : faire les calculs en Maple !... a défaut, vérifier avec scilab le caractere
de “switch” de la fonction X, = f(V,/V;) en faisant varier autour de 1 le paramétre
V,/V; et en simulant le systéme en prenant par exemple J, = J; = 0.001, pour observer
ses états stationnaires), les simulations, donc, montrent que le point stationnaire proche
de 0 est stable pour 0 < k = V,/V; < 1, et que pour k = V,/V; > 1, c’est le point
stationnaire proche de 1 qui est stable. Cette situation évoque une bifurcation transcritique

(par exemple d_i = ax(1 — z) lorsque le paramétre a change de signe en 0: 0 seul point

stationnaire stable si a < 0, et 1 seul point stationnaire stable si a > 0), et on peut
vraisemblablement s’y ramener par un changement de variable, mais les calculs sont peu
engageants.

Cette curiosité mathématique en tout-ou-rien, étudiée et introduite sous cette forme
par Goldbeter et Koshland en 1981 est tres utilisée pour représenter des transitions raides
en biologie et sa justification repose sur la physiologie des réactions biochimiques sous-
jacentes (alternance d’activation et d’inhibition). On la rencontrera représentée dans les
sections suivantes a propos du cycle de division cellulaire, dans lequel des transitions
brusques, de G; a S et de Gy a M, sont observées pour les concentrations de cyclines
activées, cyclines F et B, respectivement).

5.2 Modeles EDO d’oscillateurs biologiques : des horloges
circadiennes moléculaires.

Les horloges circadiennes moléculaires ont été mises en évidence depuis au moins
trente ans chez les insectes (drosophile), puis chez les plantes, mammiferes et enfin chez
I’homme au début des années 2000. Les modeles, au moins les plus simples, reposent
sur le principe d’un oscillateur a trois variables d’état, représentant dans une cellule la
transcription d’un gene (i.e., la synthese d’ARN messager, dans le noyau), sa traduction
en une protéine dans le cytoplasme par les ribosomes, et la synthese, toujours dans le
cytoplasme, d’un facteur dérivé de cette protéine, qui va rentrer dans le noyau pour y venir
inhiber la transcription. Il y a 1a tous les ingrédients pour obtenir des oscillations, et ce sont
ces oscillations qui sont a I’origine des rythmes circadiens cellulaires, qu’on trouve aussi
bien dans des neurones synchronisés (pacemaker circadien des noyaux suprachiasmatiques)
que dans les cellules des organes périphériques. Mais dans la réalité physiologique, si
ces oscillations reposent bien sur un principe d’inhibition de la transcription, il y a en
fait plusieurs boucles d’activation-inhibition, qui sont liées aux genes Bmall+Clock et
Per+C'ry soit indépendamment, soit avec intervention du gene Rev E'rba, boucles qu’on
ne peut représenter qu’avec un plus grand nombre de variables.

Un modele simple est celui de Leloup et Goldbeter pour la représentation des oscillations
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circadiennes de la protéine FRQ chez la moisissure Neurospora Crassa, mais on peut
aussi le tenir pour une forme simplifiée d’oscillateur PER de la drosophile. Il s’écrit :

dRNA, _, K" RNA,
dat P Kn+4 Zn "K,, + RNA,,
dPER PER
— k.RNA, —Vj———""Y _ _ | PE Z
g PN A = Ve — M PER Ak
A
&2 — k PER— k7
dt 1 2

avec par exemple: V = 1.6, K = 1,n = 4,V,, = 041, K,, = 0.5,k; = 0.36,V; =
1.4, K4 = 0.13,k; = 0.5, k2 = 0.6, avec le choix de valeurs initiales (0, 1, 1).

V; est la vitesse de transcription (production d’ARN messager a partir d’ADN dans le
noyau), V,,, la vitesse de dégradation de I’ARN messager, k; est la vitesse de traduction
de I’ARN messager en protéine par les ribosomes dans le cytoplasme, V; la vitesse de
dégradation de la protéine, k; et ko les vitesses de transformation dans le cytoplasme de
la protéine en protéine “nucléaire” qui va rentrer dans le noyau pour venir y réprimer la
transcription.

On peut prendre ce systeme d’équations comme élément constitutif d’un réseau d’oscillateurs
couplés pour représenter le pacemaker central hypothalamique circadien. Le réseau est
constitué au niveau des noyaux suprachiasmatiques (le pacemaker) par un ensemble d’oscillateurs
circadiens (neuronaux) qui communiquent entre eux par couplage diffusif (communication
électrique -synapses: ce sont des neurones-, ou encore juxtacrine -signalisation VIP-
VPAC2 notamment), et au niveau périphérique, par d’autres ensembles d’oscillateurs
circadiens, sans communication entre eux, mais tous sous le contréle d’'un messager en
provenance du pacemaker, supposé ici inhiber la transcription (par Z (i) — Z(i) + W, ou
W est le messager périphérique, par exemple un glucocorticoide) :

dRN Ay, (i) K" . RNA,%)
e w@+2@”_%th+RNmM)
dPEdf(Z) = ksRN A, (1) — W[J;ET% — kiPER(i) + ko Z (i) + K, ; [PER(j)— PER(i)]
dz(i) _ . .
~— = kiPER(i) — k»Z(i)

(Ici, les horloges circadiennes moléculaires neuronales échangent librement leurs protéines
PFER par1’égalisation des concentrations représentée par le terme source K, Z [PER(j)—PER(i)].)
J#
Pour revenir au modele initial (un seul oscillateur), A. Goldbeter I’a par la suite
légerement modifié, en lui ajoutant deux phosphorylations cytoplasmiques pour représenter
de maniere plus réaliste les oscillations circadiennes de la protéine PER :
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dM K7 M

& T R R

dF, Fy P

U NV Vs V.

dt 'K+ B Kyt P

dP, P P, P, P,
@y v, V. +V,

dt 1K1+P0 Ko+ P 3K3+P1 ‘Ki+ Py

dP2 P1 P P2
2y, v, Pyt koPy — v

dt Kot P K+ p RN TR T

dPy

N fPy— kP

7 115 — ko Py

Sur ce systéme, on peut remarquer que d(P + P+ P+ Py) = kM P
b I = s —/l)—:

y p quer que =, (1o 1 2 N de+P2

production de la quantité totale de protéine Py + P, + P, + Py par traduction a partir
de I’ARN messager M et dégradation (fonction croissante mais saturable de P, ) par le
protéasome a la vitesse v, a partir de Ps.

En changeant la valeur du parametre vy, représentant le taux de dégradation de la
protéine biphosphorylée P, parametre supposé génétiquement déterminé, on modélise
des cycles circadiens de Drosophiles mutantes -qui existent dans la nature-, a période
circadienne plus courte (16 h) ou plus longue (28,5 h) que 24 h (23,71 précisément). Dans
certaines conditions d’entrainement en amplitude et en phase a I’origine, une modification
périodique a la période de 24 heures du parametre kg, représentant le taux de traduction
d’ARN messager en protéine PER (non phosphorylée) peut ramener la période des mutantes
a la période “physiologique” (i.e., de I’animal non mutant) de 24 heures.

Depuis ces modeles, A. Goldbeter et J.-C. Leloup en ont proposé d’autres, a base plus
physiologique, mais avec beaucoup plus de variables (19 et plus). Une autre option est
d’aller vers au contraire plus de simplicité pour produire des modeles rustiques d’oscillations
basés sur ce méme principe d’inhibition de la transcription. De ce point de vue, le modele
le plus simple est sans doute celui de Goodwin, qui s’écrit :

dx B Vv B

dt  K+2zm

d_y = bxr—c

a 4

dz ez

dt dy_L—i—z_fZ

La non-linéarité essentielle du modele est celle (fonction de Hill décroissante avec un
exposant de Hill élevé, par exemple égal a 9) qui représente I’inhibition de la transcription
(production d’ARN messager, variable x) par la variable z. La deuxieme non-linéarité
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(pour la syntheése de Z) est seulement optionnelle. Ce modele a aussi été utilis€ pour
représenter les oscillations de la protéine FRQ chez la moisissure Neurospora Crassa.

On pourra simuler ce systeme avec parexemple V =1, K =1,m =9,a = 0.2,b =
1,c=01,d=1,e=0,f=0.1.

Dans tous ces modeles, il existe toujours des plages de parametres donnant lieu a
des cycles limites, qu’on peut parfois metttre en évidence analytiquement, en exhibant
soit une bifurcation de Hopf (passage d’un foyer stable a un foyer instable lorsque la
partie réelle de deux valeurs propres conjuguées change de signe, avec apparition d’un
cycle limite stable) soit une région de confinement sans point stationnaire des projections
planes du systeme (théoreme de Poincaré-Bendixson, qui n’est valable que dans le plan).

5.3 Modeles EDO a base moléculaire du cycle cellulaire

Un petit échantillon de modeles EDO du cycle cellulaire est présenté ici. Ces modeles
reposent tous sur la représentation de réactions biochimiques intracellulaires qui impliquent
cyclines, kinases cycline dépendantes et leurs facteurs de transcription.

— Tyson 1991. Un des premiers modeles a base moléculaire du cycle de division
cellulaire rend compte pour la levure du boulanger (“budding yeast) de 1’activation
d’une cycline (la cycline B chez les mammiferes) par la kinase cycline-dépendante
cdc?2 (alias cdk1 chez les mammiferes) lors de la transition G5 /M. 1l est décrit dans
un article de J. Tyson dans PNAS en1991 (Tyson, J.J. Modeling the cell division
cycle: cdc2 and cyclin interactions. Proc. Natl. Acad. Sci USA Vol. 88, pp. 7328-
7332, Aug. 1991, Cell Biology). Le dimere cdkl-cycline, aussi appelé “mitosis
promoting factor” ou MPF, est la molécule qui fait basculer la cellule de la phase
G, a la phase M. Le cycle de réactions biochimiques conduisant a la synthese et
a la dégradation du MPF est ce qui est décrit par ce modele. Une succession de
simplifications et dédimensionnalisations conduit au modele réduit :

du

o = fwv)=b—uw)(at+u’)—u
dv o

& = g(u,v) =c—u

dans lequel u représente la concentration en MPF (actif), v la somme des concentrations
en MPF et preMPF (=dimere P~cdc2-cycline inactif a cause d’un phosphate 1ié a
la cdc2.

On pourra représenter les trajectoires avec le choix de parametres : & = 0.0000125,
b = 100, et c variant entre O et 1.

La déphosphorylation de P~cdc2 dans le dimere P~cdc2-cycline est activée (autocatalyse)
par le produit de la réaction, le MPF actif cdc2-cycline, c’est ce qui est représenté
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par le facteur o + u2. En suivant Strogatz (ex. 7.5.7), on suppose que les paramétres
b >> 1eta << 1 sont fixés et tels que 8ab < 1 (par exemple on peut choisir :
a = 0.0000125 et b = 100). Reste alors le parametre ¢ qu’on choisit comme
parametre d’étude (de bifurcation, éventuellement). Les nullclines sont en u: v =

V(u) = u+ m eten v: u = c. Un seul point stationnaire: (u*,v*) =

c,c+ I . La u-nullcline V' a pour dérivée par raport a w :
bl + ¢2)

o — u? 1 1

) — _ 2 Y I 272
v(u)_1+b(a+u2)2 SR PRI [(u + 2b) 4b2(1 8ab+4ab)]

1 1
et passe par deux extrema: ¢; = \/—a + — — —V1—8ab+ 402 ~ a et

2b 2b
1 1
cy = \/—a + % + %\/l — 8ab + 4a2b? =~ /1/b— 3a =~ 1/1/b. La jacobienne
2c?
2 2
au point stationnaire est J = —be” + a+c2 1—ab bla+c) , de déterminant
—1 0
2 2
toujours positif, et de trace —bc? + _E 5 — 1 —ab. Il'y aura stabilité ssi trJ < 0,
a+c
. : . 1—+1—8ab
ce qui, en faisant le calcul, est vrai pour ¢ < \/ —o+ 2—ba ~ ¢1 ou

/R c9, cecl toujours avec 1’approximation 8ab << 1.

1++v1—8ab
c=\—a+ ——
2b
Les valeurs de ¢® qui annulent la trace ne sont pas exactement c¢? et c3, mais n’en
different a ordre 1 en ab que d’un terme b, de 1’ordre de 1078, négligeable
devant /o comme devant 1/1/b avec les valeurs choisies des paramétres « et b, et
on identifiera ces valeurs de ¢* a ¢? et c3.

Entre ces deux valeurs, la trace est positive, I’unique point stationnaire est instable
et on voit apparaitre numériquement des solutions w et v périodiques, i.e., un cycle
limite dans le plan de phase (u, v). Y a-t-il une bifurcation de Hopf en ¢; et en c5?

Le calcul de la trace donne en fait :

b [, 1++v1—=8ab\ [ , 1—/1—238ab
o ct+a———| |+ — ———

tr/ = 2 2

En ¢, eten ¢y, d’une part le discriminant AJ = (trJ)? — 4 det .J est négatif puisque
det J est toujours positif et il y a donc deux valeurs propres complexes conjuguées,
d’autre part on voit sur I’expression de tr.J que cette trace (double de la partie réelle
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des valeurs propres) s’annule a I’ordre 1 en ¢ — ¢; ou ¢ — co, donc sa dérivée par
rapport au parametre de bifurcation c y est non nulle. Il y a donc bien bifurcation
de Hopf en c¢; comme en cs.

En résumé, on trouve donc un état stable pour les (tres) faibles et les fortes concentrations
en MPF, et des oscillations soutenues (i.e., un cycle limite stable) pour les valeurs
intermédiaires.

Tyson 1995. Dans ce modele, décrit dans le premier article (Checkpoints in the
cell cycle from a modeler’s perspective, pp. 1 a 8) du premier volume du recueil
“Progress in Cell Cycle Research”, L. Meijer Ed., Plenum Press, NY, les auteurs (J.
Tyson, B. Novak, K. Chen et J. Val) considerent d’abord un modele de la transcription
G1/S a2 variables :

dN

S _ k(A+N)(1-8) , ES
a Js+1—8 YT+ S

ou N est la concentration en cycline E et S et 1 — S représentent respectivement le
facteur de transcription E2F activé par I’élimination de son inhibiteur pRB dans le
dimere pRB-E2F, et 1 — S ce méme facteur, inactif parce qu’inclus dans pRB-E2F.

L’activation de 1 — S en S est décrite par un “switch ultrasensible de Goldbeter-
Koshland” (zero-order sensitivity switch, voir plus haut), et est catalysée par la
cycline E (V) elle-méme, dont 1’action vient s’ajouter a celle d’une kinase starter de
concentration A constante, cette activation étant aussi inhibée par une phosphatase
de concentration £ constante, qui vient accélérer la dégradation de E2F. (Noter
qu’en fait S et 1 — S représentent des fractions de facteur de transition actif et
inactif, respectivement.)

L’intersection des nullclines fait apparaitre (graphiquement et numériquement) soit
1, soit 3 points stationnaires (2 en cas de contact): 3 pour les petites valeurs de
A, deux stables séparés par un instable : il y a alors bistabilité, et un seul lorsque A
dépasse une valeur seuil #, (un point stationnaire stable et un instable se confondent
puis disparaissent). Cette bistabilité est ici apparemment sans hystérésis ; cependant
si on autorise artificiellement A a prendre des valeurs négatives, on obtient un seuil
inférieur 0, négatif et le systeme est bien intrinseéquement hystérétique ; mais dans
un cadre biologique ou les variables sont des concentrations, on ne peut pas le voir.
Ici, pas d’oscillations, seulement des solutions stationnaires.

On pourra représenter les trajectoires avec le choix de parametres: k7 = 0.0001,
ki = 0.04, ko = 0.1, ks = 1.5, ks = 4, J3 = 0.01, F = 0.1, J, = 0.001, et A
(parametre de bifurcation) variant entre 0 et 4, autour d’un seuil § ~ 0.25.
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Puis ils ajoutent a ce modele de transition (G;/S un modele a 2 variables pour la
transition G5 /M [qui n’a plus rien a voir avec celui de 1991] out de méme que pour
G1/S les variables sont la cycline B (B) et son facteur de transcription (R) :

AN
as kg(AJrN)(l—S)_k(EJrB)S
dt Js+1—8 Y LES
dB , Jo

- — —k.B—2°%

7 kL + ks R — kg Y

dR k:7B(1—R)_k E'R

d  J+1-R °K+R

ou l'activation du facteur de transcription R est ici aussi due a une fonction de
Goldbeter-Koshland, et ou un couplage entre les deux mécanismes de transition
est assuré par la substitution de £ + B a E dans le role de I’activation de la
dégradation de E2F d’une part, et d’autre part par ’inhibition par la cycline E (V)
de la dégradation de la cycline B (B).

On pourra représenter les trajectoires avec le choix de parametres: k7 = 0.0001,
ki = 0.04, ke = 0.1, ks = 1.5, ky = 4, J3 = 0.01, £ = 0.1, J, = 0.001,
ki = 0.0006, ks = 0.06, k¢ = 0.4, Jg = 0.033, k; = 10, J; = 1, ks = 4, E' = 0.1,
et A (toujours le parametre de bifurcation) entre O et 4, en particulier autour d’un
seuil 6 ~ 0.25.

Le systeme est de dimension 4, mais on peut quand méme en faire un portrait de
phases dans le plan (N, B) en remarquant que les 2 premieres nullclines permettent
d’exprimer N et B en fonction du parametre S, et les 2 autres N et B en fonction
du parametre R. On peut ainsi, prenant toujours A (concentration en Kinase starter
pour I’activation de pRB-E2F en E2F) comme parametre de bifurcation, suivre
graphiquement et numériquement les points stationnaires du systeme. Pour les petites
valeurs de A, on trouve un seul point stationnaire, vers lequel convergent sans
osciller toutes les trajectoires : ¢’est donc un nceud stable ; pour les grandes valeurs
de A, un seul point stationnaire subsiste, vers lequel convergent en oscillant toutes
les trajectoires : c’est donc un foyer stable. Entre ces valeurs, on trouve soit 1, soit
3 points stationnaires : tant que le noeud stable subsiste, pour les petites valeurs de
A, avec I’apparition de 2 autres points stationnaires, tous deux instables, lorsque
A croit), toutes les trajectoires convergent vers ce nceud stable; mais quand il
disparait, en méme temps que 1’un des points stationnaires instables avec lequel
il vient a se confondre, ne subsiste qu’un point stationnaire instable autour duquel
apparait a sa place un cycle limite stable. Il ne peut s’agir d’une bifurcation de
Hopf surcritique, I’amplitude du cycle limite étant grande d’emblée, et s’il s’agissait
d’une bifurcation de Hopf sous-critique, on devrait pouvoir mettre en évidence la
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coexistence (en fonction des valeurs initiales), transitoirement suivant les valeurs
du parametre de bifurcation, d’une solution stationnaire stable et d’un cycle limite
stable, ce qui ne semble pas étre le cas ici; mais il existe des bifurcations plus
complexes que les bifurcations de Hopf. ..

On peut remarquer que dans ce modele, les deux cyclines, E et B, sont plutot en
phase (leurs pics sont proches, leurs creux aussi). Romond et Goldbeter (voir plus
bas) partent en 1999 de I’hypothese inverse, a savoir que cycline E et cycline B
sont en opposition de phase. D’ailleurs B. Novak présente en 1999 un modele dans
lequel les deux cyclines sont aussi en opposition de phase (Novak, B. Modeling the
eukaryotic cell division cycle. Bioinformatics, Lund, 1999).

Goldbeter 1991. Le modele d’“oscillateur mitotique minimal” d’ A. Goldbeter (Goldbeter,
A. A minimal cascade model for the mitotic oscillator involving cyclin and cdc?2
kinase, Proc. Natl. Acad. Sci. USA, Vol. 88, pp. 9107-9111, Oct. 1991), paru 2
mois apres ’article de J. Tyson dans la mé€me revue, ne s’occupe pas de facteurs
de transcription, mais est centré sur ’activation a la transition Go/M de la kinase
cycline dépendante cdc2 (cdkl chez les mammiferes) ; rappelons que 1’association
sous forme de dimere d’une kinase cycline dépendante a la cycline est nécessaire a
I’obtention d’une molécule active sur la transition de phase. Cette activation abrupte
(fonction de Goldbeter-Koshland) de cdc2 consiste en une déphosphorylation, due
a la phosphatase cdc25, elle-méme stimulée par la cycline B, et elle est réversible
(par phosphorylation), grace a I’intervention de la kinase Weel. Ce modele offre
ainsi une place naturelle a la protéine (c’est une kinase kinase) Weel, qui inactive
la kinase cdc2 en la phosphorylant (alors que J. Tyson dans son article de la méme
année ne décrivait pas cette inhibition et I’évoquait lui-méme comme une limitation
de son modele).

Le modele s’écrit :

dC C

% == ’Ui—de—UdXKd_'_O

dM C (1— M) M
Y VMl . - V2

dt Ko+ C K, +(1—M) Ko+ M
dX (1-X) X

T v —V

dt K+ (1-X) 'K+ X

ou C est la concentration en cycline B, M est la concentration en kinase cycline
dépendante active (cdc2 chez la levure, cdkl chez les mammiferes) qui vient se
dimériser avec la cycline B (formant le MPF) pour permettre la transition de phase
au point de contrle G /M, et X la concentration en en une protéase (ubiquitine
ligase) qui vient accélérer la dégradation naturelle de la cycline (C) qui est par
ailleurs synthétisée a une vitesse constante v;. La kinase cycline dépendante cdc2
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(M) accélere I’activation (par une phosphorylation réversible de type Goldbeter-
Koshland) de la protéase (.X) et son activation (par la phosphatase cdc25) est elle-
méme catalysée par la cycline (C') ; 1a vitesse de dégradation de cdc2 (M) est réglée
par le terme V5, qui représente Weel, et qui pourra étre utilis€é comme cible de
blocage, physiologique ou pharmacologique, du cycle en G5 /M.

On pourra représenter les trajectoires avec le choix des parametres: v; = 0.025,
kd == 001, Vg = 05, Kd == 002, VMI == 3, KC == 05, Kl == 0005, ‘/2 == 15,
Ky = 0.005, V5 = 1.05, K3 = 0.005, V4 = 0.5, K4 = 0.005.

Dans une extension du modele (voir son livre cité dans la bibliographie), A. Goldbeter
introduit comme variable la phosphatase cdc25, de concentration notée P dans ce
qui suit, phosphatase qui a I’action opposée de celle de la kinase Weel, venant
accélérer 1’activation de cdc2 en s’introduisant sous la forme v; = v, P dans la
cinétique de cdc2. Cette phosphatase cdc25 (P) obéit aussi a une cinétique abrupte
de type Goldbeter-Koshland et alors que dans le modele précédent, 1’activation de

cdc? par cette phosphatase (terme UIK——FC dans la deuxieme équation) n’était
c
dépendante que de la cycline, son activation est ici stimulée par 1’intermédiaire de

cdc25 (P) par la cycline (C'), homographiquement, et par la cdk (M), de fagon
affine :

dpP C (1-P) P
dt Vs +O‘)KC+C K5+ (1—P) V6K6+P

On pourra représenter les trajectoires avec le choix des parametres: v; = 0.025,
kq = 0.01, vg = 0.25, K; = 0.02, Vjn = 4, Ko = 0.5, K1 = 0.005, V5, = 1.5,
Ky = 0.005, V3 = 1.05, K3 = 0.005, V;, = 0.5, K4y = 0.005, Viys = 3.19,
a=025K;=1,Vs=1, Kg = 1.

Dans ces deux modeles, on peut trouver suivant le choix des parametres aussi bien
des solutions stationnaires que des solutions périodiques (cycles limites, c’est le cas
pour les deux jeux de parametres proposés). Aucun parametre ne s’impose a priori
pour mener une analyse de continuation-bifurcation, mais en choisissant vy dans le
modele a 3 variables, et avec les parametres indiqués dans le texte, sauf V3 = 1.2,
on obtient des bifurcations de Hopf pour v; ~ 0.02, puis a nouveau pour vy ~ 1.36.

Romond 1999. Quelques années plus tard, Romond et Goldbeter, dans un article
des Annales de I’Académie des Sciences de New York (Romond, P.-C., Rustici,
M., Gonze, D., Goldbeter, A. Alternating oscillations and chaos in a model of two
coupled biochemical oscillators driving successive phases of the cell cycle. Ann. NY
Acad .Sci .879, 180-193, 1999.), se posent le probleme de la synchronisation entre
les transitions G1/.S (initiée par 1’élévation du dimere cycline E-cdk2) et Go/M
(initiée par 1’élévation du dimere cycline B-cdk1 chez les mammiferes, alias cycline
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B-cdc2 dans la levure) et ils construisent un modele consistant essentiellement en
une duplication du modele minimal a 3 variables précédent, mais dans lequel la
kinase cycline dépendante cdk2 vient inhiber la synthese de la cycline B, le taux de

iml
I’inhibition de la synthese de la cycline D par la cdkl1. Plus les parametres /;,,,; et
Ko, qui quantifient le couplage par inhibition mutuelle de la synthese des cyclines
B et E, sont faibles, et plus I’inhibition est forte. Le modele s’écrit :

synthese initiale v; étant remplacé par un terme v;; , et de méme pour

dc, Kimi Gy
T kG — o Xy

dt v 1K¢m1 + M, atr T bdt Ka +Ch
M, C (1— M) M,

- V]\/[l . - ‘/2

dt Koy +Cy Ky + (1= M) Ky + M,
dX, (1- X)) X,

2L Ve M Vv

dt MR, +(1-X) K+ Xy

dCZ Kim? CQ
2oy o — v Xy

dt ’ ? Kims + M, a2tz 2 *Kap + Cy
dMy Cy (1 — MZ) M
dt Koo+ Cy Hi+ (1 — Ms) Hy + M,
X, (1-X>) X,

22— UM —U—

dt MR, (1—-Xy) 'Hi4 X

On pourra représenter les trajectoires avec le choix des parametres: v;; = v;0 =
005, Kiml = KimZ = 003, kdl = kdg = 0001, Vd1 = Vg2 = 0025, Kdl = Kdg =
0.02, Vay1 = Upin = 0.3, Viyg = Uy = 0.1, Ko = Koo = 05, K1 = Ky =
H1 == H2 - 001, ‘/2 == U2 - 015, Kg == K4 - H3 - H4 - 00]., ‘/4 - U4 == 005

Ici, les indices 1 sont affectés a la transition G5 /M, et les indices 2 a la transition
G1/S, V5 représente toujours I’inhibition par Weel de I’activation de cdkl, et Us
peut représenter I’inhibition par la protéine p21, mais aussi par Weel, de I’activation
de cdk?2. Les faibles valeurs de K;,,; et ;2 (par exemple 0.03) donnent comme
on pouvait s’y attendre des oscillations des cyclines B et E (et des cdk 1 et 2)
en opposition de phase. Ce parti pris de modélisation peut s’interpréter comme
fondé sur sur une analogie avec un moteur a 2 temps (ou encore avec la pompe
cardiaque : ouverture de la valve mitrale pour le remplissage ventriculaire, valve
aortique fermée, suivie de la compression = contraction du myocarde ventriculaire,
et de I’éjection dans 1’aorte, valve mitrale fermée). Pour représenter le caractere
unidirectionnel (pas de “régurgitation”) du cycle cellulaire, il faut que (ou plutot :
il vaut mieux que, i.e., il se peut que cette synchronisation des transitions, vue au
niveau d’une population de cellules, traduise I’optimisation d’une dépense énergétique)
les transitions de phase ne puissent se produire en méme temps. Des enregistrements
cellulaires des concentrations en cyclines permettront-ils de vérifier cette conjecture ?
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Cela reste sans doute encore a venir. De méme, quelle est la réalité de ce couplage
structurel ? N’est-il pas plutdt di a des entralnements extérieurs (et notamment
circadiens) qui seraiet eux-mémes en opposition de phase ? La réponse ne semble
pas €tre connue.

Pour des valeurs plus élevées des parametres K;,,; et K2 (par exemple 0.1) ,
i.e, un couplage moins fort de G;/S a Gy/M, on peut obtenir des oscillations
chaotiques, et pour un couplage encore moins fort, on obtient tout simplement deux
cycles limites indépendants (les deux oscillateurs sont déconnectés).

Swat 2004. Dans un article plus récent (Swat, M., Kel, A., Herzel, HP. Bifurcation
analysis of the regulatory modules of the mammalian G4/ S transition. Bioinformatics,
Vol. 20, pp. 1506-11, 2004), les auteurs représentent dans un méme modele (a
9 variables) le recrutement de (G (phase quiescente) a G; (phase proliférante) et
la transition GG1/S. Le recrutement de Gy a (G; est représenté par une bifurcation
transcritique, continue et irrréversible, décrivant la dynamique du point de restriction
R en fin de phase GGy, et la transition GG1/S, comme chez Tyson et Novak, est
représentée par une bifurcation selle nceud d’un systeme bistable avec hystérésis,
avec un saut irréversible d’une branche stable a une autre du diagramme de bifurcation,
décrivant un switch (saut de concentration) de E2F, facteur de transcription de la
cycline E.

Si on se concentre sur la transition G /S et les protéines F2F'1 et pR B, en considérant

qu’a la phase initiale de la transition les concentrations en pRB~P (pRB monophosphorylée)
et en cycline D sont encore stables, on obtient le sous-module pRB-E2F1 décrit par

les équations :

d[pRB] [E2F] Ji

aprBl . - RB
dt YKo + [B2F1] Jn + pRE] ~ FreelPRP]
d[E2F1] a2 + [E2F1]2 Jlg
U o ko +k . - E2F1
dt PR TR T + pRB P2ri] |

On pourra représenter les trajectoires avec le choix des parametres: ky = 1, K, =
0.5, Ji1 = 0.5, ppre = 0.06, k, = 0.05, by = 1.6, a = 0.04, K;,p = 4; J12 = 5,
¢rer1 = 0.1. Puis on pourra prendre ¢,rp comme parametre de bifurcation, et
suivre les solutions stationnaires pour ¢, rp variant entre 0.001 et 0.02 en croissant,
puis en décroissant : on verra les solutions stationnaires sauter d’une branche stable
a I'autre du diagramme de bifurcation. On peut aussi faire apparaitre les points
stationnaires sur des portraits de phase tracés pour chaque valeur de ¢, rp : On verra
alors 1, puis 3 (2 stables et 1 instable), puis a nouveau 1 point d’intersection pour
les nullclines.
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