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1 Introduction

L’apprentissage supervisé d’un réseau de neurones formels consiste a déter-
miner son architecture et ses parameétres a partir d’une base finie d’exemples
de la tache qu’il doit réaliser. Qu’il s’agisse d’une tache de classification ou de
prédiction, le probléme peut se formuler comme celui de ’approximation d’une
fonction inconnue f, (discréte pour une classification, au moins continue pour une
approximation de fonction) a partir d’un nombre fini d’exemples, a ’aide d’une
famille F' de fonctions paramétrées, a savoir ’ensemble des fonctions représentées
et calculées par un réseau de neurones d'un type d’architecture donnée.

Il s’agit donc de déterminer le résean f , autrement dit la fonction f de la famille
F| definie par ses parameties w, qui soit la meilleure approximation possible
selon un ciitére fixé au départ [1]. Pour un choix du critére, par exemple la
minimisation d’une distance entre entre f. et f, Iobjectif n’est pas tant d’avoir
de bonnes performances sur les points ou f, est connue, que d’obtenir de bonnes
propiiétés en "généralisation” : on souhaite que le réseau se comporte de maniere
satisfaisante sur de nouveaux exemples (dans le cas d’une approximation d’une
fonction réguliére, il s’agit en somme d’obtenir une bonne interpolation entre les
points connus). Les performances se mesurent alors par l’erreur commise par le
réseau lorsqu’il traite de nouveaux exemples.
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Les méthodes neuronales regroupent des classes de fonctions paramétiées qui
sont des combinaisons linéaires ou non linéaires de fonctions simples qui opérent
un calcul distribué sur leurs entrées. Les systémes correspondants sont appelés
réseauz neuronaur. Le développement d’un systéme neuronal, dans ’approche la
plus courante, comprend :

— le choix des fonctions qui vont étre utilisées
— le choix d’un type d’architecture (généralement une structure en couches)

- le dimensionnement a priori de cette architecture (choix du nombrie de
couches, du nombre de neurones dans chacune,...}

— DPapprentissage (V’optimisation) des parametres appelés poids synaptiques

Pour s’affranchir de la phase initiale de dimensionnement du 1éseau, des al-
gorithmes constructifs ont été proposés. Parmi eux, les approches hiéiarchiques
[15, 11, 19, 7, 10, 9, 8, 16] présentent différents avantages et aspects originaux.
Elles permettent notamment de bien contréler Papprentissage & chaque étape de
la construction. En outre, elles fournissent a 1’issue de la construction une struc-
ture qui favorise I'interprétation des décisions. Nous nous intéressons en parti-
culier aux approches que 'on peut regrouper sous le terme d’arbres neuronauz.
Leur principe, commun aux arbres de classification et de régression introdutts par
Breiman et collégues, Friedman, Quinlan [3, 12, 21], consiste & décomposer hié-
rarchiquement une décision complexe en plusieurs décisions simples. Le systeme
obtenu a une structure d’arbre, chaque nceud de I’arbre fournissant une décision
et chaque branche aboutissant a 'identification d’une région de décision.

Dans cet article, nous présentons I’algorithme des arbies hybrides comme un
exemple caractéristique et probant de ’application d’une stratégie constructive
dans le cas particulier de la classification supervisée. Il reste toutefois valable
pour d’autres applications telles que la régression de fonctions, ’estimation de
densités, ’estimation de distributions a posteriori [10] La partie 2 est consacrée
a la description des algorithmes de construction et d’élagage et a leur mise en
oeuvre. Dans la partie 8, nous montrons Pefficacité et la validité de notre méthode
constructive par une étude du comportement asymptotique du systéme [5, 6, 24].
La méthode est illustrée sur une tache réelle de grande dimension, a savoir une
discrimination de caractéres manuscrits. Dans la partie 4, nous rappelons les
résultats présentés et concluons.

2 TUne approche hiérarchique constructive: les
arbres hybrides de neurones

2.1 Architecture hybride

Dans le cas d’une classification binaire, un arbre neuronal simple [15, 11]
consiste en un arbre de décision dont chaque nceud est un neurone formel; autre-



ment dit chaque nceud opére une dichotomie en plagant dans I'espace des données
un hyperplan. Cette architecture d’arbre de neurones se généralise en un arbre
hybride [10, 9, 16] de la maniére suivante: on distingue le 16le des noeuds inter-
médiaires de celui des noeuds terminaux de 1’arbre; chaque nceud intermeédiaire
segmente ’espace d’entrée en deux domaines tandis que chaque nceud terminal
calcule effectivement la sortie de I'arbre dans la région auquel il est associé. On
voit immédiatement Pintérét potentiel de ce type d’architecture : les nceuds inter-
médiaires calculent des fonctions qui permettent une segmentation de maniere a
focaliser "rapidement” ’attention sur un domaine limité pertinent ; dans chaque
domaine, un noeud terminal réalise la tache par le calcul d’une fonction "ex-
perte” pour ce domaine. Ce principe peut s’adapter a différentes fonctionnalités
de I’arbre: la discrimination ou classification avec un nombre arbitraire de classes,
la régression, I'estimation de densités... Dans la suite, nous nous limiterons au cas
de la classification supervisée a deux classes.

2.2 Apprentissage par trio

Un arbre neuronal simple, appris localement, nceud par nceud, peut conduire
a des architectures trop grandes du fait de mauvais choix lors des premieres
dichotomies. Une maniére de corriger cette absence d’optimisation globale est
d’appliquer un algorithme d’élagage, puissant mais coliteux, tel que celui proposé
par Breiman et al.: aprés la construction par apprentissage, on détermine le
meilleur sous-arbre d’une famille d’arbres dérivés de 'arbre construit. Cependant,
cette méthode n’6te pas le caractére local de 'apprentissage de chacun des noeuds.
L’algorithme d’apprentissage par t1io, présenté en détail dans {7, 10], a été proposé
afin d’améliorer la constructiondes aibies de décision. Il s’agit de tenir compte,
durant 1’apprentissage d’un nceud-séparateur, du fait qu'il sera suivi par deux
neeuds fils susceptibles de résoudre (localement) la tiche considérée. Ce principe
se traduit par un apprentissage de I’arbre, trio de neeuds par trio de neceuds, au
lieu de construire I’arbre noeud par noeud. Cet apprentissage par trio,naturel pour
un arbie hybride, offte un compromis intéressant entre une optimisation globale
trés cotiteuse sur tous les niveaux de 'arbre, et une construction séquentielle de
I’arbre nceud par nceud qui conduit a des arbres de grande profondeur.

2.3 Prin¢ipe de Palgorithine du trio pour Parbre hybride -

Dans le cas de la classification, un tiio de noeuds est défini de la maniere
suivante (voir figure 1):

On associe a chaque noeud une fonction de Pespace d’entiée vers 'intervalle
[0,1]. Soit = un vecteur de ’espace d’entrée. Considérons un tiio. On note fpere la
fonction associée au noepd pére du trio, gauche el g4;05te les fonctions associées
aux neeuds fils. La fonction de sortie du trio A est alors définie par:



noeud pere

fils gauche fils droit

O segmentation
A classification

FiG. 1 - Architecture d'un trio hybride

Vz, h(:ﬂ) = .fpél'e(m)"gga,uche(m) + (1 - ‘fpél'e(x))'.gdroite(m) (1)

On peut donner & cette définition une interprétation probabiliste en consi-
dérant les sorties des différents noeuds comme des probabilités conditionnelles.
Soient A et B les deux classes considérées. La sortie du trio A(z) pour 'entrée z
est interprétée comme la probabilité a posteriori de la classe A: h(z) = P(Alz) =
1 — P(B|z)

fpere(z) (resp. 1 — fpére(z)) est la probabilité que = doive étre traité par le
fils gauche (resp . droit); gga.uche(”’) (resp. ggroite(Z)) est la probabilité d’étre de
la classe A sachant que z a été placé & gauche (resp. dioite) par le neurone pére.

Lots de 'apprentissage d’un trio de nceuds, ’ensemble des exemples d’appren-
tissage, accessibles au niveau du noeud pére, est utilisé pour I'apprentissage des
paramétres des 3 nceuds du trio: le neeud pére, le nceud fils gauche et le nceud
fils droit.

Voici les étapes de I’algorithme d’apprentissage par trio pour un probleme de
discrimination a deux classes, illustrées sur la figure 2.

~ Etape initiale: On commence par constiuire le premier neeud comme un
simple classifieur. Aprés initialisation, les parametres de la fonction g1 qu’il
calcule sont appris, puis ses performances sont mesurées sur ’ensemble d’ap-
prentissage (étape 0 sur la figure 1). Si ces performances satisfont le critere
de qualité choisi, alors on arréte la construction: le probleme ne néces-
site pas la construction d’un arbre, un simple classifieur suffit. Dans le cas
contraire, on remplace ce premier neeud par un trio de nceuds (1,2,3 sur la
figure 2), et on passe a I'Etape 1.

- Etape 1: On considére le trio de noeuds 1,2,3 qui doit traiter I’ensemble
d’exemples X(1). On applique une méthode de minimisation du cofit choisi



Etape 0 &

Etape 1

Etape 2

etc ...

A : classification () : segmentation

FiG. 2 - Premidres étapes de la stratégie d’apprentissage par trio

pour déterminer les parameétres du trio de maniére a classifier le mieux pos-
sible les exemples d’apprentissage. Cet appientissage est arrété des que le
critere d’ar1ét est satisfait. On doit ensuite évaluer les performances du trio
appris. Pour cela, les réponses continues (entre 0 et 1) des fonctions sont
quantifiées et prennent comme valeur 0 ou & 1. On utilise alors le neeud
1, pére du trio, pour séparer ’ensemble X(1) des exemples accessibles a ce
nceud en deux sous-ensembles, X(2) et X(3), qui seront traités respective-
ment par le neeud fils 2 et le noeud fils 3.

— Etape 2: On évalue ensuite la qualité des classifications obtenues par cha-
cun des nceuds fils sur ’ensemble d’exemples d’apprentissage correspondant.
On considére chaque fils séparément. Si la classification obtenue est satis-
faisante pour le nceud fils considéré, alors ce nceud (par exemple le noeud
3 sw notre figure) devient un noeud terminal: on lui adjoint deux feuilles
cortespondant aux deux 1égions de décision qu’il sépare.

Si en revanche, la classification au niveau du nceud fils considéré n’est pas
satisfaisante, ce dernier est remplacé par un nouveau trio de neeuds (sur la
figure 2, c’est le cas du noeud 2 qui est remplacé par le trio 2,4,5). Pour ce
nouveau trio, on applique 'Etape 1.

On poursuit ainsi cette construction récursive jusqu’a obtenir, dans chaque
branche, un taux de succes en classification satisfaisant. Nous donnons en Annexe
des précisions sur la mise en ceuvie de 'algorithme.



2.4 Algorithme d’élagage

L’élagage d’une architecture permet de réduire sa complexité aprés ’appren-
tissage de ses patameétres[26] Différentes techniques ont été utilisées pour des
architectures en couches et des architectures hiérarchiques [3]. Nous proposons
une méthode simple et moins cofiteuse que celle de [3]. Le but de cette méthode
est de trouver le meilleur sous-arbre de P'arbre construit selon un critere choisi.
Un critére simple consiste a évaluer les performances du sous arbre courant sur
un ensemble d’exemples indépendant de ’ensemble d’appientissage, que nous ap-
pellerons ensemble de test T. Il peut s’agir du méme ensemble T qui a pu étre
utilisé pour arréter I’apprentissage d’une branche (cf annexe).

L’algotithme d’élagage est basé sur 'idée suivante: il ’agit de parcourir l’arbre
récursivement en déterminant le meilleur sous-arbre de chaque nceud courant.
Nous I’exposons toujours dans le cas d’une tache de classification L’algorithme
d’élagage nécessite de garder en mémoire, au cours de la construction par appren-
tissage de ’arbre, les patametres de chaque nceud classifieur (racine ou fils d’un
trio & 1'issu de I’apprentissage du trio).

Précisons ’algorithme.

Chaque nceud intermédiaire de I’arbie a été, au cours de ’apprentissage, un
neeud-classifieur (fils d’un trio), avant de devenir, au cours d’une Etape 2, un
nceud séparateur. On garde en mémoire les paramétres de ce nceud-classifieur
ainsi que le nombre d’exemples bien classés. Appelons ce dernier le score du neeud :
c’est donc le score du neeud dans son ancien état de noeud-classifieur. Ce score est
la performance réalisée par ce noeud si on avait arrété la construction a ce niveau
(si on avait gardé ce nceud comme neeud terminal). Le score d’un sous-arbre
donné est alors égal a la somme des scores réalisés par tous les nceuds terminaux.
Pour déterminer le meilleur sous-arbre de Parbie entier, on compare la somme
des scores des deux meilleurs sous-arbres & droite et 4 gauche au score obtenu
par l’ancienne racine (i. e. avant l'apprentissage trio ayant remplacé ce nceud
par un sépaiateur, racine commune aux deux sous-arbres} Ces scores a droite
et & gauche de la racine sont eux-mémes obtenus récursivement en descendant
jusqu’aux nceuds les plus profonds. De fagon plus précise:

— pour chaque trio terminal, c’est & dire chaque trio dont les deux fils sont
des nocuds terminaux, on compare la somme des scores réalisés par ces
fils & Pancien score réalisé par le pére. On supprime les neeuds fils s’ils
n’améliorent pas les anciennes performances du nceud pére dans la région
considérée. Le neeud peére du trio est remplacé par ’ancien noeud pére. Dans
le cas contiaire, on garde le trio et on lui associe comme score la somme des
scores des fils.

~ 3 un neeud interne de ’arbre, on compare de la méme maniere la somme des
scores obtenus par le meilleur sous-arbre a gauche et le meilleur sous-arbre a



droite au score de I’ancien pére. Lorsque le score total des deux sous-arbres
est moins bon que celui de 'ancien nceud pére, les deux sous-arbres sont
supprimés et remplacés par ’ancien nceud pére. Dans le cas contraire, on
associe au sous-arbre constitué du nceud interne étudié et des deux sous
arbres droit et gauche, la somme des scores réalisés a droite et a gauche.

Notons que cet algorithme permet de réduire la complexité du systéme trouve
en gardant les parameétres trouvés en cours d’apprentissage a chaque nceud Ceci
est différent de la méthode plus puissante, mais bien plus coiiteuse, de Breiman
et al. , qui évalue une famille d’arbres paramétrée. Notons aussi que Gelfand et
Guo [13] ont proposé un algorithme d’élagage assez proche, spécifique des arbres
dont tous les neeuds sont de méme nature, et pour lequel, lors de la construction
les roles de A et de T sont échangés & chaque ncend. '

3 Evaluation des performances par I’étude du
comportement asymptotique de ’algorithme

3.1 Motivations

De nombieux résultats théoriques sur P'ordre de grandeur de ’erreur en géné-
ralisation ont été obtenus, principalement dans la limite asymptotique [25, 23, 14,
2, 20}, c’est & dire pour des 1éseaux de grandes tailles, avec un nombre d’exemples
au moins aussi grand que le nombre de parametres du réseau. Ces résultats, pour
la plupart obtenus pour des réseaux de neurones d’architecture fixée a priori, les
1éseaux multicouches, donnent la décroissance du taux d’erreur en généralisation
en fonction du nombre d’exemples appris et de la taille du 1éseau (le nombre de
neurones utilisés ..).

Ces analyses théoriques suggerent des approches empiriques pour sélectionner
le meilleur 1ésean. L'idée générale est d’étudier expérimentalement la valeur du
taux de succeés de classification en fonction de la taille de la base d’apprentis-
sage, et d’en déduire par extrapolation les performances qu’on peut attendre de
I’apprentissage sur un nombre bien plus grand d’exemples. Cette démairche a ini-
tialement été développée par Cortés, Vapnik et collegues en 1993 [5] et 1994 [6].
Elle a été reprise en 1994 dans [4] pour un probléme simulé. Notons que la mise en
ceuvre peut étre plus ou moins complexe suivant le type de résultats théoriques
sur lequel on s’appuie[5].

De fagon trés générale, la caractérisation des propriétés d’'un systéme par
Pétude de leur dépendance dans la taille du systéme {nombre de paramétres,...)
est une méthode classique aussi bien en Statistiques [20] qu’en Physique[23]. C’est
en particulier un outil tres utile pour tester les capacités d’un algorithme, méme
en ’absence de résultats analytiques spécifiques.

Pour notre part, nous nous sommes intéressés en 1993 & cette approche em-
pirique dans le cas des algorithmes constructifs {7, 8] pour lesquels il n’y a pas,



3 notre connaissance, de résultat analytique donnant une estimation des perfor-
mances 3 attendre. Notre double objectif était ’étude des performances et de la
complexité de 'architecture aprés apprentissage. Nous avons ainsi étudié le com-
portement de ’algorithme du trio pour arbres hybrides en fonction de la taille
de la base d’apprentissage. Cette étude numérique montre comment 1’algorithme
d’apprentissage de ’atbre (construction et élagage) induit des arbres de com-
plexité réduite, autrement dit une architecture de taille adaptée aux données.
En outre, cette méthode permet de choisir entre différents types de fonctions
»expertes” pour les nceuds terminaux. Nous présentons ci-aprés ce travail expé-
rimental réalisé sur une application "réelle”.

3.2 Application : un probléme de discrimination de carac-
téres manuscrits

La discrimination de caractéres manuscrits constitue une application réelle,
typique du domaine de la reconnaissance des formes. Il s’agit de construire un
systeme de classification a partit d’exemples (de caractéres) qui soit suffisamment
général pour reconnaitre avec de bonnes performances des caractéres manuscrits
obtenus en particulier auprés de scripteurs distinets de ceux qui ont contribué a la
formation de la base d’apprentissage. Dans |’application que nous considérons, les
caractéres acquis & 1'aide d’une tablette électronique sont codés dynamiquement
par un vecteur de dimension 20 dont les coordonnées correspondent a la suite
temporelle de 10 vecteurs représentant le tracé du caractere.

Dans ce cadre, nous nous sommes intéressés a la discrimination de caracteres
2 3 2 difficilement discernables, c’est-a-dire pour lesquels la réponse d’un systeme
de reconnaissance global est ambigiie. Par exemple, les lettres minuscules 1 et b,
le chiffre 5 et la lettre majuscule S, les lettres majuscules H et M sont des cas qui
posent des difficultés. Il s’agit donc de construire des systémes pour la 1ésolution
de taches de classification supervisée binaire Ces tiches peuvent se voir comme
des sous-taches & effectuer dans le cadre d’un systéme global [17]. Une dizaine
de problémes de ce type ont été extiaits du probleme global de la reconnaissance
dynamique de caracteres. ' '

L’évaluation des arbres hybrides sur cette application réelle pose le probleme
de l’estimation des performances d’un systéme apptis ou construit a partir d’un
nombre réduit d’échantillons. C’est exactement le cas ici: 1’acquisition d’une base
de caractéres manuscrits est longue et cotliteuse puisqu’elle fait intervenir de nom-
breux scripteurs (ici de I’ordre d’une centaine). Il faut donc pouvoir estimer les
performances du systéme appris en utilisant au mieux les échantillons recueillis.

3.3 Performance et complexité asymptotiques

Nous illustrons 1’étude du comportement asymptotique de 'algorithme des
arbres hybrides sur le probleme de discrimination de caractéres manuscrits "H”
et ’M”. Des résultats du méme ordre ont été obtenus pour d’autres problémes
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de discrimination de deux caractéres [7]. Nous faisons tourner ’algorithme avec
des ensembles d’apprentissage (base A) de tailles n = 271, 339, 453, 679, 1018
exemples en utilisant les 1359 -n exemples restant pour la base de test (notée base
T). Comme nous ne disposions pas d’une base totale suffisamment grande, nous
avons utilisé 'ensemble T pour élagage de 'arbre. A chaque expérience, nous
limitons arbitrairement la profondeur de I’arbre & une profondeur maximale égale
4 7. Pour une taille de la base d’apprentissage fixée, nous effectuons 10 tirages
aléatoires de la base d’apprentissage de maniére & fournir un résultat moyen (donc
pour 10 arbres construits) avec son écart-type.

Nous présentons sur la figure 3 le taux moyen de succés en classification en
fonction de la taille de la base d’apprentissage ; les valeurs ont été obtenues pour
des arbres hybrides dont les nceuds intermédiaires calculent des séparateurs li-
néaires (neurones formels) et les nceuds terminaux des fonctions radiales (des
gaussiennes). Nous avons représenté les performances pour la base d’apprentis-
sage et la base de test avant et apres 1’élagage.

L’analyse de ces résultats se traduit par les rtemarques suivantes: On vérifie
tout d’abord que:

— lorsque la taille de la base d’apprentissage augmente, il est de plus en plus

difficile pour le systéme d’apprendre mais en revanche, le systéme généralise
de mieux en mieux.

— on s’attend & ce que le systéme ait les mémes performances en apprentissage
et en test lorsque la taille de la base d’apprentissage devient infinie; ce qui
semble &tre vérifié, si on extiapole les courbes d’appientissage et de test.

En outre, ces résultats expérimentaux montrent que l'on observe un compor-

tement linéaire des deux types de taux de succés (apprentissage et test). Une
1égression linéaire jointe a été calculée sui les cing premiers points: les deux
droites obtenues ont pour pente respective —a et b:

a

1 = top— —

A= =y ®)
b

Ir = to+ i (3)

On ne remarque pas ici b = a comme dans Cortés et al pour les perceptrons
mais plutét b ~ 2a. Il est cependant remarquable qu'un comportement simple
soit obtenu, qualitativement semblable & ceux observés et prédits analytiquement
pour les réseaux d’architecture fixée & P'avance. Il est important de noter que,
dans notre cas, ce comportement n’est obtenu que si la complexité de ’arbre est
bien contrélée, c’est-a-dire si on effectue P'élagage comme indiqué dans la section
précédente.

On vérifie d’ailleurs ce role de ’élagage en calculant la profondeur moyenne des
arbres hybrides pour différentes tailles de la base d’apprentissage. La profondeur
moyenne d’un arbre selon un ensemble d’exemples est la moyenne des longueurs
de ses branches, chacune des branches étant pondérée par le nombre d’exemples
associés. Les résultats expérimentaux montrent que lorsque la taille de I'ensemble
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d’apprentissage augmente, la profondeur se stabilise: Ja complexité de I'archi-
tecture semble donc s’adapter & celle des données. La figure 4 qui représente la
valeur de la profondeur moyenne en fonction de l'inverse de la taille de la base
d’apprentissage illustre cette propiiété des arbres hybrides pour I'exemple de la
discrimination "H” / "M”.

3.4 Application a la sélection de I'architecture

Nous discutons maintenant Papplication de notre approche a la sélection de
Parchitecture la mieux adaptée pour un probléme donné. L’approche construc-
tive que nous avons présentée peut étre utilisée pour apprendre différents types
de réseaux : on peut notamment choisir différents types de fonctions pour calculer
les décisions prises dans les neeuds terminaux. Pour de nombreux problemes, on
ne salt pas a priori quel est le type de fonction qui est le plus adapté a la résolu-
tion du probléme. Il semble raisonnable que la qualité des systémes construits se
traduise par de bonnes performances en généralisation et une complexité réduite.
L’étude expérimentale du comportement asymptotique des différents systemes
apporte une réponse Nous avons comparé les comportement des arbres de neu-
rones formels et des arbres hybrides ayant aux noeuds terminaux des fonctions
radiales. Sur la figure 5, sont repiésentés les taux moyens de succes pour le pro-
bléme de la discrimination des caractéres "H” et "M”, en fonction de la taille
de la base d’apprentissage pour les arbres de neurones formels et les arbres avec
fonctions radiales. On observe le méme comportement qualitatif dans les deux
cas. Cependant, les perfoimances sont systématiquement meilleures avec le choix
des neurones formels comme classifieurs. En particulier, la comparaison des va-
leurs asymptotiques (calculées i ’aide d’une régression jointe) est en faveur des
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Base A : neurones formels =i
Basze T': neurones formels F—1
Base A ; fonctions tudiales HB—
Base T': fonctiona radiales

1 ) L L i L
~infini 1359 &70 453 332 271
Taille N de }a base d apprentissage

Moyennes et ccarts-types de Ia profondeur des arbres construits pour discriminer”H’ et *M'

FI1G. 6 - Moyennes et écarts-types des profondeurs des arbres pour le probleme
’H'.‘ et '}M'}

arbres de neurones formels qui ont un taux de succes estimé a environ 0.97.

Sur la figure 6 sont représentées les complexités (profondeurs) moyennes des
deux types d’arbres apiés élagage Les atbres de neurones formels ont une pro-
fondeur estimée & 2.5 alors que celle des arbres avec fonctions radiales est estimée
ab.

Pour ce probléme, I'utilisation d’hyperplans pour classifier les données permet
donc d’obtenir de meilleurs résultats que I'utilisation de boules dont ’apparte-
nance est calculée par une gaussienne en dimension 20. Il est vrai qu’en grande
dimension, il faut généralement un nombre important de fonctions radiales pour
caractériser une région de décision la oli quelques hyperplans sont nécessaires.
Rappelons cependant que pour une application ol l'interprétabilité des résul-
tats est importante, les fonctions radiales fournissent une représentation lisible
en terme de projections sur chaque sous-espace des variables d’entrée.

4 Conclusion

A travers la description de nos travaux sur les arbres hybrides, nous avons
montré I'intérét des approches constructives pour la constiuction automatique
d’une architecture de complexité adaptée i celle des données pour la classification.
Plus précisément, les arbres hybrides constituent une méthode hiérarchique pour
construire différents types de 1éseaux avec un algorithme efficace de construc-
tion et un algorithme d’élagage simple. L’étude du comportement asymptotique
des arbres, c’est-a-dire la mesure des performances et de la complexité de 1’a1-
chitecture construite en fonction de la taille de la base d’apprentissage, permet
d’estimer de maniere empirique les performances et la complexité des arbres dans
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le cas ot un plus grand nombre d’exemples serait disponible. En outre, 'algo-
rithme ayant le méme type de comportement quel que soit le type de classifieur
choisi, il est possible de sélectionner ainsi le type de classifieur a utiliser pour un
probléme donné. Ceci se fait de maniére semblable a ce qui a été proposé pour les
réseaux en couches[5, 6]: on effectue des tests sur un nombre réduit d’exemples
suivant la procédure présentée dans la section précédente; en se basant sur les
extrapolations aux tailles plus grandes, on choisit le classifieur conduisant aux
meilleurs performances asymptotiques.

Notre étude, effectuée sur un algorithme constructif particulier, est clairement
adaptable A toute approche constructive. I serait intéressant de disposer d’autres
résultats numériques, et surtout de résultats analytiques, afin de savoir si les com-
portements simples obtenus en fonction de la taille de ’ensemble d’apprentissage
sont génériques. Nous nous attendons & ce que cela soit le cas a chaque fois que la
croissance est bien contidlée (soit par un algorithme d’élagage, soit par I’addition
4 la fonction de coiit d’un terme de complexité [22]).
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Annexe: Mise en ceuvre de ’apprentissage d’un
trio

L’algorithme du trio pour construire des arbres hybiides de neurones a été mis en
ceuvre avec les choix de fonctions suivantes :
— fonction d’activation d’un neurone formel:

: 1
) — 4
— fonction radiale (par exemple une gaussienne):
R et o
glxip,0) = ezp(—5——) (5)

0

Les fonctions d’activation étant différentiables dans chaque nceud du trio, on peut
définir une fonction de coit différentiable & partir de la sortie du trio et appliquer un
algorithme de descente de gradient pour minimiser cette fonction de coit. Les para-
matres appris sont w, g, et o. Durant ’apprentissage d’arbres de neuzones ou d’arbres
hybrides, le paramétre 8 de pente de la fonction d’activation du noeud pere est pro-
gressivement figé de manidre & fixer plus rapidement I’hyperplan pére que les fonctions



14

de classification des noeuds fils. Voici des critéres de coiit que nous avons utilisés en

classification :
Soit x un vecteur d’entrée quelconque. Soit hs(z) la sortie désirée.

- le colt quadratique {local):

Eivio(z) = 5 - (h(z) — ha(2))® (6)

b=

- la log-viaisemblance
Eiio(z) = =ha(z) - Inh(z) — (1 — hy(z)) - In(1 — h(z)) (7)

Minimiser ce critére local revient & maximiser la probabilité pour qu’un exemple x soit
bien classé,

Le coiit global est défini comme la moyenne des coiits locaux pour I’ensemble des
exemples accessibles au trio. Cependant, pour des fonctions qui définissent Papparte-
nance a un fermé borné de Pespace de décision telles que les fonctions radiales, ces deux
fonctions de cofit présentent un inconvénient : & chaque étape, il faut choisit a priori
quelle sera la classe Teprésentée par l'intérieur de la 1égion définie par la fonction a
base radiale Pour pallier cet inconvénient, le critére global suivant, basé sur I'entiopie
[18, 3, 21, 15] a été choisi pour permettie de déterminer automatiquement la meilleure
configuration du systeme:

E=Hu= 3 (%I, Q

j=AB

H; mesure lincertitude lide i la 1éponse j du classifieur :

H; = Z Pij - logapi; (9)
i=A,B
ot p;; est défini par:
pi = plelasse=ily = j) (10)
Ce critére se calcule en estimant ces probabhilités par
WA
Pi; = ﬁ

olt N/ est le nombre d’exemples de la classe i, attribués  la classe j par le trio et N; le
nombre d’exemples attribués a la classe j par le trio. On utilise :

Ni = ) k(=) hale) . (11)

zeX (trio)

NE = N,-N% (12)
zeX(trio)

N = Np- N3 (14)

Ne = 3 ) (15)
zeX(trio)

Ng = N-Ny4 = . ' - (16)
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Lorsqu’elle est minimisée, la fonction de colit H,;, permet d’isoler la configuration
pour laquelle Pincertitude liée & la 1éponse du classifieur est la plus faible Contrairement
aux coiits précédemment cités qui peuvent étre calculés localement, ce critére de coit
est global ; comme I’algorithme de descente globale de gradient est t1és lent, durant nos
simulations, nous ne calculons ce gradient gue sur une partie des exemples. En revanche,
P’évaluation du trio est globale. Nous avons également utilisé P’algorithme de la poche
("pocket algorithm”) de maniére a conserver & chaque étape la meilleure configuration
de paramétres.

D’autres choix concernent la stratégie de 1’arrét de Uapprentissage d’un trio ou d’une
branche. Par exemple, comme critére d’arrét de ’apprentissage de chaque trio, on teste
si I’erreur en apprentissage est inﬁ’erieure i une borne choisie a4 'avance et si cette
erteur varie peu. Le test d’arrét de ’apprentissage d’une branche, c’est-a-dire la décision
qui fixe si Pon doit remplacer un noeud fils par un trio de nceud, peut &tre effectué
en mesurant les performances du noeud appris soit sur les exemples d’apprentissage
accessibles au nivean du neeud (ce qui correspond aux résultats de simulation présentés
dans la troisiéme partie de 1’aticle), soit sur le sous-ensemble des exemples (accessibles
3 ce nceud) d’un ensemble dit de test, différent de la base d’apprentissage et différent
de la base de validation. Les autres choix concernent les paramétres habituels d'un
algorithme d’apprentissage, en patticulier le pas ou gain d’apprentissage.
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