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# 1

systemes non—linéaires / non gaussiens

état caché, en dimension m
Xi = fo(Xp_1, W), Wi~ pl (dw) ou bien  p(xy | TE—1)
observations partielles et bruitées, en dimension 1 < d < m

Vi = he(Xe) + Vi, Vi~ qg (v) do ou bien  p(yx | zx)

cas particulier rencontré en assimilation de données
Xi = fio(Xp—1) + Wi, Wi ~N(0,Q))

et
Ve=Hp Xp + Vi, Vi~N0Q)

estimer |'état caché X au vu des observations passées Yy., = (Yo, -, Yi)

estimation bayésienne : calcul (approché) de pr(zr) = p(xk | vo:x)



42
filtre de Kalman d’ensemble (EnKF)

ensemble de ¢t = 1,--- , N éléments

» étape de prédiction (forecast) : indépendamment pour tout ¢ =1,--- | N
X[ = (X)W W~ N0, Q)

moyenne et matrice de covariance empiriques

N N
AN 1 . AN 1 . AN . AN
f_ § f,’L f_ § fﬂ f fa”’ f *

avantage : estimation empirique vs. équation de Lyapunov



» étape de correction (analysis) : indépendamment pour tout ¢ =1,--- | N
Vi ~ N(0, Qx)
moyenne et matrice de covariance empiriques
| N
% i AV Y i {7 \*
=y W e Q=g YT 0T

mise—a—jour

Xt =X PLHE [Hy PLHE + QY17 (Vi — Hy X = V)



bilan

e chaque élément d'ensemble contribue, a travers la matrice de covariance
empirique, a un gain de Kalman unique

e les observations interviennent en déplacant chaque élément d'ensemble selon
I'étape de correction du filtre de Kalman, avec un gain de Kalman unique

question : que calcule-t-on vraiment, par exemple que représente la distribution
empirique

1 N
N 5@75
N 2 0xp

comportement limite quand la taille NV de I'ensemble tend vers l'infini
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filtre bayésien : formulation conjointe

loi jointe du couple (état caché + observation) vu comme chaine de Markov

n

p(@omsyom) = | | Pk, U | Tr—1,98—1) P(z0, y0)
k=1

densité de transition

p(xka Lk—15Yk, yk—l)
p(-fl?k—l,yk—l)

p(ﬁk,yk | Slik—l,yk—l) —

p(yk,yk—1 | lek,il?k—1) p(l‘k,xk—1)
p(flfk:—b ykz—l)

Pk | k) (k-1 | To—1) plog | 21—1) P(TE—_1)
p(yk_l \ iE‘l-c—1) p(ZEk—1)

= p(yr | zx) p(zk | xk—1) = p(Tk, Yx | Th—1)



» avec la factorisation

P(Tr, Yk | Th—1) = (Y | k) (T | Th—1)

et apres marginalisation

n

et p(xo,%) = p(%o | xo) p(z0)

n

P(Zo:n | Yoin) X H p(Yk | k) H p(zk | Tr-1) p(z0)

k=0

\ 7

A

=1

7

~~

g(xO:n)

» avec la factorisation (optimale) alternative

~"

Q(x():n)

P(r, Yk | Th—1) = Py | Tu—1) P(Tk | Th—1,9k) et p(zo,y0) < p(zo | Yo)

et apres marginalisation

n

P(Zomn | Yoin) X Hp(yk | k—1) Hp(ilfk | 2k—1, k) P(o | yo)

k=0 k=

\ . 7

1

7

g(%:n)

~"

Q<x0:n)
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filtre bayésien : équation récurrente

rappel

n

p(xO:nayO:’n) — Hp(xkayk ‘ xk—l) p($07y0>
k=1

forme récursive
P(To:k, Yo:r) = P(Th, Yr | Tr—1) P(To:k—1, Yo:k—1)
et aprés marginalisation (intégration par rapport a zo.x_1)
p(Tk, Yo:x) = /p(wk,yk | Zp—1) P(Tp—1,Y0:k—1) dTr—1

soit

P(il?k \ yO:k) X /p(iﬂk,yk \ 33/<-1) p($k-1 | yO:k—l) dri_1



ré—écriture, avec la notation pi(xx) = p(r | yo.k—1) pour le filtre bayésien

pr(x)) /p(xk,yk | 2x—1) Pr—1(TK—1) drp_1

» avec la factorisation standard

pr(xr) X p(yr | o1) /p(wk | Th—1) Ph—1(Tk—1) dTK—1

et
po(ﬂ?o) X p(yo ! 330) p(ﬁo)

» avec la factorisation optimale

pr(x)) /p(yk | zr—1) P(Tk | Th—1,Yk) Pk—1(T—1) dTr—1

et
po(ﬂfo) X p(iﬂo | yo)



probleme
e simuler selon la densité p(xy | xx—1,yx) ou la densité p(xg | yo)
e évaluer la fonction p(yx | xx—1)
possible dans le cas particulier de systemes avec
e condition initiale gaussienne, et bruits gaussiens additifs
e fonction d'observation linéaire
c'est—a—dire

X = fe(Xp—1)+ Wi, Wi ~N0,Q)

Vi = Hp X + Vi, Vi ~N(0,Q;)

avec la condition initiale Xy ~ N(X'o, Qé()

# 9

distribution d'importance optimale
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le vecteur aléatoire (X, Y)) est gaussien, de moyenne et de matrice de covariance

X, Q¥ Qo H;
et
Ho Xy HoQF HoQif HE +QY

» la densité p(xq | yo) est donc gaussienne, de moyenne
Xo+ Qy Hg [HoQy Hg +Qp ™" (yo — Ho Xo)
et de matrice de covariance pré—calculable

Qy —Qy Hi [HoQy Hi + Qg™ HoQy



grace a la linéarité de la fonction d'observation

Xi = fiolXp—1) + Wi, Wi ~N0,QY)

Vi = Hy fo(Xp—1) + He Wi+ Vi, Vi ~ N(0,QY)

conditionnellement a X1 = x, le vecteur aléatoire (X}, Y ) est gaussien,

de moyenne et de matrice de covariance

S () QY Qp Hy
et

Hy, fr(x) Hy Q) HpQy Hj +Qf

# 11



# 12

» en particulier, la densité p(yx | xx_1) est gaussienne, de moyenne

Hy, fr(Tr-1)
et de matrice de covariance inversible et pré—calculable
Hy Q) Hyp +Qy
on notera la densité correpondante

q(yx — Hy, fr(zi-1), Q) Hj + QY)

» la densité p(xp | xx_1,yr) est également gaussienne, de moyenne

felzp_1) + QY Hi [Hy QY Hif +Qr 17 (yp — Hy fr(zr_1))

et de matrice de covariance pré—calculable

Qr — QY Hy [HyQy Hi +Q(1 " Hy Q)



» avec la factorisation standard

avec

et avec (&5,

g(zo.n) = | [ plyn | 1)

,fé\fn) un N—échantillon de densité

n

P($o:n) — Hp(ilfk | Zl?k—l) p(xo)

k=0

# 13

filtre particulaire SIS (sans ré—échantillonnage)
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forme récursive

e pour £ =0, indépendamment pour toutz=1,--- , NV
on simule une v.a. £ gaussienne, de moyenne X et de matrice de covariance

Qz\, et on pose
q(yo — Ho &), Qg )

wh = —
> alyo — Ho &, QY)
j=1
e pour tout k=1,---.,n, indépendamment pour toutz=1,--- , NV

on simule une v.a. £} gaussienne, de moyenne f;(£%_ ) et de matrice de
covariance Q}", et on met a jour

wi_qlyr — H &, QY)

N
> wi_yqlyr — Hi &, QF)
j=1

W, =



bilan

e chaque particule se déplace indépendamment selon le modele a priori
uniqguement

e les observations interviennent aprés coup, en affectant un poids plus ou moins
grand a chaque particule, en fonction de sa vraisemblance

plutot inefficace, en particulier si le modele a priori est trés sensible aux conditions
initiales

solutions

e déplacer chaque particule indépendamment selon une distribution
d'importance qui prend en compte a la fois le modele a priori et les

observations (modification associée du poids d'importance affecté a chaque
particule)

e utiliser les poids pour reproduire / terminer les différentes particules



» avec la factorisation optimale

avec

et avec (gézna e

ZN 9(&.0)
p(x():n | yO:n) ~ N 0:n ) 6
Y 9(&.)
j=1

g(zom) = | | p(ur | 25—1)
k=0

,Sé\fn) un N—échantillon de densité

n

a(@on) = [ plae | wier, i) plo | vo)

k=0

# 16



forme récursive

e pour £ =0, indépendamment pour toutz=1,--- , 1V,

on simule une v.a. £ gaussienne, de moyenne
Xo+ Qo Hg [HoQy Hi + Qg™ (yo — Ho Xo)
et de matrice de covariance

Qy — Q) Hy [HoQy Hy + QY™ Ho Qg

# 17



e pour tout k=1, ---,n, indépendamment pour tout s =1, --- , NV

on simule une v.a. f,i gaussienne, de moyenne
fu(€h1) + Q" Hy [Hy Qy Hy + Q1" (yn — He fr(€1))
et de matrice de covariance
Qv —Qx Hy [HyQy Hy + Q)™ HyQy
et on met a jour

wk 1 q(Yk kak:(fk 1) Hi ZVH*+Qk)

’w};:

Zwk L q(yr — Hy fo(&1_1), He QY Hy + QY)



bilan

e chaque particule se déplace indépendamment comme une v.a. gaussienne

— de moyenne égale au filtre de Kalman, initialisé a la position précédente
de la particule

— et de matrice de covariance égale a la matrice de covariance d'erreur du
filtre de Kalman, initialisée a zéro

e les observations interviennent également aprés coup, en affectant un poids
plus ou moins grand a chaque particule, mais en principe du méme ordre de

grandeur d'une particule a I'autre

# 19
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filtre particulaire SIR (avec ré—échantillonnage)

approximation particulaire sous la forme

N

pr(xk) = p(TK | Your) = Z’w}é 0 i
i=1

injectée dans |'équation récurrente

pr(x)) /p(ilfk,yk: | 2—1) pr—1(Tr—1) dzp_1

donne
N

Pr(T)) o szi_1 P, yr | €1)
i=1



» avec la factorisation standard

N
pr(r) o< pyr | 1) Y wi_q plak | i)
1=1
g(wr) q(zk)
d'ou |'approximation
— (&)
Pr(xr) %Z N K 5€z
i=1 ik
Zg( k)
j=1
avec
9(zx) = p(ye | z1)
et avec (£1,--+, &) un N—échantillon de densité (mélange fini)

N
Tp) = Zwlch p(Tk | §k—1)
i=1

# 21
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mise en ceuvre pratique

e étape de sélection : indépendamment pour tout : =1,--- , IV,
on simule une v.a. I} a valeurs dans les indices {1,--- , N}
: o~ I!
selon les poids (w;, |, ,wi ), et on pose & | =& F,
e étape de mutation : indépendamment pour tout ¢ =1,--- , N,

on simule une v.a. £, gaussienne, de moyenne f1(£%_ ) et de matrice de
covariance Q]

e étape de pondération : indépendamment pour tout 2 =1,--- , /N, on pose
i q(yk_kali7Q}c/)
’U]k — N

> alye — Hr &, QY)

j=1
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bilan

e chaque particule se déplace en partie indépendamment selon le modele a
priori, mais pas uniguement

e les observations interviennent a chaque étape en affectant un poids plus ou
moins grand a chaque particule, en fonction de sa vraisemblance, et induisent

un second mécanisme de déplacement des particules, par ré—échantillonnage
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» avec la factorisation optimale

N

(k) o< Y wi_y p(ye | Eh1) (i | &y uk)
1=1

d'ou |'approximation

N
1 . 1

~ — O . 'est—a—di [ .
Pr(@r) & & E_ gi Clesta~dire que  wj = &

avec (&1, ,&Y) un N—échantillon de densité (mélange fini)

2 pluk | €y) -
Z = p(xk | Eh—1, k)

an
g
E



mise en ceuvre pratique

e étape de pondération : indépendamment pour tout 2 =1,--- , N, on pose
i q(yr — Hy fr(&§,_1), Hi Q) Hy + Q)
k™ N
(ye — Hy, fu(€]_1), Hi Q" Hi + Q)
q\Yk kJE\Sk—1/)44k Wk k k
j=1
e étape de sélection : indépendamment pour toutz=1,---, N,
on simule une v.a. I} a valeurs dans les indices {1,--- , N}
: ~ It
selon les poids (7}, -+, 71 ), et on pose & | =&,
e étape de mutation : indépendamment pour tout 2 =1,---, 1V,

on simule une v.a. & gaussienne, de moyenne

fr(&my) + QY Hiy [Hy, Q) Hyy + QY1 (e — Hi fr(&_0))

et de matrice de covariance

QY — QY Hi [Hy QY Hy +Qp ' Hy QY

# 25
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bilan
e chaque particule se déplace indépendamment comme une v.a. gaussienne

— de moyenne égale au filtre de Kalman, initialisé a la position précédente
de la particule

— et de matrice de covariance égale a la matrice de covariance d'erreur du
filtre de Kalman, initialisée a zéro

mais pas uniquement
e les observations interviennent a chaque étape en affectant un poids plus ou

moins grand a chaque particule, et induisent un second mécanisme de
déplacement des particules, par ré—échantillonnage
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conclusion sur les filtres particulaires

e SIS (sans ré—échantillonage) avec factorisation standard

tres inefficace

e SIR (avec ré—échantillonnage) avec factorisation standard
beaucoup plus efficace
applicable aux systemes linéaires avec bruits non gaussiens

e SIR ou SIS avec factorisation optimale
trés efficace aussi, ressemble au filtre de Kalman d’ensemble

limité au cas particulier des systemes avec
— condition initiale gaussienne, et bruits gaussiens additifs

— fonction d'observation linéaire
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exemple : modele de Lorenz

Vu Duc Tran, Valérie Monbet, Francois LeGland, Filtre de Kalman d’ensemble et

filtres particulaires pour le modéle de Lorenz, MajecSTIC, Lorient, novembre 2006.

ty = 10 (yr — x¢) + Wy
U = 28T — Yy + x4 2 + WY

s 8 . 2
Zt = TtYt — 3 Zt T Wy
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20 20

Figure 1: Filtre de Kalman d’ensemble : forecast (gauche) et analysis (droite)
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Figure 2: Filtre particulaire SIR (avec ré—échantillonnage) avec factorisation opti-

male : prédiction (gauche) et correction (droite)
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Figure 3: Filtre particulaire SIR (avec ré—échantillonnage) avec factorisation stan-

dard : prédiction (gauche) et correction (droite)
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Figure 4: Comparaison des filtres : bruits faibles
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Figure 5: Comparaison des filtres : bruits élevés (facteur 5)
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théoremes limites

pour chacun des filtres particulaires (SIS / SIR, factorisation standard /optimale)

p(zk | yo:x) = pr(xk) Zwk fk

estimation d'erreur dans IL” (non asymptotique)

{E\/qﬁxk . dxk—zwmgk 1 f 1ol

ou la constante c,, dépend de I'algorithme

théoreme central limite (asymptotique)

VR ([ dlan) prlan) do — 3wk 9(€L) = N(O.Va(6)

en distribution quand le nombre N de particules tend vers l'infini
la variance asymptotique V,,(¢) dépend de I'algorithme et de la fonction test
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probléme ouvert pour le filtre de Kalman d’ensemble :

comportement limite de la distribution empirique

| N
_ S ?
N ZéXZ’z '
1=1
quand la taille NV de I'ensemble tend vers |'infini, avant méme de parler

e d'estimation d’'erreur dans P

e ou de théoreme central limite



