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Résuḿe : Dans ce papier, nous comparons les perfor-
mances de plusieurs algorithmes classiques d’assimila-
tion de donńees pour le mod̀ele de Lorenz. Ce modèle a
la particularit́e d’être fortement non lińeaire et chaotique.
Nous introduisons de plus la borne de Cramer-Rao qui
repŕesente d’une certaine façon la plus faible erreur d’es-
timation qu’on peut esṕerer atteindre pour un problème
d’assimilation donńe.
Mots-clés : Assimilation de donńees, Filtre de Kalman
d’ensemble, Filtre particulaire, Oscillateur de Lorenz,
Borne de Cramer-Rao.

1 INTRODUCTION

L’objectif de cet article est de comparer des méthodes
d’assimilation de donńees de type Monte Carlo pour le
mod̀ele de Lorenz. On s’intéresse en particulier au filtre
de Kalman d’ensemble, qui est très utiliśe notamment en
physique des oćeans, et̀a deux versions du filtre particu-
laire, qui aét́e d́evelopṕe plus recemment et qui est utilisé
par exemple en navigation.
Le mod̀ele de Lorenz constitue un cas test intéressant car
c’est un oscillateur chaotique et fortement non linéaire.
Il est souvent utiliśe dans la litt́erature pour tester les
méthodes d’assimilation de données. Pour un historique
complet de l’utilisation du mod̀ele de Lorenz en as-
similation de donńees śequentielles, on peut se repor-
ter à [Evensen, 1997]. Les articles les plus marquants
sont [Miller et al., 1994] qui compare les propriét́es du
filtre de Kalman étendu et de la ḿethode variation-
nelle, [Evensen, 1997] qui reprend le même exemple
pour évaluer les performances du filtre de Kalman
d’ensemble (EnKF), du lisseur de Kalman d’ensemble
et d’une ḿethode d’optimisation et, plus recemment,
[Pham, 2001] qui compare le filtrebootstrap, le filtre
EnKF, le filtre EnKF du second ordre et le filtresingular
evolutive interpolated Kalman(SEIK) pour reconstruire
la trajectoire d’́etat du syst̀eme de Lorenz dansR3 quand
on ne dispose que d’une observation bruitée dansR.
Ici, nous proposons de comparer le filtre EnKF avec deux
filtres particulaires (filtrebootstrap et filtre sequential
importance resampling(SIR)). Le filtrebootstrap est la
version la plus simple des filtres particulaires et on peut
la voir comme une extension directe du filtre EnKF. Le
filtre SIR permet de ŕesoudre des problèmes pośes par le
filtre bootstrap. Nous comparons les performances des

trois filtres pour l’estimation d’une trajectoire de l’oscil-
lateur de Lorenz dont l’observation est discrète et bruit́ee.
A notre connaissance il n’existe pas de résultat sur l’uti-
lisation du filtre SIR pour le mod̀ele de Lorenz. De plus,
la variance des estimateurs proposés est comparée à la
borne de Cramer-Rao correspondante ce qui n’a jamais
ét́e publíe pŕećedemment.
Dans la section 2, nous présentons brièvement les filtres
que nous allons comparer dans un cadre géńeral : le filtre
EnKF, le filtrebootstrapet le filtre SIR. Puis, dans la sec-
tion 3, nous introduisons la borne de Cramer-Rao. Enfin
dans la section 4, nous décrivons la mise en oeuvre des
filtres pour l’oscillateur de Lorenz, le calcul de la borne
de Cramer-Rao et nous commentons les résultats obtenus.

2 DESCRIPTIONS DES FILTRES

Dans un premier temps, nous décrivons, dans un cadre
géńeral, les filtres dont les propriétes sont́evalúees plus
loin.

2.1 Généralit és
Consid̀erons le syst̀eme dynamique discret suivant :

xk = f(xk−1) + wk (1)

yk = Hxk + vk (2)

oùxk ∈ R
n repŕesente le vecteur d’étatà l’instantk, f est

une fonction non lińeaire etH est un oṕerateur lińeaire.
Les bruitswk ∈ R

n et vk ∈ R
d sont des bruits blancs de

loi pk(dw) et qk(v)dv. Ils sont ind́ependants de la condi-
tion initiale x0 distribúee suivant la loiµ0(dx). Les ob-
servationsyk ∈ R

d sont ind́ependantes entre elles condi-
tionnellement̀a l’état cach́exk.
On peut consid́erer ce mod̀ele comme un mod̀ele de Mar-
kov cach́e òu les états cach́es{xk} forment une châıne
de Markov et les observations{yk} vérifient l’hypoth̀ese
de canal sans ḿemoire. Le probl̀eme de filtrage consiste
alors à estimer le vecteur aléatoirexk connaissant une
suite d’observationsy0:k = (y0, . . . , yk).
Selon le crit̀ere de minimum de variance, l’estimateur
optimal pour ce problème est l’esṕerance conditionnelle
E[xk|y0:k]. Il est possible de calculer cette moyenne
conditionnelle, en utilisant le filtre bayésien optimal
[LeGland, 2004]. Sońequation est facilèa écrire, mais
il est en ǵeńeral impossible de la résoudre, sauf dans le
cas particulier des systèmes lińeaires gaussiens, où elle se



ramène aux́equations connues du filtre de Kalman-Bucy.
Dans le cas ǵeńeral, on a recours̀a des approximations
numériques de type Monte Carlo.
L’id ée des ḿethodes d’assimilation de données
séquentielles (ADs) de type Monte Carlo est d’ap-
procher la moyenne conditionnelleE[xk|y0:k] par une
esṕerance empirique calculée à partir d’un ensemble
de N particules. Les particules sont soumisesà un
mécanisme d’́evolution en deux́etapes :
Etape de pŕediction - Les particules explorent l’espace
d’état de façon ind́ependante selon l’équation d’́etat (1).
Etape de correction -Lorsqu’une observation est dis-
ponible, les particules sont corrigées de façonà se
’rapprocher’ de l’observation. L’étape de correction est
illustrée, pour les trois filtreśetudíes, figures 4 et 5.
Les variations entre les différents filtres viennent de la
façon dont on ŕealise leśetapes de prédiction et de cor-
rection.

2.2 Algorithmes des filtres
Avant d’écrire les algorithmes des filtres, il est nécessaire
d’introduire quelques notations.
La moyenne et la variance de la variable aléatoirexk|y0:k

sont not́ees respectivement

xa
k = E[xk|y0:k] (3)

P a
k = E[(xa

k − xk)(xa
k − xk)T |y0:k] (4)

On d́efinit également les quantités suivantes

xf
k = E[xk|y0:k−1] (5)

P f
k = E[(xa

k − xk)(xa
k − xk)T |y0:k−1] (6)

qui décrivent respectivement la moyenne et la variance
de la variable aĺeatoirexk|y0:k−1. Les indicesf et a

repŕesentent respectivement l’état pŕedit (forecast) et cor-
rigé (analysed).

2.2.1 Filtre Kalman d’Ensemble (EnKF)
Supposons quewk etvk sont des bruits blancs gaussiens

pk(dw) = N (0, Qk)

qk(dv) = N (0, Rk)

et que la loi initiale est aussi gaussienne

µ0(dx) = N (0, P0)

où N (µ, σ) repŕesente la loi de Gauss de moyenneµ et
de varianceσ.
Dans le filtre EnKF, l’́etape de pŕediction se fait d’apr̀es
l’ équation d’́etat (1) et l’́etape de correction est réaliśee
comme dans le filtre de Kalman en calculant une
moyenne pond́eŕee entre la position de l’observation et
la position des particules donnée par l’́equation d’obser-
vation (2).
La figure 4 et 5 illustrent des itérations des filtres pour
le mod̀ele de Lorenz. On voit en particulier comment les
particules ŕeparties autour du lobe le plus bas sont cor-
rigées et se regroupent autour de l’observation courante
qui est repŕesent́ee par l’intersection entre les 3 droites.

Initialisation - pouri = 1, . . . , N

- géńererxa,i
0 ∼ N (0, P0).

Pourk ≥ 1

Prédiction - pouri = 1, . . . , N
- géńererwi

k ∼ N (0, Qk)

- xf,i
k = f(xa,i

k−1
) + wi

k

- xf
k ≈ 1

N

∑N

i=1
xf,i

k

- P f
k ≈ 1

N−1

∑N

i=1
[(xf,i

k − xf
k)(xf,i

k − xf
k)T ]

Correction - pouri = 1, . . . , N
- géńerervi

k ∼ N (0, Rk)

-R̃k = 1

N

∑N

i=1
(vi

k)(vi
k)T

-Kk = P f
k HT (HP f

k HT + R̃k)−1

-xa,i
k = xf,i

k + Kk[yk − Hxf,i
k + vi

k]

TAB . 1 – Filtre EnKF

Quand la fonctionf dans le syst̀eme dynamique est
linéaire, alors [Evensen, 2003] affirme que le filtre EnKF
converge exactement vers le filtre de Kalman-Bucy quand
N tend vers l’infini.
Le principal inconv́enient du filtre EnKF est qu’il
nécessite de calculer des produits de matrices pour ob-
tenir le gain de Kalman

Kk = P f
k HT (HP f

k HT + R̃k)−1

où l’indice T repŕesente la transposée de la matrice.
Ainsi dès que la dimensionn du vecteur d’́etat xk est
grande, par exemplen = 105 pour les mod̀eles physiques
de l’océan,Pk, R̃k sont des matrices de très grande di-
mension et le côut de calcul est important.

2.2.2 Filtrebootstrap
Dans les algorithmes reposant sur des techniques
d’échantillonnage d’importance, on s’affranchit des
produits de matrices.

Dans l’algorithmebootstrap, l’ étape de pŕediction est
réaliśee comme pour le filtre EnKF d’après l’équation
d’état (1). Dans l’́etape de correction aussi appelée
étape de śelection, l’ad́equation de chaque particule avec
l’observation est́evalúee gr̂aceà la fonction de vraisem-
blance : un poidsωi

k proportionnelà la vraisemblance
est affect́e à chaque particulexf,i

k , et les particules sont
éliminées ou dupliqúees selon la valeur de leur poids,
autrement dit les particules corrigées sont calculées en
simulant N nouvelles particules selon la loi mélange∑N

i=1
ωi

kδ
x

f,i

k

(dx), où δ est la mesure de Dirac.

Cetteétape de śelection constitue une aḿelioration signi-
ficative par rapport̀a l’algorithmesequential importance
sampling(SIS), dans lequel on se contente d’accumuler
les poids au cours du temps. On constate dans ce cas un
phénom̀ene de d́eǵeńerescence des poids, puisque seules
quelques particules conservent un poids significatif et
contribuent utilement̀a l’estimation [Doucet et al. 2000].
Même avec l’́etape de śelection, il peut ńeanmoins arri-
ver que la plupart des particules disponiblesà l’issue de
l’ étape de pŕediction recoivent un poids trop faible, de



Initialisation - pouri = 1, . . . , N

- géńererxf,i
0 ∼ µ0(dx).

pouri = 1, . . . , N

-ωi
0 ∝ q0(y0 − Hxf,i

0 ).
- géńererxa,i

0 ∼
∑N

j=1
ωj

0δx
f,i
0

.

A tout instantk ≥ 1

Prédiction - pouri = 1, . . . , N
- géńererwi

k ∼ pk(dw)

- xf,i
k = f(xa,i

k−1
) + wi

k

Śelection - pouri = 1, . . . , N

- ωi
k ∝ qk(yk − Hxf,i

k ).
- géńererxa,i

k ∼
∑N

j=1
ωj

kδ
x

f,i

k

.

TAB . 2 – Filtrebootstrap

sorte que le ŕe–́echantillonnage ne concerne finalement
que quelques particules. Ce phénom̀ene est tr̀es clair sur
l’exemple des figures 4 et 5. Deux solutions ontét́e pro-
pośees [Arulampalam, et al. 2002] :

1. choisir la densit́e d’importance telle que la va-
riance des poids d’importance soit minimale.
[Doucet et al. 2000] a montré que le choix optimal
de la densit́e d’importance est la fonction de distri-
bution de probabilit́e dexk sachant(xk−1, yk).

2. redistribuer les particules : on donne une mesure de

géńerationNeff =
N

1 + V ar(ωi
k)

. Si Neff est plus

petit qu’une constante fixéeNT , c’està dire que les
poids sont tr̀es deśequilibŕes, alors on redistribue les
particules de façoǹa obtenir un nouveau système de
particuleśequiŕeparties.

Le filtre SIR (poursequential importance resampling)
présent́e ci–dessous reprend ces idées.

2.2.3 Filtre SIR (sequential importance resampling)
Dans le filtre SIR, l’́etape de pŕediction consistèa ǵeńerer
un ensemble de particules selon une densité d’importance
qui n’est pas forćement celle qui correspond̀a l’équation
d’état et qui peut d́ependre de l’observation. L’étape de
correction est similairèa celle du filtrebootstrap, mais
on y ajoute unéetape de redistribution adaptative comme
indiqué ci-dessus.
Dans la table 3, on d́ecrit le filtre SIR dans le cas d’un
syst̀eme non lińeaire gaussien. On suppose quepk(dw)
etqk(dv) sont des lois gaussiennes centrées de covariance
Qk et Rk respectivement, avecRk inversible. On utilise
de plus la loi d’importance optimale [Doucet et al. 2000]
donńee dans ce cas par

p(xk|xk−1, yk) = N (mk,Σk)

où

Σ−1

k = Q−1

k + HT R−1

k H

mk = Σk[Q−1

k f(xk−1) + HT R−1

k yk]

Les deux filtresbootstrap et SIR sont tr̀es simplesà
mettre en oeuvre, ils ne nécessitent pas d’opération sur

Initialisation - pouri = 1, . . . , N

- géńererxf,i
0 ∼ µ0(dx).

- ωi
0 ∝ q0(y0 − Hxf,i

0 ).
Si Neff < NT , alors pouri = 1, . . . , N

- géńererxa,i
0 ∼

∑N

j=1
ωj

0δx
f,i
0

.

- ωi
0 = 1/N

A tout instantk ≥ 1

Prédiction -indépendamment pouri = 1, . . . , N

- géńererxf,i
k ∼ N (mi

k,Σk)
où mi

k = Σk[Q−1

k f(xi
k−1) + HT

k R−1

k yk]
Śelection - pouri = 1, . . . , N

-ωi
k ∝ ωi

k−1p(yk|x
a,i
k−1

)

où p(yk|x
a,i
k−1

) = N (Hf(xa,i
k−1

),HQk−1H
T + Rk)

Si Neff < NT , alors pouri = 1, . . . , N

- géńererxa,i
k ∼

∑N

j=1
ωj

kδ
x

f,i

k

- ωi
k = 1/N .

TAB . 3 – Filtre SIR

des matrices de grande dimension. De plus, ils convergent
vers le filtre baýesien optimal lorsque le nombreN de
particules tend vers l’infini [Crisan et Doucet 2002].

3 BORNE DE CRAMER-RAO

Pour évaluer les performances des filtres, dans les cas
d’école òu le syst̀eme (1)-(2) est parfaitement connu, il
est classique de comparer les erreurs en moyenne qua-
dratique des estimateurs de l’état induit par chacun des
filtres. Il est alors int́eressant de comparer ces erreurs
à la borne de Cramer-Rao (CRLB) qui est une borne
inférieure pour l’erreur en moyenne quadratique des esti-
mateurs baýesiens.

3.1 Cas ǵenéral
Consid̀erons de nouveau le système (1)-(2). Six̂a

k est
un estimateur du vecteur d’étatxk sachant l’observation
y0:k, alors la matrice de covariance de l’estimateurx̂a

k,
not́eeCk, admet une borne inférieureJ−1

k :

Ck = E[(x̂a
k − xk)(x̂a

k − xk)T ] ≥ J−1

k (7)

La matriceJk est la matrice d’information, de dimension
n × n.

[Tichavsky et al., 1998] propose un algorithme récursif
pour calculer la matrice d’informationJk

Jk+1 = D22
k − D21

k (Jk + D11
k )−1D12

k (8)

avec

D11
k = −E{∇xk

[∇xk
log p(xk+1|xk)]T }

D21
k = −E{∇xk

[∇xk+1
log p(xk+1|xk)]T }

D12
k = [D21

k ]T

D22
k = −E{∇xk+1

[∇xk+1
log p(xk+1|xk)]T }

−E{∇xk+1
[∇xk+1

log p(yk+1|xk+1)]
T }.

où E{.} repŕesente l’esṕerance en fonction dexk, xk+1 et
yk+1.∇xk

est la d́erivée partielle d’ordre 1 en fonction de



xk. Le sch́ema (8) d́emarre avec la matrice d’information
initiale J0 :

J0 = E{[∇x0
log p0(x0)][∇x0

log p0(x0)]
T }

où E{.} repŕesente l’esṕerance en fonction dex0, et p0

repŕesente la densité dex0.

3.2 Cas d’un mod̀eleà bruit gaussien
Lorsque les bruits{wk} et {vk} du syst̀eme (1)-(2)
sont de loi gaussienneµ0(dx) = N (0, P0), pk(dw) =
N (0, Qk) et qk(dv) = N (0, Rk), avecP0, Qk et Rk in-
versibles, alors l’́ecriture deD11

k ,D21
k ,D22

k et J0 se sim-
plifie et on obtient [Ristic et al., 2004]

J0 = P−1
0

D11
k = E{FT

k Q−1

k Fk} (9)

D12
k = E{FT

k }Q−1

k (10)

D22
k = Q−1

k + HT R−1

k H

où Fk = [∇xk
fT (xk)]T est le jacobien def(xk) évalúe

à la vraie valeur dexk. On remarque que dans ce cas, le
calcul de la borne de Cramer-Rao est similaireà celui du
filtre de Kalman lińeariśe.

4 APPLICATION

4.1 Modèle de Lorenz
L’oscillateur (11) introduit par Lorenz en 1963
[Lorenz, 1963] est un modèle simplifíe qui repŕesente
un écoulement de fluide particulier. Il est célèbre pour
son comportement chaotique et sa dynamique fortement
non linéaire. La figure 4 montre une trajectoire de
Lorenz. Il est courament utilisé pour valider les ḿethodes
d’assimilation de donńees car il permet notamment de
reproduire l’impŕedictabilit́e de l’́evolution des systèmes
mét́eorologiques. Le système de Lorenz s’écrit en temps
continu :






ẋt = σ(yt − xt) + ẇx
t

ẏt = ρxt − yt + xtzt + ẇy
t

żt = xtyt − βzt + ẇz
t

(11)

où ẋt repŕesente la d́erivé dext par rapport au temps. On
choisit habituellementσ = 10, ρ = 28, β = 8/3. Les
bruits{wt} sont ind́ependants et tels que

Pour touta, b,
∫ b

a

ẇtdt = (b − a)W

avecW une variable aĺeatoire gaussienne centrée de va-
rianceQ.
Nous supposons que nous disposons d’une suite d’obser-
vations bruit́es{Yk∆t}k=1,···,n, Yk∆t ∈ R

3 des trois com-
posantes d’un oscillateur de Lorenz et nous cherchonsà
reconstruire la trajectoire d’état correspondante.

4.2 Discŕetisation du syst̀eme dynamique
Pour appliquer les filtres décrits plus haut, il est
nécessaire de discrétiser le syst̀eme (11) qui repŕesente
l’ équation d’́etat. Pour cela diff́erents sch́emas

numériques peuventêtre utiliśes. Ici, nous avons
choisi un sch́ema d’Euler pour sa simplicité mais aussi
parce que ce schéma se parallélise facilement ce qui
permet de ŕeduire les côuts de calcul. Un point d́elicat
dans la discŕetisation est la prise en compte des bruits
aléatoires{ẇt}.

Une premìere solution consistèa ŕesoudre l’́equation de
Lorenz ordinaire (i.e. sans bruit) entre deux temps d’ob-
servation successifstk = k∆t et tk+1 = (k + 1)∆t avec
un pas de temps∆τ � ∆t et d’ajouter,à chaque temps
tk, un bruit gaussieǹa la solution nuḿerique. On notera
ce sch́ema EDO dans la suite.
Une seconde solution consisteà ŕesoudre nuḿeriquement
l’ équation diff́erentielle stochastique et doncà ajouter
un bruit aĺeatoire à chaque pas de temps du schéma
numérique. Ce sch́ema sera noté EDS dans la suite.

4.3 Calcul de la borne de Cramer-Rao
En pratique, calculer la borne de Cramer-Rao revientà
évaluer les esṕerances dans (9) et (10). Une approxima-
tion Monte Carlo est utiliśee, des ŕealisations du vecteur
d’état sont simuĺees et not́ees{xi

k, i = 1, . . . ,M}, puis
les esṕerances dans (9) et (10) sont approchées par les
moyennes empiriques

D11
k ≈

1

M

M∑

i=1

(F i
k)T Q−1

k F i
k

D12
k ≈

1

M

M∑

i=1

(F i
k)T Q−1

k

avecF i
k = [∇xk

fT (xi
k)]T le jacobien def(xk) évalúe

enxi
k.

De la m̂eme façon, la matrice de covarianceCk dans
l’ équation (7) est estiḿee empiriquement̀a partir deM
réalisations dêxa,i

k etxi
k :

Ck ≈
1

M

M∑

i=1

(x̂a,i
k − xi

k)(x̂a,i
k − xi

k)T

Pour comparer, l’erreur en moyenne quadratique des es-
timateurs avec la borne de Cramer-Rao, on est amené à
comparer 2 matrices. Nous avons choisi de comparer les
traces des matrices :

E[(x̂a
k − xk)T (x̂a

k − xk)] ≥ tr(J−1

k ) (12)

où tr(.) est l’oṕeration trace de la matrice.

4.4 Résultats
Pourétudier les performances des filtres, nous géńerons,
avec un sch́ema d’Euler EDO (resp. EDS), une tra-
jectoire du mod̀ele de Lorenz que nous considérons
comme la trajectoire de référenceà estimer. La figure
4 montre une trajectoire de l’oscillateur de Lorenz avec
pour condition intiale(1.508870,−1.531271, 25.46091).
Le sch́ema d’Euler est appliqúe avec un pas de temps
∆τ = 0.005.
Nous disposons320 observations qui sont réparties
régulìerement sur l’intervalle[0, 160]. Les observations
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FIG. 1 – Variances des estimateurs et borne de Cramer-
Rao -Q = I, R = I, Haut : EDO. Bas : EDS. ...boots-
trap , .- SIR, — EnKF, - - - borne de Cramer-Rao.
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FIG. 2 – Variances des estimateurs et borne de Cramer-
Rao -Q = 25I, R = 25I, Haut : EDO. Bas : EDS. ...
bootstrap, .- SIR, — EnKF, - - - borne de Cramer-Rao.

sont simuĺees à partir de la solution de référence en
ajoutant un bruit gaussien centré de varianceI3,3 aux
valeurs de l’́etat (Figure 1) et25I3,3 (Figure 2). On
note In,n la matrice identit́e surRn,n. Dans le premier
cas, l’erreur du mod̀ele est un bruit gaussien centré de
varianceQ = I3,3 et dans le second cas de variance
Q = 25I3,3.

Pour comparer les performances des filtres, 100 trajec-
toires du mod̀ele de Lorenz ont́et́e simuĺees et ŕeestiḿees
en utilisant les trois filtres avec 100 particules. Les figures
1 à 3 montrent l’erreur en variance des estimateurs ainsi
que la trace de la borne de Cramer-Rao pour les deux
sch́emas de discrétisation EDO et EDS. Pour faciliter les
comparaisons, l’erreur en variance est approchée par la
formule de l’́equation (12). Nous avons vérifié que les
biais sont nuls. Avant de discuter les figures, il faut re-
marquer que le temps de calcul nécessaire pour le filtre
EnKF est en moyenne 3 fois plus important que celui des
filtres SIR etbootstrap pour l’oscillateur de Lorenz.
Le fait de consid́erer uneéquation diff́erentielle ordi-
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FIG. 3 – Variances des estimateurs et borne de Cramer-
Rao - EDO, Haut :Q = I, R = 25I. Bas :Q = 25I,
R = I . ... bootstrap, .- SIR, — EnKF, - - - borne de
Cramer-Rao.

naire ou stochastique ne modifie pas l’ordre de l’erreur
en moyenne quadratique.
Les figures 1 et 2 montrent que dans tous les cas les per-
formances des filtres SIR et EnKF sont similaire. Pour ces
deux filtres l’erreur en moyenne quadratique, entre la tra-
jectoire estiḿe et la trajectoire de référence, est proche
de la borne de Cramer Rao. En revanche, on observe
que le filtre bootstrapsemble inadapté dans le cas òu
les variances sont faibles. Ce phénom̀ene peut s’expli-
quer par le fait qu’apr̀es l’étape de pŕediction les parti-
cules peuvent toutes se trouver sur un des lobes et alors
que l’observation est sur l’autre lobe. L’étape de correc-
tion du bootstrap ne permet pas de déplacer les particules
et on observe donc une forte erreur. Lorsque la variance
de l’équation d’́etat est forte, le risque de se trouver dans
cette situation est moins important car les particules sont
plus disperśees.
La figure 3 donne les résultats obtenus par un schéma
EDO dans les cas où le rapport de la variance de
l’ équation d’́etat sur la variance de l’équation d’observa-
tions est1/25 (haut) puis25 (bas). On remarque que dans
le cas òu on a une force incertitude sur les observations,
les erreurs en moyenne quadratique s’éloignent significa-
tivement de la borne de Cramer-Rao. On constate l’in-
verse lorsque qu’on a une forte confiance dans les obser-
vations. En effet dans ce dernier cas, les observations sont
proches de la trajectoire de référence et,̀a chaquéetape
d’assimilation, l’observation attire fortement le nuage de
particules.

5 CONCLUSION

Dans ce papier, nous comparons trois méthodes usuelles
d’assimilation de donńees śequentielle pour estimer la
trajectoire d’un oscillateur de Lorenz dont l’observation
est discr̀ete et bruit́ee. On met eńevidence que les filtres
EnKF et SIR ont des performances similaires. Ces deux
filtres conduisent̀a une erreur en moyenne quadratique
très proche de la borne de Cramer-Rao, ce qui peutêtre



consid́eŕe comme un crit̀ere d’optimalit́e. Il est surprenant
d’observer que le filtrebootstrapconduit à une erreur
en moyenne quadratique plus importante, en particulier
quand les variances d’état et d’observation sont faibles.
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FIG. 4 – Trajectoire de Lorenz et particules du filtre
SIR(haut),bootstrap(milieu) et EnKF(bas) avant l’étape
de correction.



−20

−10

0

10

20

−30

−20

−10

0

10

20

30
0

10

20

30

40

50

−20

−10

0

10

20

−30

−20

−10

0

10

20

30
0

10

20

30

40

50

−20

−10

0

10

20

−30

−20

−10

0

10

20

30
0

10

20

30

40

50

FIG. 5 – Trajectoire de Lorenz et particules du filtre
SIR(haut),bootstrap(milieu) et EnKF(bas) après l’étape
de correction.


