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Résun® : Dans ce papier, nous comparons les perfor-

mances de plusieurs algorithmes classiques d’assimila-

tion de donges pour le mogle de Lorenz. Ce made a

la particularié d’étre fortement non ligaire et chaotique.
Nous introduisons de plus la borne de Cramer-Rao qui
repiesente d'une certaine fagon la plus faible erreur d’es-
timation qu'on peut eggrer atteindre pour un praizhe
d’assimilation dona.
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1 INTRODUCTION

L'objectif de cet article est de comparer degthodes
d’assimilation de donges de type Monte Carlo pour le
mockle de Lorenz. On s'iéresse en particulier au filtre
de Kalman d’ensemble, qui esé#r utili€ notamment en
physique des @@ans, et deux versions du filtre particu-
laire, qui aéte cevelope plus recemment et qui est utdis
par exemple en navigation.

Le mockle de Lorenz constitue un cas tesémssant car
c’est un oscillateur chaotique et fortement noreéire.

Il est souvent utilié dans la littrature pour tester les
méthodes d’assimilation de doaes. Pour un historique
complet de l'utilisation du mogle de Lorenz en as-
similation de donées &quentielles, on peut se repor-
ter & [Evensen, 1997]. Les articles les plus marquants
sont [Miller et al., 1994] qui compare les progiés du
filtre de Kalmanétendu et de la &thode variation-
nelle, [Evensen, 1997] qui reprend leéme exemple
pour évaluer les performances du filtre de Kalman
d’ensemble (EnKF), du lisseur de Kalman d’ensemble
et d'une néthode d'optimisation et, plus recemment,
[Pham, 2001] qui compare le filtreootstrap, le filtre
EnKF, le filtre EnKF du second ordre et le filtsegular
evolutive interpolated Kalma(SEIK) pour reconstruire

la trajectoire détat du systme de Lorenz darig? quand

on ne dispose que d'une observation lFaitdanR.

Ici, nous proposons de comparer le filtre EnKF avec deux
filtres particulaires (filtrébootstrap et filtre sequential
importance resamplingSIR)). Le filtre bootstrap est la
version la plus simple des filtres particulaires et on peut
la voir comme une extension directe du filtre EnKF. Le
filtre SIR permet deé&soudre des probies poss par le
filtre bootstrap. Nous comparons les performances des

trois filtres pour I'estimation d’'une trajectoire de I'oksci
lateur de Lorenz dont I'observation est diser et bruige.

A notre connaissance il n'existe pas @sultat sur I'uti-
lisation du filtre SIR pour le magle de Lorenz. De plus,

la variance des estimateurs propssst compée a la
borne de Cramer-Rao correspondante ce qui n'a jamais
été publié peccdemment.

Dans la section 2, nous gsentons bévement les filtres
que nous allons comparer dans un cadneeeal : le filtre
EnKF, le filtrebootstrapet le filtre SIR. Puis, dans la sec-
tion 3, nous introduisons la borne de Cramer-Rao. Enfin
dans la section 4, nousdrivons la mise en oeuvre des
filtres pour 'oscillateur de Lorenz, le calcul de la borne
de Cramer-Rao et nous commentons &suitats obtenus.

2 DESCRIPTIONS DES FILTRES

Dans un premier temps, nougativons, dans un cadre
géréral, les filtres dont les progates sonévallees plus
loin.

2.1 Geréralités
Consicerons le sysime dynamique discret suivant ;

@)
)

ouz; € R" repiesente le vecteur étata l'instantk, f est
une fonction non ligaire etd est un ograteur lirgaire.
Les bruitsw;, € R” etv;, € R? sont des bruits blancs de
l0i pi(dw) etqx(v)dv. lls sont independants de la condi-
tion initiale xo distriblée suivant la lojug(dx). Les ob-
servationgy, € R¢ sont incépendantes entre elles condi-
tionnellementa I'état cack zy,.

On peut considrer ce modle comme un magle de Mar-
kov cacle al lesétats cachs {z;} forment une chime
de Markov et les observatiodgy } vérifient I'hypottese
de canal sans @moire. Le prol#me de filtrage consiste
alors a estimer le vecteur @htoirez;, connaissant une
suite d’observationsgy., = (yo,-- -, Uk)-

Selon le criere de minimum de variance, I'estimateur
optimal pour ce proléime est I'esprance conditionnelle
E[zk|yo.x])- Il est possible de calculer cette moyenne
conditionnelle, en utilisant le filtre bagien optimal
[LeGland, 2004]. Sorequation est facilé écrire, mais

il est en gréral impossible de laésoudre, sauf dans le
cas particulier des sy&ines lireaires gaussiensy@lle se

f(l‘k_1) + wg
Haxp + vy
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ramene auxequations connues du filtre de Kalman-Bucy.
Dans le cas @réral, on a recoura des approximations
nunmériques de type Monte Carlo.

Lidéee des rathodes d'assimilation de dodes
sequentielles (ADs) de type Monte Carlo est d'ap-
procher la moyenne conditionnel[z|yo.x] par une
esferance empirique calceg a partir d'un ensemble
de N particules. Les particules sont soumis&sun
mécanisme dvolution en deusktapes :

Etape de pediction - Les particules explorent I'espace
d’état de facon inéjpendante selondfuation détat (1).
Etape de correction Lorsqu’une observation est dis-
ponible, les particules sont corégs de facoma se
‘rapprocher’ de I'observation. Etape de correction est
illustrée, pour les trois filtredtudes, figures 4 et 5.

Les variations entre les défents filtres viennent de la
facon dont on g¢alise lesttapes de @diction et de cor-
rection.

2.2 Algorithmes des filtres

Avant d’écrire les algorithmes des filtres, il e€tagssaire
d’introduire quelques notations.

La moyenne et la variance de la variableabirex |yo.x
sont noées respectivement

x% E[xk|y0k} (3)

P = E[(z§ — ) (z§ — 21) 7 |yox] (4)
On cefinit également les quardi$ suivantes

af = Elzklyon—1] ()

Pl = Bl —20) (@ — 2)  |yor_i] (6)

qui decrivent respectivement la moyenne et la variance
de la variable @atoire z|yo.,_1. Les indices’ et @
repesentent respectivemenétat pedit (forecast) et cor-
rigé (analysed).

2.2.1 Filtre Kalman d’Ensemble (EnKF)
Supposons que, etwv, sont des bruits blancs gaussiens

pr(dw) N(0,Qx)
qk(dv) = N(O, Rk)

et que la loi initiale est aussi gaussienne
po(dz) = N(0,Fp)

ou N (u, o) repesente la loi de Gauss de moyennet

de variancer.

Dans le filtre EnKF, letape de pidiction se fait d'aps

I’ équation détat (1) et letape de correction estalige
comme dans le filtre de Kalman en calculant une
moyenne pongee entre la position de I'observation et
la position des particules doee par lequation d'obser-
vation (2).

La figure 4 et 5 illustrent desétations des filtres pour
le mockle de Lorenz. On voit en particulier comment les
particules eparties autour du lobe le plus bas sont cor-

Initialisation - pouri =1,..., N
- gérererzy" ~ N (0, Pp).
Pourk > 1

Prédiction - pouri =1,.. .,
- générerw}c ~ N(0,Qr)
_xk —f(lel)"‘w;f
'ka NZ 133k e o ;
- Pl ~ § Zz:l[( ) ()t — )]
Correction -pouri=1,...,N

- g’eriererv,'C ~ N(0, Ry,)

-Ry = ~ 27, 1(”k)(”k>T

-Ky = P/ HT(HPf HT + Ry)~ !

-mk = xk '+ Kilye — Ha:kl +vi]

N

TAB. 1 — Filtre EnKF

Quand la fonctionf dans le systme dynamique est
linéaire, alors [Evensen, 2003] affirme que le filtre EnKF
converge exactement vers le filtre de Kalman-Bucy quand
N tend vers l'infini.

Le principal inconenient du filtre EnKF est qu'il
nécessite de calculer des produits de matrices pour ob-
tenir le gain de Kalman

K, =P/HT(HP/H” + R;,)™*

ol I'indice T represente la transpés de la matrice.
Ainsi dés que la dimension du vecteur cetatx;, est
grande, par exemple = 10° pour les modles physiques
de l'octan, P, R;, sont des matrices de&s grande di-
mension et le cat de calcul est important.

2.2.2 Filtrebootstrap
Dans les algorithmes reposant sur des techniques
d’échantillonnage d'importance, on s’affranchit des
produits de matrices.

Dans I'algorithmebootstrap, I'étape de pdiction est
réalie comme pour le filtre EnKF d'aps I'équation
d'état (1). Dans Btape de correction aussi appel
étape ded@lection, I'acdkquation de chaque particule avec
I'observation esévallee gacea la fonction de vraisem-
blance : un poidsvi proportionnela la vraisemblance
est affeck a chaque particulei’i, et les particules sont
éliminées ou dupligées selon la valeur de leur poids,
autrement dit les particules coréigs sont calcékes en
simulant N nouvelles particules selon la loielange
PR w,@éwﬁ,f (dx), ou é est la mesure de Dirac.

Cetteétape de@&@ection constitue une atioration signi-
ficative par rappora I'algorithmesequential importance
sampling(SIS), dans lequel on se contente d’accumuler
les poids au cours du temps. On constate dans ce cas un
phenonene de dgerérescence des poids, puisque seules
quelques particules conservent un poids significatif et
contribuent utilemena I'estimation [Doucet et al. 2000].
Méme avec Btape de &lection, il peut Banmoins arri-

rigées et se regroupent autour de I'observation courante ver que la plupart des particules disponibdekissue de

qui est repesenge par l'intersection entre les 3 droites.

I'étape de pdiction recoivent un poids trop faible, de



Initialisation - pouri =1,...
- gerererz)’ ~ po(dz).
pour:=1,...,N

-wh X go(Yo — Hal?"). .

- gérererag’ ~ 0, wid, g
Atoutinstantk > 1
Prédiction - pouri = 1,..., N
- gérérerwj, ~ pi(dw)

- xﬁ’l = f(ap")) + wi,
Slection -pouri =1,..., N
- wi, X qk(yk_ — ka’l). .

- gérérerzy’ ~ Y | w10, 10

N

TAB. 2 — Filtrebootstrap

sorte que le @&&échantillonnage ne concerne finalement
gue quelques particules. Cegstonene est &s clair sur
I'exemple des figures 4 et 5. Deux solutions été pro-
poses [Arulampalam, et al. 2002] :

1. choisir la densé# d'importance telle que la va-
riance des poids dimportance soit minimale.
[Doucet et al. 2000] a mor#rque le choix optimal
de la dens#& d'importance est la fonction de distri-
bution de probabilé dex), sachantxy_1,yx).

2. redistribuer les particules : on donne une mesure de

N
———. Si N.g est plus
1+ Var(wy) i P

petit qu’'une constante fde N7, c’esta dire que les
poids sont tés deéquilibrés, alors on redistribue les
particules de fagcoa obtenir un nouveau syshe de
particulesequileparties.

Le filtre SIR (poursequential importance resampling
présené ci—-dessous reprend ceg@s.

gérération Nog =

2.2.3 Filtre SIR g¢equential importance resampljng
Dans le filtre SIR, letape de @diction consist@ gerérer

un ensemble de particules selon une dérditmportance
qui n’est pas forement celle qui corresporal’ €quation
d’'état et qui peut &pendre de I'observation. éfape de
correction est similaire celle du filtrebootstrap, mais
on y ajoute uné&tape de redistribution adaptative comme
indigué ci-dessus.

Dans la table 3, oné&trit le filire SIR dans le cas d’'un
syséme non ligaire gaussien. On suppose quédw)
etgy (dv) sont des lois gaussiennes cées de covariance
Q. et Ry, respectivement, avek;, inversible. On utilise
de plus la loi d'importance optimale [Doucet et al. 2000]
donrée dans ce cas par

p(rr|re—1,y6) = N(my, Ei)
ou
o=

mg =

Q' +H'R,'H
Skl f(wp—1) + HY Ry My

Les deux filtresbootstrap et SIR sont tés simplesa
mettre en oeuvre, ils neéoessitent pas d'@pation sur

Initialisation -pouri =1,..., N
- gerererz! ~ po(dx).
- wh o qo(yo — Halh).
SiNgfy < Np,alorspouri =1,...,N
L Ji N j
- gererermg DI wgéw({,i.
-wy=1/N
Atout instantk > 1
Prédiction -independamment pour=1,..., N
- gerererz)’ ~ N(mi, )
olmj, = Bk[Qy " f(x},_1) + H{ By 'y
Stlection - pouri = 1,...,N
-wj, X Wi p(Yrlry’y) _
ou p(yxlzy" ) = N(Hf(xy"y), HQr-1H” + Ry,)
SiNgsy < Np,alorspouri =1,...,N
- gérérerzy’ ~ O Wi g
. k
-wl =1/N.

TAB. 3 — Filtre SIR

des matrices de grande dimension. De plus, ils convergent
vers le filtre bagsien optimal lorsque le hombiE€ de
particules tend vers l'infini [Crisan et Doucet 2002].

3 BORNE DE CRAMER-RAO

Pour évaluer les performances des filtres, dans les cas
d’école ai le syseme (1)-(2) est parfaitement connu, il
est classique de comparer les erreurs en moyenne qua-
dratique des estimateurs détht induit par chacun des
filtres. Il est alors irtressant de comparer ces erreurs
a la borne de Cramer-Rao (CRLB) qui est une borne
inférieure pour I'erreur en moyenne quadratique des esti-
mateurs bagsiens.

3.1 Cas @néral

Consicerons de nouveau le sgshe (1)-(2). Siz§ est
un estimateur du vecteuré&tatz;, sachant I'observation
yo:x, alors la matrice de covariance de I'estimatefr
notteC),, admet une borne i'afieureJk—1 :

Cr = B[(@} — xp) (@} —2p)"] = T 7
La matriceJ;, est la matrice d’'information, de dimension

n xn.

[Tichavsky et al., 1998] propose un algorithm&cursif
pour calculer la matrice d’'informatios,

Ji1 = DF2 = DE(Ji + DI 7' Df? ®
avec

Dyt = —E{V,,[Vs, logp(zpi1lzr)]”}

D = —E{V,,[Va,,, logp(assi|ee)]}

D = [DF”

D¥ = —E{Vu,,[Vaer., logp(zpii]zi)]’}

_]E{VIIC+1 [vzk+1 1ng(yk+1 |xk+1)]T}'

ouE{.} repesente I'esprance en fonction de;, 1 et
Yr+1. Vo, €stlacrivee partielle d’ordre 1 en fonction de



x1. Le sclema (8) @marre avec la matrice d’information
initiale Jj :

Jo = E{[V, log po(20)] [V, log po(0)] "}

ou E{.} repésente I'esprance en fonction dey, et pg
repesente la dengtdex.

3.2 Cas d'un moctlea bruit gaussien

Lorsque les bruits{w;} et {vy} du syseme (1)-(2)
sont de loi gaussienngy(dz) = N(0, Py), px(dw) =
N(0,Qr) etgx(dv) = N(0, Ri), avecPy, Qi et Ry in-
versibles, alors Bcriture deD}!, D?!, D?? et J, se sim-
plifie et on obtient [Ristic et al., 2004]

Jo = Pyt

D' = E{FlQ,'F} 9)
Dy = E{F}Q;' (10)
D¥ = Qy'+H'R'H

ol Fy, = [V, fT(z)]T estle jacobien dg (z;) évalle

a la vraie valeur de;;,. On remarque que dans ce cas, le
calcul de la borne de Cramer-Rao est similaireelui du
filtre de Kalman lirearis.

4 APPLICATION

4.1 Modele de Lorenz

Loscillateur (11) introduit par Lorenz en 1963
[Lorenz, 1963] est un made simplifé qui repésente
un écoulement de fluide particulier. Il estlebre pour

son comportement chaotique et sa dynamique fortement

non linéaire. La figure 4 montre une trajectoire de
Lorenz. Il est courament utilspour valider les thodes
d’assimilation de donges car il permet notamment de
reproduire I'impédictabili& de I'evolution des sysimes
météorologiques. Le sysime de Lorenz g&crit en temps
continu :

@y = o(yr — x¢) + WY
U = pry — Yp + Tez + WY
Z = 24y — Ba +W§

(11)

ou &, represente la @rivé dex, par rapport au temps. On
choisit habituellement = 10,p = 28,5 = 8/3. Les
bruits {w; } sont incependants et tels que

b

Pour touta, b, / wedt = (b—a)W

avecW une variable @&atoire gaussienne cedgrde va-
rianceq.

nunériques peuventétre utili€s. Ici, nous avons
choisi un scema d’Euler pour sa simpli@tmais aussi
parce que ce séima se pardlise facilement ce qui
permet de &duire les céits de calcul. Un point &@icat
dans la disdtisation est la prise en compte des bruits
aléatoires{w; }.

Une premére solution consista résoudre equation de
Lorenz ordinaire (i.e. sans bruit) entre deux temps d’ob-
servation successifs = kAt etty; = (k + 1)At avec

un pas de tempAr < At et d'ajouter,a chaque temps
tx, un bruit gaussiea la solution nurarique. On notera
ce scleéma EDO dans la suite.

Une seconde solution consisteéésoudre nu@riqguement

I’ equation diférentielle stochastique et dorc ajouter
un bruit akatoirea chaque pas de temps du &ota
nunérique. Ce sabma sera n@EDS dans la suite.

4.3 Calcul de la borne de Cramer-Rao

En pratique, calculer la borne de Cramer-Rao revéent
évaluer les eggrances dans (9) et (10). Une approxima-
tion Monte Carlo est utilise, des &alisations du vecteur
d’'état sont simées et ndtes{z},i = 1,..., M}, puis
les esprances dans (9) et (10) sont appreeh par les
moyennes empiriques

M
D' xS (EDTQ
L
PP~ 3 G
avecF}, = [V, f"(x})]" le jacobien def(z)) évalle
enz;j.

De la nméme facon, la matrice de covarian€g dans
I'équation (7) est estige empiriquemena partir deM
reéalisations d&; " etz :

1 &L L, :
Y@ - )@ - )T

=1

Cy ~

Pour comparer, I'erreur en moyenne quadratique des es-
timateurs avec la borne de Cramer-Rao, on est @raen
comparer 2 matrices. Nous avons choisi de comparer les

traces des matrices :
E((@f — a)T (@ — o)) 2 tr(J;) (12)

ou tr(.) est 'operation trace de la matrice.

4.4 Resultats
Pourétudier les performances des filtres, noasagons,

Nous supposons que nous disposons d'une suite d'obser- avec un scéma d'Euler EDO (resp. EDS), une tra-

vations bruies{Yia¢}k=1....n, Year € R? des trois com-
posantes d’'un oscillateur de Lorenz et nous cherclons
reconstruire la trajectoire @tat correspondante.

4.2 Discretisation du syseme dynamique

Pour appliquer les filtres &trits plus haut, il est
nécessaire de disetiser le systme (11) qui re@sente
I'équation détat. Pour cela diffrents scamas

jectoire du modle de Lorenz que nous conéidns

comme la trajectoire deéférencea estimer. La figure

4 montre une trajectoire de I'oscillateur de Lorenz avec
pour condition intialg1.508870, —1.531271, 25.46091).

Le sctema d’Euler est appliquavec un pas de temps
ATt = 0.005.

Nous disposons320 observations qui sontéparties
régulierement sur l'intervalld0, 160]. Les observations
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Fic. 1 — Variances des estimateurs et borne de Cramer-

Rao-@Q = I, R = I, Haut : EDO. Bas : EDS. .boots-
trap, .- SIR, — EnKF, - - - borne de Cramer-Rao.
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FiG. 2 — Variances des estimateurs et borne de Cramer-
Rao -QQ = 251, R = 251, Haut : EDO. Bas : EDS. ...
bootstrap, .- SIR, — EnKF, - - - borne de Cramer-Rao.

sont simuéesa partir de la solution deéférence en
ajoutant un bruit gaussien ceditde variancels 3 aux
valeurs de letat (Figure 1) et25I3 3 (Figure 2). On
note I, ,, la matrice ident# surR™". Dans le premier
cas, I'erreur du mogle est un bruit gaussien centde
variance) = I3 3 et dans le second cas de variance

Q = 2515 5.

Pour comparer les performances des filtres, 100 trajec-
toires du modle de Lorenz oréte simukes etéestinees

en utilisant les trois filtres avec 100 particules. Les figure

1 a 3 montrent I'erreur en variance des estimateurs ainsi
que la trace de la borne de Cramer-Rao pour les deux
sckemas de disétisation EDO et EDS. Pour faciliter les
comparaisons, I'erreur en variance est appeechar la
formule de lequation (12). Nous avonsesifié que les
biais sont nuls. Avant de discuter les figures, il faut re-
marquer que le temps de calclidagssaire pour le filtre
EnKF est en moyenne 3 fois plus important que celui des
filtres SIR etbootstrap pour I'oscillateur de Lorenz.

Le fait de consiérer uneéquation diférentielle ordi-

20

—— Sir
Bootstrap
— EnKF
— - Borne Cramér-rao

151
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FIG. 3 — Variances des estimateurs et borne de Cramer-
Rao - EDO, Haut ©y = I, R = 251. Bas :(Q = 251,

R = 1. ..bootstrap, .- SIR, — EnKF, - - - borne de
Cramer-Rao.

naire ou stochastique ne modifie pas l'ordre de I'erreur
en moyenne quadratique.

Les figures 1 et 2 montrent que dans tous les cas les per-
formances des filtres SIR et EnKF sont similaire. Pour ces
deux filtres I'erreur en moyenne quadratique, entre la tra-
jectoire esting et la trajectoire deéférence, est proche

de la borne de Cramer Rao. En revanche, on observe
que le filtre bootstrapsemble inadagt dans le casto

les variances sont faibles. Ceégstorrene peut s’expli-
quer par le fait qu'aprs I'etape de gdiction les parti-
cules peuvent toutes se trouver sur un des lobes et alors
gue l'observation est sur I'autre lobe.étape de correc-
tion du bootstrap ne permet pas depthcer les particules

et on observe donc une forte erreur. Lorsque la variance
de I'equation détat est forte, le risque de se trouver dans
cette situation est moins important car les particules sont
plus disperses.

La figure 3 donne lesésultats obtenus par un sha
EDO dans les casiole rapport de la variance de

I’ équation détat sur la variance deduation d'observa-
tions estl /25 (haut) pui25 (bas). On remarque que dans

le cas @ on a une force incertitude sur les observations,
les erreurs en moyenne quadratiqueagnent significa-
tivement de la borne de Cramer-Rao. On constate 'in-
verse lorsque qu’on a une forte confiance dans les obser-
vations. En effet dans ce dernier cas, les observations sont
proches de la trajectoire déference eta chaquettape
d’'assimilation, I'observation attire fortement le nuage d
particules.

5 CONCLUSION

Dans ce papier, nous comparons troisthodes usuelles
d'assimilation de dorees &quentielle pour estimer la
trajectoire d’'un oscillateur de Lorenz dont I'observation
est discete et bruige. On met eevidence que les filtres
EnKF et SIR ont des performances similaires. Ces deux
filtres conduisent une erreur en moyenne quadratique
trés proche de la borne de Cramer-Rao, ce qui paet



consicere comme un crére d’optimalié. Il est surprenant
d’'observer que le filtrebootstrapconduita une erreur
en moyenne quadratique plus importante, en particulier
qguand les variances @tat et d’observation sont faibles.
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FIG. 5 — Trajectoire de Lorenz et particules du filtre
SIR(haut) bootstrap(milieu) et EnKF(bas) ajgs I'eétape
de correction.



