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Premia 18

1 Hypotheéses et données

On considere une option européenne de type call. Soient
e 15 > 0 l'origine du temps,
e Sy le prix de 'actif sous-jacent a 'instant %,
e K le prix d’exercice,
e 7' la maturité,
e 0(S,1) la volatilité de I'actif sous-jacent de prix S a la date ¢,

o V(K,T; Sy, ty,0),quel’onnotera V (K, T), le prix de 'option de prix d’exercice
K, de maturité T', a l'instant ¢y lorsque l'actif sous-jacent vaut Sy et la
volatilité vaut o,

r le taux d’intérét constant sans risque,

¢ le rendement continu constant de I’actif,
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e le prix de l'actif sous-jacent est gouverné par ’équation différentielle suiv-
ante:

ds
S

ou W est un mouvement brownien.

= (r—q)dt+o(S,t)dW (1)

Remarque 1. Contrairement a [’équation de Black-Scholes, Sy et ty sont les
parametres du problemes tandis que K et T sont les variables.

2 Formulation de PEDP de Dupire a partir de
I’équation de Fokker-Planck

S vérifie ’équation différentielle:
dS = S(r—q)dt+ So(S,t)dW.
L’équation de Fokker-Planck est donc :

7L g5, 2)

ou p(.,t) est la densité du prix du sous-jacent a la date t. Par définition, le prix
de 'option de prix d’exercice K, de maturité 7', a 'instant ¢, est:

dip(S,t) = =0s((r — q)Sp(S;t)) + dss(

V(K,T) = e~"(T10) / (S = K)4p(S, T)dS.
0

On dérive les deux cOtés par rapport a 1" en tenant compte de (2):

OWV(K, T) = —rV(K,T)+ e~ T(T—to) /OOO(S —K), [—85((7’ —q)Sp(S,T))

+0s5(30(S,T)*S%p(S, T))} ds.

Par une intégration par partie, on obtient:
OV(K,T) = —rV(K,T)—e T /K ~ 05(50(S, T)S*p(S, T))dS
e [T — g)(S — K),p(S. T)as
+K(r —q)e Tt /Koop(S, T)dS
= —rV(K,T)+e T 16K, T)K*p(K,T)
=T [7(5 — ), p(S, T)as

+K(r — q)e_T(T_tO) /Oop(S, T)dsS.
K
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Puis, grace aux égalités suivantes, apres calculs:

V(K,T) = e @) / (S = K),p(S, T)dS
0

OxV(K,T) = —e (T /Oop(S,T)dS
K
8KKV(K,T) = eir(TitO)p(K,T>
on déduit:
1
OV(K,T) = —rV(K,T)+502(K,T)K28KKV(K,T)

On obtient finalement ’'EDP:

oV ov 1, 5
T —qV—(r—q)KaK—i-Qa (K, T\K

0*V

Changement de variable logarithmique

On choisit donc le changement de variable logarithmique car il impose une con-
dition de stabilité moins contraignante. On cherche a discrétiser ’équation:

U 1 oU 1., . 0%

ar WD+ (r—at 506 D)5 0,T) - 58°(6.T)

Iy (y,T) = —qU(y,T),

avec les conditions

Ul(y,ty) = max(Sy — €, 0) pour tout y réel,
lim,, Uy, T) = Spe~1T=t0)  pour t, < T,
lim, 4o U(y, T) =0 pour to < T.

On définit I'opérateur A de la maniére suivante:

I 0*U 1

(AU)(y,T) = —50 (Z/,T)aT/Q

(AU)(y,T) = (AU)(y,T)+qU(y,T).

T+ (= g+ 3TN G (7).

Remarque 2. Le signe du coefficient (r—q+36*(y, T)) de la dérivée au premier
ordre peut varier. En effet, on a logiquement r — q < 0 car le rendement q de
Uactif risqué doit étre supérieur au rendement de ['actif sans risque. On peut
penser que v — q sera de 'ordre de 1072, 6%(y,T) sera lui aussi de l'ordre de
1072 puisque la volatilité est de 'ordre de 1071, Cette incertitude concernant le

signe nous pousse a utiliser une approrimation centrée des dérivées lors de la
discrétisation de 'EDP.
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3 Discrétisation uniforme

3.1 Discrétisation en espace

On se restreint & ¥ € [Ymin; Ymaz) €6 T € [to; Trnaz]. On obtient I’équation semi-
discrétisée suivante:

%(ya T) + AU(ya T) =0 dans ]ymin; ymam[x [tO; Tmaz]a
(E) U(ymmm T) = SOQ_Q(T_tO) siT e [t(]; Tmaz]a
U(ymam7 T) = 0 sl T € [to, Tmaz]a

Soit b = (Ymaz — Ymin)/N le pas d’espace. On pose, pour ¢ allant de 0 & N:
fi = flu)

Soit U(T) = (U(yi,T))lgiSN_} e RN, R
A chaque instant, on discrétise A par un opérateur discret Ay : u(7') € RN-1
Aru(T) € IRN1. Pour cela, on remplace

oU uiJrl(T) — ui,l(T)
7(yla T) par )
dy 2h
a—yQ(yi, T) par —* 2 .
Posons
6%(yi, T) *(y:, T)
G = T ﬁ(T—Q‘FTL
0'2 iy T
6%(yi, T) o*(yi, T)
Vi = — oh2 —i-ﬁ(r—q—l— 5 )

On a alors, pour i € {1,..., N — 1} et pour tout 7"

(Aru(T))i = ciguia(T) + Birwi(T) + viruisa (T).

3.1.1 Conditions aux limites

Pour i = 0, on a pour tout 7" une condition de type Dirichlet uy(T") = Spe~ 4" ~t0),
Par conséquent,

(Apu(T)), = 041,T5067q(T7t°) + Brrur (T) + y1,0ua(T).
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Pour i = N (¥ = Ymaz) on a pour tout 7' la condition de Dirichlet uy (7)) =0
donc

(ATU(T))NA = an_1run—2(T) + Byv-1run—1(T).

En particulier, pour 7' = t;:

fo = Spem e,
fn = 0.

3.1.2 Construction de 'opérateur

On définit I'opérateur intermédiaire A7 de IRV ~! représenté par la matrice suiv-
ante:

Bir M 0 e 0

asr Bor  Yor :
((AT)ij> = 0 0
1<i,5<N .
aN_2T 5N—2,T YN—-2,T

0 0 an-117 By-ir

A cause de la condition de Dirichlet en ¢ = 0, a alors

(Aru(T)); = oq.0S0e” 7T 4 (Apu(T))y,
(Aru(T)); = (Apu(T)); Vie2,..,N—1.

3.1.3 EDP discrétisée en espace

Cette discrétisation en espace permet de ramener 'EDP (E) a 'EDO (E}):

(Eh> { g;{(T) + A (T) =0 siT € [t[)a Tmaz]
u(to) = f
soit
(Eh) g;i (T) + (ATU(T) + OéLTSOff_q(T_tO)el) =0 siT € [t07 Tma:c]
u(to) = f
1
0

ot f = (f(yi))i<i<n-—1 et er =
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3.2 Discrétisation en temps par les #-schémas

Soit 6 € [0; 1] fixé et k un pas de temps tel que T}, — to = Mk. On approxime
la solution u de (E™) aux instants ¢y + nk par les u™ solutions de:

u = f
( Eh,k) n croissant, on résout pour chaque n :
un+1 —um

p + A" + (1 — A" =0 pour 0<n<M-—1

soit

w=f

n croissant, on résout pour chaque n :

E'h,k’ n+l . n .
( ) % + Q(A”u" + OCLTnSoe_q(Tn_to)el)

+(1 = O) (A" oy g, Spe T =)e ) =0 pour 0<n <M —1
ou l'opérateur A" est en fait I'opérateur fl(tﬁnk).
On obtient différents types de schémas selon la valeur de 6:

e si # =1, le schéma est explicite,

e si 0 <6 <1, le schéma est implicite.

3.3 Résolution

On doit résoudre a chaque étape un systeme linéaire
H"y" ™ = b
ol
o= (I - kal”)u" — Sok (90417Tneq(T”t0) + (1 — 9)041,Tn+16q(T”+1t0)>61,
H" = I+ (1-0)kA™.

avec H™ de taille (N — 1, N — 1) et tridiagonale pour tout n. Il suffit alors de
triangulariser ce systeme a chaque pas de temps par la méthode du pivot et de
le résoudre.

4 Discrétisation non uniforme

On a vu que la résolution de 'EDP donnait des résultats moins bons autour de
Sp, c’est a dire dans la région qui nous intéresse le plus a priori. Pour remédier
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a cela, on peut modifier la discrétisation de maniére a ce que le pas d’espace soit
plus petit autour de Sy, quitte a étre plus grand aux extrémités. Dans le cas 1
Ymin = —VYmaz, UNe solution pour construire une telle grille de prix est la suivante

e construire une grille uniforme sur [—Ymaz; +Ymaz),
e prendre I'image de cette grille par I'inverse de la fonction

T = Ymaz * tanh(x — o),

ou Yo = 11’1(50)

En effet, on voit sur le graphe de cette fonction (cf figure ?7?7) que les im-
ages inverses de cette fonction sont plus denses autour de y, et se raréfient aux
extrémités.

La fonction inverse de & — Ypar * tanh(z — 1) est la fonction définie par

9(y) = 2108((Ymaz + ¥)/ Ymaz — Y)) + Yo-

4.1 Discrétisation et construction de 'opérateur

Comme le pas d’espace h n’est plus constant, les formules de discrétisation sont
différentes.

On se restreint & ¥ € [—Ymaz; Ymaz] €6 T € [to; Tinaz]. On obtient I'équation
semi-discrétisée suivante:

g%(?% T) + AU(?% T) - 0 dans ] — Ymaz; ymax[x [to, Tmax]7
U<_yma:t7 T) - Soe—q(T—to) siT S [to, Tmax]7
(E) . : )
U(ymaza T) - O S1 T S [tO; Tmaa:]’
Uly,to) = f(y) = max(Sy — €¥,0) pour ¥ €lYmaz; Ymac|-
Posons h = 2ymna:/N. On définit une discrétisation de l'espace des prix

[ ~Ymaz; +Ymaz) de la maniere suivante:

e Soitig € 0, ..., NV le plus petit indice tel que g(—Ymaz+i0-h) > —Ymas. Entre
—Ymaz €6 §(—Ymaz + 10 - h), Uespace est discrétisé de maniere uniforme a
’aide de iy points yo, ..., Yig—1-

e Soit iy € 0, ..., N le plus grand indice tel que g(—Ymaz +171-h) < Ymas. Entre
9(Ymaz + 11 - h) €t Ymaz, Uespace est discrétisé de maniere uniforme a l'aide
de N — iy + 1 points ¥;, 41, .-, Yn)-

e Pour tout i € iy, ..., 11, on définit y; = g(—Ymaz + 1h).
On définit ensuite pour 7 € 0, ..., IV:

fi = f(yi)7
hi = Yiq1 — i
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Soit u(T) = (U(ys;, T))o<i<n € IRN. Pour discrétiser A par un schéma centré,
on remplace

Z(u..T -
= (y, T - .
dy? (T par hi + hiy < h; hi—1

Posons pour i € {1,..., N — 1}

5-2(%'7 T) &Q(yiu T)
Sar = (hi +hi—1)hi— 2R roaT 2 7

B W<1+ 1>+1(T_q+62<yi,T>><h1 _1)+q7

B hi +hi—i \hi  hi—y 2 2 -1 Dy
&*(yi, T) 1 6%(y;, T)
T bk o\ T T )

On a alors, pour i € {1,..., N — 1} et pour tout T

(Aru(T)); = airui1(T) + Bipwi(T) + Yiruip (T).

Une fois ces changements effectués, la méthode de résolution de 'EDP est la
méme que dans le cas d'une discrétisation uniforme (cf. 3). Le choix d'une telle
discrétisation peut étre intéressant dans la mesure ou l'on s’intéresse au prix des
options dont le strike n’est pas trop éloigné du prix actuel de I'actif sous-jacent.
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