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0 = T0 < T1 < ... < Tn+1 õ �^���n�w���S�����¡�n�������������S�����w���n�pöy�@÷ õ �^��øy�S������������S�)ù������ õ � Tn(t)−1 < t ≤ Tn(t)
�|ú� �� ô � õ ���$ø4����û��w���ü���w�����ý���D�� ��Ý�n�w���S�����R������������S�������\�S�)ù������ õ ��þ

Fk(t) =
1

δk

( P (t, Tk)

P (t, Tk+1)
− 1

)

û? �������ÿ�öy��� ú�÷Ã������ ��Ð�������ý���wø\���k�������¡�����S�&��� õ ����� �n�w���S�����S�ò�w����������ú �w���
δk = Tk+1 − Tk.
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� ���S���\�� ������&���?���k�����S�����	�<�� ����<�K���w�ý�������wø
Fk

���?�����}��� õ �&þ

dFk(t) = ϕ(Fk(t))λk(t)T
[

µk(t)dt+dW (t)
]

with µk(t) =
k

∑

j=n(t)

δjϕ(Fj(t))λj(t)

1 + δjFj(t)
.


 �������SûP�����S�S���������� ��w�
ϕ(x) = xα �

ú� �������û³�6û��w�B�����|�}���������w��� �����
�W�������������S���ò�}���0�w���������¡� ���ý�������k���������� S�����Pû³�
�w�����}�����S�����ý���!�����!�<�����������!�� ������������}���0�w���������¡�}�
ô ����� õ ���Ð�S���K�������?�S�)ù������ õ ��þ

dV (t) = K(θ − V (t))dt+ εψ(V (t))dZ(t)

û? ����������
θ
�w���

ε
�w���Ð�&�����������ò�����������w�B�������Âöy�@÷������ õ ���+û?�S�0�w� �����������|�S���S�����

�w���
ψ : R

+ → R
+ �����Ðû³������� õ �� ����}���6øy�S�����������ò������ 6�� ��w� ψ(0) = 0

�
� �ýû³���S�S�kþ

dFk(t) = ϕ(Fk(t))
√

V (t)λk(t)
T
[

√

V (t)µk(t)dt+ dW (t)
]

û?���� 
diag(Z(t)).dW (t) = 0.

� ���������S�n�� ������k�����S���
Qk+1 �S�)ù������ õ �
dQk+1

dQ
|Ft =

P (t, Tk)/P (0, Tk)

B(t)

û³��� õ ���w����þ
dFk(t) = ϕ(Fk(t))

√

V (t)λk(t)
T dWk+1(t)û? ������

Wk+1
����� õ ���kû?�S�0�w�ò�����������6�S���S��� Qk+1 �

è�é�� ó���� �!�#"�$%�
&�ó³ï
ú� ����������'�W���wøÆ�ý�k�w�S�����\û? S����  �����<�^�w�?�������

Tk δK

(

Fk(Tk) −X
)+ ���kþ

P (t, T k+1)δkEt[(Fk −X)+] = P (t, Tk+1)δkG(t, Fk(t), V (t))

û? ������
G(t, Fk , V )

�}�����·ù����\�� ��ÃøÔ�������kû?���S��ÿ�(*)

dG

dt
+K(θ − V )

dG

dV
+

1

2
ε2ψ(V )2

d2G

dV 2
+

1

2
ϕ(Fk)2V ||λk(t)||

2 d
2G

dF 2
k

= 0.
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 �������!û³�Ã���S�S�������?�� ��w�1�32$~Ã�w���

λk(t)
���³�������������w�B�\�w����ûP�\�S�S���42

λ2
k

�Âú� ������
û³���}���kþ

G(t, Fk(t), 1) = g(t, Fk, c) = F∆(d+) −X∆(d−)
û? ������

d+ =
ln(Fk

X ) + 1
2Ω(t, Fk, c)

2

Ω(t, Fk, c)
, d− = d+ − Ω(t, Fk, c)

�w���

Ω(t, Fk, c) = Ω0(Fk)c
1

2 (Tk − t)
1

2 + Ω1(Fk)c
3

2 (Tk − t)
3

2 +O((Tk − t)
5

2 )

û?���� 
Ω0(Fk) =

ln(Fk

X )
∫ Fk

X ϕ(u)−1du

Ω1(Fk) = −
Ω0(Fk)

(

∫ Fk

X ϕ(u)−1du
)2 ln

(

Ω0(Fk)
( FkX

ϕ(Fk)ϕ(X)

)
1

2

)

.

b,+0£-+0£ j�lkd�x65{qSj�l+vyx7.9d&iMq<l+v4i4vMl0/
�����\�� S�����k�������<û³�� ��k�}��þ

G(t, Fk, V ) = g(t, Fk, c
∗(t, V )

û? ������
c∗(t, V ) = c̄(t, V ) + α0ε

2 + α1ε
2Y 2 +O(ε4)

���

c∗(t, V ) = c̄(t, V )+α0ε
2+β0ε

4+(α1ε
2+β1ε

4)Y 2+β2ε
4Y 4 exp(−∆ε2Y 2)+O(ε6)

û?���� 

c̄(t, V ) = (Tk − t)−1

∫ Tk

t
λ2

k

(

θ + (V (t) − θ) exp(−K(u− Tk))
)

du.

� �6�� ��H�w�S�&�����<��8:9 �wø ô ���·ø<;^���S����������= �\���w�����?>�~A@#��û³���k�w�6ù����6�� ����'8<�S���������������
�wø
α0, α1, β0, β1, β2

�
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� ���� S�����S���������w�E�Sû³���������<�������� !�^�k�������kþ
~��\ú� ��������K�� ������������}���0�w���������¡�ÝøW���������\�����������S�����������������w�B���w�F�32$~��
�<�\ú� ��P�}���0�w���������¡�$���`�����K�� ������������HG-���k�w�����S�0�w���

c∗
���Ã�����S���

ε4(ExpansionO2)�w���ÝûP���S�S�kþ
• V (0) = θ = 1

�

•
�?2$~��

• α = 1
�

• ψ(x) = x
3

4

�
�<�\ú� ��P�}���0�w���������¡�$���`�����K�� ������������HG-���k�w�����S�0�w���

c∗
���Ã�����S���

ε6(ExpansionO4)�w���ÝûP���S�S�kþ
• V (0) = θ = 1

�

•
�?2$~��

• α = 1
�

• ψ(x) = x
3

4

�

• Λ = 1
�

I �\ú� ��P�}���0�w���������¡�$���`�����K�� ������������HG-���k�w�����S�0�w���
c∗
���Ã�����S���

ε6(ExpansionO4)�w���ÝûP���S�S�kþ
• V (0) = θ = 1

�

•
�?2KJ<�ML
�

• α = 1
�

• ψ(x) = x
3

4

�

• Λ = 0
�

L<�\ú� ��P�}���0�w���������¡�$���`�����K�� ������������HG-���k�w�����S�0�w���
c∗
���Ã�����S���

ε4(ExpansionO2)�w���ÝûP���S�S�kþ
• V (0) = θ = 1

�

•
�?2$~��

• 0 < α < 1
�

• ψ(x) = x
3

4

�

I



N<�\ú� ��P�}���0�w���������¡�$���`�����K�� ������������HG-���k�w�����S�0�w���
c∗
���Ã�����S���

ε6(ExpansionO4)�w���ÝûP���S�S�kþ
• V (0) = θ = 1

�

•
�?2$~��

• 0 < α < 1
�

• ψ(x) = x
3

4

�

• Λ = 1
�

O �\ú� ��P�}���0�w���������¡�$���`�����K�� ������������HG-���k�w�����S�0�w���
c∗
���Ã�����S���

ε6(ExpansionO4)�w���ÝûP���S�S�kþ
• V (0) = θ = 1

�

•
�?2KJ
�

• α = 1
�

• ψ(x) = x
3

4

�

• Λ = 1
�

P<�\ú� ��P�}���0�w���������¡�$���`�����K�� ������������HG-���k�w�����S�0�w���
c∗
���Ã�����S���

ε4(ExpansionO2)�w���ÝûP���S�S�kþ
• V (0) = θ = 1

�

•
�?2KJ
�

• α = 1
�

• ψ(x) = x
3

4

�
Gr ���� û³�����S�6�� ����S���������w�E�Sû³���H�������� ��!����� õ ���Rû³����� �� S���������� B�^�k�������kþ
~����������� ��Ãù��������k�������<ûP���������^���B�����*J<�
�<���������� ��Ãù��������k�������<ûP���������^���B�����H~��
�<���������� ��������������6�k�������SûP�������������B�����^�<�
I ���������� ����� S�����6�k�������SûP���������^���B�����^�<�
L<���������� ��Ãø4���S����  �k�������<û³���H�����\���B����� I �
N<���������� ��ÃùSøy��  �k�������<û³���H���������B�����KL<�
O ���������� �������8K�� 6�k�������Sû³���H���������!�����QN<�

L



P<���������� ��������}���B�� J�k�������<û³���H���������!����� O �
ú� ��������� ����S���������w� ���SR����\���ý���B�����kþ
•
�� ����������TR}�3UV�

•
�� ��������������w�!�

ε
ö4�'8S���S�?øÔ���?�� ���ù������\�k�����+÷'�

•
�� ������w�������wø

λk
öy������ S���\�S���������w�E�SûP���������S������ ��w�

λk
���\�����������w�!�@÷'�

•
øÔ���?�� ����k������~��WL��w���EN
�S�� ����S���������w� ���SR����?�� ������w�������wø

α
�

•
�� ������w�����

Tk
�w���

Tk+1
�

�{�����w�����X��û³�� ��k�}�������k�w�����S�0�w��� õ �������S���������k�������?�� S�����SûP�� ����}���Rû³�n������ ��!�S�kþ
•
������ ���ù������?������ ��K�Y�SûP���������� S���?øÔ�������S�0�

B(0, t) = exp(−rt)
�

•
���Ý�� ��������������Ý������ ��K�Y�S�� ����S�����!�������PøÔ�������S�0�ý����û?�����S���Æú� B������û³���k�w�����
�
�0�w��� õ �����n�S��������� õ �ý���B�����������0�w�����������n�������S���� ��^���w�������P�w���n���w�����P�wø õ ������S�����������w�����k���<�ZRK���kû?���

ú� B�����SûP�� ��k�}�����ý�S�Sþ
•
�·ø�û³�\�� ��!�����\�� ���ù������Æ������ ��K�ý�����k�w�����S�0�w��� õ �����ý�S���������4�}�� ��?�S���������w� ���SR
���?���ý���!�������� ��������������w�!�����!�����������\���w�����k�

•
�·ø{ûP���� ��K�������� ��������������������� ��!�6���ý�k�w�����S�0�w��� õ �����6�S�����������<�� ����S���������w����SRò�����������B�������� ��ý�B�S� õ �����wø õ ����� �S������������ ��w��û³�[R!���+û\���� ����������w�����
�w���Ý�� ������\���w�������k�

ú� ������S�� ����S���������w� �������S�����+þ
• Ω0

√

c′(0, V ) + Ω1c
′

(0, V )3/2Tk
û?���� 

c
′

(0, V ) = c
øÔ���\�� ���ù��������k�������w���

c
′

(0, V ) = c∗(0, V )
øÔ���h�� ��P���� ����Æ�k��������öy���ý�S��������]P�0���0R�� �  ��������`�}���0�w���������R�S÷'�

•
�� ��^�������'� JH�wø{�H�k�w�S������û? S���� Ý�����<�?�w�³�������

Tk
�� ����w�����S�B�

δK

(

Fk(Tk)−

X
)+ �

^ �������+�}�����pûP�Ð ����}�ý�S�����ý�'8��w�ý�S������û? ������n�w���`�� ��Ð���w���w�����������H�'8<���S���� ��ý�����TR}�
 ����}�³�w�����k���<�����!�����������{ú� S���{�'8S�w�ý�S���`�n��R}�����&������� õ ���Â���\�k�w�����S�0�w��� Ω0

√

c
′

(0, V )+
Ω1c

′

(0, V )3/2Tk
�����������<���S�����Ã�� �� ^ �������K�������HU3_��?ö`J}÷)�Âú� S���Â�'8S�w�ý�S�������w�����������a�

������������ ����� ������w�����\�wø ô ���·øb;^���S���������ò�w���7c��S�&����]P������ ����������
�#cÃ�w��������d��e>�~'@¡�
N



~��������ý�� ���ù��������'8��w�ý�S�����ÆûP���S�S�kþ
Tk = 10

�f�?ö`J}÷S2KJ<�MJ�N
�f�32$~��
α = 0.1

�
λk = 0.0159

�
�<���������� ��Ð�����������J�'8S�w�ý�S������û³�$�S�S�kþ

Tk = 10
���?ö`J}÷S2KJ<�MJ�N
�-�\2$~��

α = 0.5
�

λk = 0.049
�

�<�������p�� ��Â�� S�������'8S�w�ý�S�����;û³�Æ�S�S�kþ
Tk = 1.5

�6��ö`J}÷S2KJ<�MJ�N
�
ε = 1.5

�g�Ðö`J}÷S2
θ
2$~��

�?2$~��
α
2$~��

λk = 0.2
�
ψ(x) = x

3

4

��G-���k�w�����S�0�w���
c∗
���ý�����S���

ε4
�

I ������� �� ��DøÔ���S���� 
�'8��w�ý�S�����$û³�ü�S�S�kþ
Tk = 1.5

���?ö`J}÷S2KJ<�MJ�N
�
ε = 1.5

�
�ýö`J}÷S2

θ
2$~��b�?2$~��

α
2$~��

λk = 0.2
�
ψ(x) = x

3

4

�
Λ = 1

�hG-�Ý�k�w�����S�0�w���
c∗
���ý�����S���

ε6
�

L<���������� ���ùSøy�� ��'8��w�ý�S�����Kû³�Ã�S�S�kþ
Tk = 4

�
�?ö`J}÷S2KJ<�MJ�N
�
ε = 1.5

�
�Ðö`J}÷S2
θ
2$~��

�?2KJ<�ML
�
α
2$~��

λk = 0.2
�
ψ(x) = x

3

4 ,Λ = 0
��G-���k�w�����S�0�w���

c∗
���Ð�����S���

ε6
�

N<�������p�� ��`����8K�� ��'8��w�ý�S�����;û³�`�S�S�kþ
Tk = 1.5

�6�?ö`J}÷S2KJ<�MJ�N
�
ε = 1.5

�4�ýö`J}÷S2
θ
2$~��

�?2$~��
α
2KJ<�MN
�

λk = 0.0649
�
ψ(x) = x

3

4

��G-���k�w�����S�0�w���
c∗
���������S���

ε4
�

O �������p�� ��`�����}�����'8��w�ý�S�����+ûP�`�S�S�kþ
Tk = 1.5

����ö`J}÷S2KJ<�MJ�N
�
ε = 1.5

�g�ýö`J}÷S2
θ
2$~��

�?2$~��
α
2KJ<�MN
�

λk = 0.0649
�
ψ(x) = x

3

4

�
Λ = 1

��G-�^�k�w�����S�0�w���
c∗
���������S���

ε6
�

P<�������p�� ��`������ B�� H�'8��w�ý�S�������������� ��Æ�����}�����k�������+ûP�`�S�S�kþ
Tk = 1.5

�6��ö`J}÷S2KJ<�MJ�N
�
ε = 1.5

� �ýö`J}÷S2
θ
2$~��i�?2KJ
�

α
2$~��

λk = 0.2
�
ψ(x) = x

3

4

�
Λk = 1

�1G-���k�w���
���S�0�w���

c∗
���ý�����S���

ε6
�

j<�������p�� ��Â�S���B�� H�'8��w�ý�S�������������� ��`�����}�����k�������kû³�Æ�S�S�kþ
Tk = 1.5

�6��ö`J}÷S2KJ<�MJ�N
�
ε = 1.5

�W�ýö`J}÷S2
θ
2$~��W�?2KJ
�

α
2$~��

λk = 0.2
�
ψ(x) = x

3

4

�bG-���k�w�����S�0�w���
c∗���ý�����S���

ε4
�

O
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