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1 Introduction

Au cours des dernieres années, les besoins de gestion des risques financiers
se sont multipliés et ont suscité le développement de contrats financiers tels
que les contrats a terme fermes et les contrats a terme conditionnels appelés
options .

La finance de marché s’est alors amorcée pour étudier l'efficience des
marchés financiers et réduire les possibilités de spécultations et d’arbitrages
générant, dans plusieurs cas, des bulles financieres qui ont déstabilisé les
systeémes économiques de plusieurs pays.

Dans ce cadre, la valorisation des options représente un axe principal de
la recherche en mathématiques financieres. Les travaux de F. Black et M.
Scholes ont ouvert la porte a la détermination de formules exactes des prix
des options. Cependant, pour beaucoups d’entre elles les formules exactes ne
sont pas encore déterminées et on a recours de plus en plus aux méthodes
numériques. Ces dernieres sont multiples et leur efficacité en terme de vitesse
convergence et de précision varie en fonction du type de 'option considéré.

Plusieurs algorithmes utilisés pour la valorisation d’options sont issues
des méthodes d’arbres qui comptent parmi les les méthodes numériques les
plus populaires. Souvent les études de la convergence théorique du prix
approché, fourni par l'algorithme, vers le prix exact de 'option manquent et
on se contente des études numériques.

C’est dans ce cadre que se situe notre étude. Il s’agit d’étudier la con-
vergence théorique de “I’algorithme de la méthode Forward Shooting Grid
(FSG)” pour les options sur moyenne et les options lookback. Cet algorithme
a été présenté par Barraquand et Pudet en 1996 (cf [2]). Mais leur preuve
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théorique de la convergence du prix approché vers le prix exacte de 'option,
lorsque le nombre d’itérations tends vers 'infini, est erronée d’ou l'intérét de
notre étude.

Dans la section (2) nous rappelons les différents types d’options, leurs
caractéristiques, les hypotheses du modele Black Scholes et le modele de
Cox-Ross-Rubinstein et nous listons les principales méthodes numériques
utilisées pour la valorisation des options. Dans la section (3), nous présen-
tons le principe général de la méthode de la FSG telqu’il a été présenté
par Barraquand et Pudet et nous l'illustrons pour quatre types d’options.
Nous présentons en particulier notre version de I’algorithme pour les options
sur moyenne. La preuve de convergence des prix approchés des options sur
moyenne (donnés par la nouvelle version de ’algorithme) sera présentée dans
la section (5) apres avoir rappelé le théoreme de Kushner, dans la section (4).

2 Rappel sur les options

2.1 Généralités

Une option est un contrat a terme conditionnel. Si l'option ne peut étre
exercée qu’a une date fixée appelée échéance, 'option est dite européenne. Si
au contraire, le détenteur de 'option peut ’exercer a n’importe quelle date
entre la date d’émission du contrat et ’échéance, I'option est dite américiane.
Qu’elle soit européenne ou américaine, on distingue I'option d’achat (call) de
I'option de vente (put).

Le call (respectivement put) donne a son acheteur le droit et non 'obligation
d’acheter (repectivement vendre) 'actif sous-jacent a un prix d’exercice fixé
( ou dont la regle de détermination est fixée) dans le contrat. Quand au
vendeur il s’engage a honorer son contrat si I’acheteur exerce son droit.

Si le prix d’exercice est une constante fixée par le contrat, on parle
d’options standards. Par contre s’il dépend des évolutions du cours de I'actif
sous-jacent, on parle d’options exotiques tels que les options sur trajectoires.
Parmi ces dernieres on s’interessera particulierement aux options lookback
et aux options sur moyenne.

e Options lookback :

Ce sont des options dont le payoff terminal dépend non seulement du
cours de l'actif sous-jacent a 1’échéance mais également de ses fluctuations
tout au long de la durée de vie de 'option. L’option d’achat standard look-
back paie

+ s .
St —m oumyp = inf S
(St T) T = m S
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Alors que 'option de vente standard lookback paie

(Mp — ST)+ ou My = sup S;.
0<t<T

e Options sur moyenne :

Appelées aussi options asiatiques sont les options dont le payoff terminal
est basé sur la  moyenne des valeurs du cours de l'actif sous-jacent durant
une période de la vie de D'option. Si [Tp, T désigne la période sur laquelle
on calcule la moyenne, le payoff terminal est donné par

(As(To, T) = K)*

ou

T
AS(Ty,T) = 1_ - / Sudu
To

et K est le prix d’exercice. Parceque la variable aléatoire Ag(7p,T)
n’a pas une distribution log-normale, il est difficile de trouver une formule
explicite du prix d'une option asiatique. La majorité des études des options
asiatiques se sont basées sur des approximations de As(To, T) ou sur
I'implémentation directe de la méthode de Monte Carlo. Notons qu’une
formule quasi-explicite du prix d'une option asiatique a été développée par
Geman et Yor (1992,1993) qui utilisent les processus de Bessel.

e Options sur moyenne capée :

C’est une option qui est différente de 1’option sur moyenne dans la mesure
ou le cours de l'actif est limité vers la baisse par le prix d’exercice K lors du
calcul de la moyenne des cours. Pour cette option Ag(Tp,T") est donné par

T
/ max(S,, K)du

To

1
Ty -T

Ag(Ty, T)

Les formules fermes des prix des options lookback et des options sur
moyenne existent dans [8] . Par contre, il n’existe pas de formules fermes
pour les options américaines lookback et sur moyenne. On a recours a des
approximations numériques.

2.2 Les hypotheses du modele de Black et Scholes

Nous nous placons dans le cadre du modele de Black et Scholes qui repose
sur deux types d’hypotheses :
e Hypotheses de marché :
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- Le marché est parfait : pas de bid-ask sur les cours de ’action, liquidité
parfaite, pas de cotits de transactions et les découverts sont autorisés.

- Les actions ne payent pas de dividendes.

- I1 existe un actif sans risque.

- Il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage.

e Hypotheses sur la dynamique du sous-jacent :

Le cours du sous-jacent S; est régi par I’équation différentielle stochas-

tique :

dSt = TStdt + O'Stdwt (].)

2.3 Le modéle de Cox-Ross-Rubinstein (CRR)

La motivation initiale de Cox, Ross et Rubinstein était d’approcher le prix
d’une option dans le cadre du modele de Black et Scholes. La simplicité de
la valorisation des options standards par récurrence backward est 'un des
éléments qui expliquent la popularité du modele CRR.

Soit N le nombre d’itérations de l'algorithme : la dynamique de Black-
Scholes sous la probabilité risque-neutre est remplagée par la dynamique du
schéma général du CRR

SR — 4 8" quec une probabilité p

dS™  avec une probabilité 1 —p

ouh = %, et T' étant la durée de vie de I'option et avec le choix convenable
des parametres :

u=eV" d=eVh

erh

Notons que p = est la probabilité risque-neutre dans le schéma

général du CRR.

2.4 Apercu sur les méthodes numériques

On peut distinguer trois catégories de méthodes numériques :
e [a méthode de Monte Carlo et la méthode de réduction des variances

La méthode de Monte Carlo se base sur la simulation forward des variables
aléatoires. Selon J.Hull (cf [4]), cette méthode est numériquement plus effi-
ciente que d’autres méthodes lorsque le nombre de variables stochasiques est
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supérieur a trois. Ceci est dii au fait que le temps de convergence est presque
linéaire en fonction du nombre de variables, alors qu’il croit de maniere ex-
ponentielle pour la plupart des méthodes. La méthode de Monte Carlo a
I’avantage de donner l'erreur commise. Elle s’applique aux options sur tra-
jectoires. Cependant, elle ne peut pas s’appliquer aux options américianes car
il n'y a pas moyen de savoir s’il est optimal d’exercer 'option a un instant
donné.

e Les méthodes de différences finies :

Ces méthodes sont utilisées pour approcher les solutions d’équations aux
dérivées partielles (EDP) de type parabolique, analogues a celles qui intervi-
ennent dans le modele de Black et Scholes.

Selon Barraquant et Pudet ( cf [2] ), lorsqu’il s’agit de problemes de val-
orisation d’options sur trajectoires on obtient des EDP dégénérées (la matrice
instantanée de covariance est singuliere) pour lesquels les méthodes de dif-
férences finies explicites sont instables. Quand aux méthodes de différences
finies implicites, elles sont stables mais ne sont précises que pour une struc-
ture particuliere de la volatilité.

e La méthode de 'arbre binomial (multinomiale):

Proposée par Cox, Ross et Rubinstein (1979), cette méthode représente
I’évolution du cours de I'actif sous-jacent sous la forme d’un arbre binomial.
Elle se base sur ’évaluation backward du prix de l'option sur chaqun des
noeuds de I'arbre.

Dans la suite nous présentons La méthode de la FSG. Pour le cas des
options asiatiques, elle peut étre vue comme une extension de la méthode de
I’arbre binomial.

3 La méthode Forward Shooting Grid (FSG)

La méthode FSG a été présentée par Barraquand et Latombe en 1993 et
reprise par Barraquand et Pudet en 1996 ( cf [2] ).

Nous présentons le principe général de la methode tel qu’il a été pre-
senté dans l'article de Barraquand et Pudet. Ensuite, nous illustrons la
méthode pour les cas des options lookback et nous donnons notre version de
I’algorithme pour les options sur moyenne et sur moyenne capée.

3.1 Le principe général

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé et (f ;) une filtration de cet espace.
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Soit X = (z1,...,z4)" € R? un vecteur de variables aléatoires, solution
de I'équation différentielle stochastique suivante :

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th (2)

ou W, est un F;—mouvement brownien p-dimensionnel.
b: Rt x R" - Rlet 0 : R x RY — R¥™P sont des fonctions a variables
réelles vérifiant les hypotheses suivantes :

b(t, X) —b(t,Y)| + |o(t, X) —o(t,Y)| < K|X —Y]
b(t, X)| + |o(t, X)| < K(1+][X])

Soit r : Rt x R* — R™ une fonction continue bornée modélisant le taux
d’intérét sans risque.

Soit g : R* — R* une fonction f 7 -mesurable et de carré intégrable sous
la probabilité risque-neutre P.

On consideére les options européenne et américaines suivantes

L’option européenne :

Considéronns I'option européenne d’échéance T, ayant pour vecteur d’état
X et de payoff terminal

C(T, 1, ...,xq) = g(x1, ..., q)

En appliquant la formule de Feynman-Kac, le prix de cette option a
I'instant t est donné par :

I
— [ r(u,X (w))du
C(t,xy,....,xq) = EF e 9(X(T))/F+

L’option américaine :

On suppose de plus que g est a croissance polynomiale.

Soit v une fonction de classe C? ([O,T | x Rd) a dérivée bornée unifor-
mément en temps et solution de

max (%—l—AtU—TUag—U) =0 sur [0, T x R
v(T,x) = g(x) pour v € R4

avec J 4
1 0*v v
A t - = i t, ~ A~ bl t, ~
t/U( 7‘:1:) 21';1&]( x)axlaxj—i_zgz:l ( ‘I)axl
et
p

a;(t, ) :;; oir(t, x)ow;(t, )
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On note (X%* s > t) la solution de (...) partant de x a U'instant t.
La valeur a l'instant t de 'option américaine ayant pour vecteur d’état
X est

—}T(u,X(u))du .
C* = sup Efe 9( X))/ Fy
TEY(t,T)
—fr(u,X(u))du -
= Ele g<XT;* )/Ft

ou Y(¢,T) est 'ensemble des temps d’arrét a valeurs dans [¢t,7T] et 7 le
temps d’arrét optimal défini par

=i {s>1t o(sX0) =g (X07)}

Description de la FSG dans un cadre général :

Soit (nh),, ., une subdivision de [0,7] ot h = &

La méthode de la FSG se base sur les étapes suivantes :

1-  Discrétisation des d variables d’état 1, ..., x4, en faisant un bon choix
( dans le sens de la complexité de I’algorithme) des pas de discrétisation dans
les directions des variables dépendant de la trajectoire.

2- Construction d’une chaine de markov (Ynh) N approximant le
n

processus continu (X;) et vérifiant des conditions de consistence locales qui
vont étre présentées dans (...).

Notons que les étapes (1) et (2) permettent de construire la suite des
grilles de I'espace d’état.

3-  Approximation de la valeur de l'option par récurrence backward
classique du modele binomial.

Etape 1:

Pour la discrétisation on choisit d fonctions fi, ..., fq tel que

pour 1 =1,....d :Cf?nh = fi (nh,ji"hpi(nh)) (3)
pi(nh) étant le pas de discrétisation dans la direction de la i®"¢ variable,

a l'instant nh, a choisir de maniere a satisfaire les conditions de consistence
locale et de guarantir une complexité satisfaisante de ’algorithme.

gnh e {O, o (]*)?h} tel que

x%‘ = x?ﬁz . la valeur minimale que peut prendre la variable © a l'instant t = nh
f??j*)nh = :L'Z"}]Q . la valeur maximale que peut prendre la variable © a l'instant t = nh
) i ’
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On note (X™) la discrétisation du vecteur X; a instant ¢ = nh

Etape 2:

On sait que le mouvement brownien standard est la limite quand h — 0
de la distribution binomiale de pas v/h. (cf [1]). Soit (W”h) le processus

binomial approximant (W;) et qui est défini par :

TN T -1 1
P(W( b _ h+6\/ﬁ> =5 pour € = +1

On peut discrétiser ’équation différentielle stochastique (2) par un schéma
d’Euler qui converge en moyenne quadratique vers la solution de 'EDS (...)

XU X bk, XM+ o(nh, XTI ()
= X" 4 b(nh, X"™h + eo(nh, X"")Vh

S

avec X’ = X0 =X,

Dans les exemples que nous traitons nous choisissons d’autres types de
chalnes mais qui vérifient les conditions de consistence locale.

D’apres (4) on peut, a Uinstant ¢ = nh, déterminer les valeurs possibles

_(nt1)h : . , . .

:L‘Z("Jr " de 1a variable i . Nous pouvons alors déterminer les valeurs possibles
(n+1)h s , P .

de ji(n+ " de maniére a ce que la valeur donnée par la discrétisation (3) soit

la plus proche possible de @("H)h :

7

G (it e) = PEntiére (fil ((n+ DR xgnﬂ)h))

pi((n +1)h)
On note
(n h n -3 . .
Ji( . (jih71) = Ji, Jyo= (J-lk—a"'vjjlr—)t
R R I A VN L |

Etape 3:
Une approximation de la valeur de I'option européenne peut étre obtenu
par récurrence backward en utilisant :

o (1 1 .
o = emr(nhX™) <20§++1)h +—(1— p)C’&_tl)h> pour n =0,...

2
O = g(T, XM)
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Remarque : La FSG pour la valorisation des options américaines

A chaque instant ¢t = nh, on calcule pour tous les noeuds de la grille de
I’espace d’état la valeur de 'option européenne. On calcule aussi la valeur du
payoff en supposant que la date d’exercie est ¢ = nh. Sur chaque noeud de
la grille, la valeur de 'option américaine est alors le maximum entre les deux
valeurs ainsi calculées. En raisonnant par récurrence backward on détermine
la valeur a t = 0 de 'option.

Dans nos applications, I'espace d’état est de dimension 2. On se placera
dans le cadre du modele CRR. Dans ce cas, par rapport a la méthode d’arbre
binomial, la FSG ajoute un second vecteur d’état qui tient compte de la
trajectoire du cours de I'actif risqué.

3.2 Applications

Pour illustrer la méthode nous considérons une option européenne sur tra-
jectoire dont l'actif contingent est de prix (S;) ne versant pas de dividendes
et évoluant selon le modele de Black Scholes. L’échéance de 'option est T et
le payoff terminal est Cr = g(St, pr) ou ¢r est la variable qui dépend de la
trajectoire. Nous considérons les exemples suivants :

3.2.1 Cas de 'option d’achat lookback
e = my =i, Su

L’intervalle [0, T] est divisé¢ en N subdivisions de pas h = At = =
Nous discrétisons les valeurs de (S;) et (m;) de la manieére sivante :

St = SpelVh (5)
m}jh = Soek‘”/ﬁ I k=—n,...n

La relation entre I’évolution de m et celle de S est donnée par :

m(n+1)h nh7 S(n+1)h)

= min(m

En passant de I'instant ¢ = nh al'instant t = (n+1)h et sous 'approximation
par I’arbre binomial, on associe les transitions :

up (mp" S | = | (mph, S](-f{l)h) avec une probabilité

down | (mp",S") | — (min(SJ(-T{l)h,m’,gh),SJ(-”J{I)}") avec une probabilité
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Or, d’apres la discrétisation de m donnée par (5) on a :

1)h (1R
m{"T = Gk VR

Ainsi, kK("tDh = g+ =k si la transition est up

et k"D — k= = min(k, j — 1) si la transition est down.

Soit 7y = C(Sj",mi" ,nh) la valeur de l'option & linstant ¢ = nh ot
m = mih et S = S;‘h. La valeur de 'option étant donnée la condition du
payoff terminal est obtenue par la récurrence backward :

n. _r n+1)h n+1)h
Crt =™ ot + (1= p)ol]

our est le taux d’intérét sans risque et p est le parametre de la probabilité
risque neutre ayant pour expression :

B erh o 6_0\/E 6
LN R— (6)
Remarques :

1) La valeur minimale du cours sur I’ensemble { t = 0,...,¢ = nh} appar-
tient nécessairement a 'arbre du cours (5). Ainsi, la grille, de I'espace d’état
augmenté, a Vinstant t = nhest (Y = §%iVh 7 = Soek”‘/ﬁ) je{on,..n} ke{—n,.

2) A l'instant ¢ = nh, on peut modéliser le cours (S) par S} = Squ/d" 7
ou j = 0,...,n. Pour atteindre ce cours, il y a CJ trajectoires possibles. Le
nombre total de trajectoires a t = nh est donc égal a 2". Cependant, le
nombre maximal de valeurs possibles de m™est (n+1)(% +1) < 2"

3.2.2 Cas de l'option sur moyenne

or=A = %IS Sydu
L’intervale [0, T] est divisé en N subdivisions de pas h = At = % et on
considere la méme discrétisation du cours (S;) que précédemment.

Contrairement au cas du minimum, il y a autant de valeurs possibles
de (A) a linstant t = nh que de trajectoires : (2"). Ce nombre croit de
maniere exponentielle avec le nombre de pas de temps. Il est impensable de
considérer un vecteur A™ ayant pour composantes toutes les valeurs possibles
de la moyenne.

La discrétisation proposée par Barraquand et Pudet est la suivante :

A = SpekAY = o — (7)

.0}
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ou AY = ,uax/ﬁ

i est un parametre fixé telque i soit entier.

Nous proposons de construire A" = (Anh ... A’klﬁ(n,h))t telque Aph = Anh
(respectivement A{C”f(n,h) = Amh) est la plus petite (respectivement la plus

grande) valeur que peut prendre la moyenne a un instant ¢ = nh et pour
k=0,..k*(n,h)

Azh _ Anmhekp(nh) (8)

p(nh) est un pas de discrétisation a choisir convenablement. Nous revenons
sur ce choix dans la section 5.1.

Nous allons voir par la suite qu’une interpolation entre les composantes
du vecteur A™ est nécessaire pour déterminer par récurrence backward la
valeur initiale de I'option.

En posant

fnh_ 1 Zn:slh
n+1

=0

S yue comme la valeur du cours a ¢t = ih et nom comme vecteur.
—(n+1)h
La nouvelle valeur 2™ n+1)h

suit :

. . —nh
s’exprime en fonction de A™ et S¢ comme

Sn+Dh _ A

n+2

En passant de I'instant t = nh a l'instant t = (n+1)h et sous 'approximation
par ’arbre binomial, on associe les transitions :

up (Aph S50 | = (AR S](-T{l)h) avec une probabilité | p
down | (A", S9") | — (AT S](T{Dh) avec une probabilité | (1 — p)
avec

ea\/ﬁth _ Azh

n—+2
e—o—\/ﬁsnh _ Agh

.
e n—+ 2

D’apres la discrétisation de (A) donnée par (5) ona A" = AMFDAET T p((nt1)h)

o , . +1)h +D)h e
Ainsi, il n’est pas nécessaire que ASZL Mot AT coincident avec des com-

posantes du vecteur A™+D% On utilise l'interpolation décrite dans (3.1). On
définit :
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A(n+1)h
1n<A?;l+1)h
kt™ = P.Entiere | —0——
p((n+1)h)
en remplacant A par Al

de méme on définit £~
On définit aussi kT = k1~

On pose
ES:z-‘rl)h _

et de méme
(n+1)h _

+1let k™ +—k‘“~|—1

AS?+1 —Akﬁtl

Al gl h
AR _ gt Dh
Aginh B A](€7i+1)h

Le shéma markovien qu’on considere maintenant est le suivant :

12

(Aph ,S;Lh) — | (A kT_fSrl)h ]T{l)h) avec une probabilité pefﬂ)h

S [ A", s b1
(A s | = | @t s (1 p)eln

— (AEEE sy (1— p)(1 — D

Soit O = C(S7P", ARl

payoff terminal est obtenue par la récurrence backward :

n —r n+1)h
C’jjs = e [p (5(++ e
+ (1

3.2.3 Cas de 'option sur moyenne capée

t
Pt = :%f
0

X(Su, K)du

t+h max(S,, K) —

Biyn =B+ [
t U

B,
du

n+1 n+1 h n+1)h
J(+1 k)++ +(1- : )Cj(k+ ) )
n+1 n+1)h n+1)hy\ ~(n+1)h
—p) ("RCEI (1 = I o]

/ ,nh) la valeur de l'option a l'instant ¢ = nh ou
A = Anh et S = S}". La valeur de l'option étant donnée la condition du

(10)
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Comme pour le cas de 'option sur moyenne nous choisissons la discréti-
sation suivante :

Bzh _ Bglhekk(nh) pour k =0, ..., k"(n) (11)
avec B,?f(n) = By

ot A(nh) est un pas de discrétisation a choisir convenablement. Nous
revenons sur ce choix dans la section 5.2.

On définit B{"™" et B"*Y" de la maniére suivante :

o\/ﬁsnh K) _ pnh
B(n+1)h _ Bnh max(e ) k 192
+ [ P (12)
oL _ th N max(e*m/Eth7 K) — Byt

n+ 2

B,(ﬁ:;l)h, B("H) B("H)h Bgf:l) sont définis comme AkTZrl h, A;’f})h,

A(n+1)h t A(n+1)h pour le cas de la moyenne.

Le shéma markovien approximant le processus continu est le suivant :

(Bi" 57" | = | (B, S | ave une probabilité | pa "
(ntDh glnt1)h nth

1 — p)amtin

Y

(B n+1)h (n+1)h

)

(B )

(B’?h ,S;-Lh> N ( n—l—l)h n+1)h) (
( ) (

n+1)h
(kg 1—p)(1— "M
< (n+Dh e (n+1)h
ol oy sont définis comme & en remplagant (A) par (B).

L’expression de la valeur de l'option & l'instant t = nh ott B = Bph
S = S;?hest analogue a celle de 'option sur moyenne.

4 Les conditions de consistance locale et le
théoréeme de Kushner

Dans la section (3.2) on a proposé des prix approchés des options lookback et
sur moyenne. Ce qui est plus intéressant est d’étre en mesure d’annoncer que
ce prix tend vers le prix exacte de 'option lorsque le pas de temps h tend vers
0. On a vu que l'algorithme de la FSG s’articule sur I'approximation du pro-
cessus continu par une chaine de Markov que ’on obtient une fois les étapes
(1) et (2) sont accomplies. La méthode d’approximation par une chaine de
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Markov est générale et est utilisée pour approcher 1’espérence de fonctions
de processus stochastiques controlés. Harold Kushner s’est intéressée a cette
méthode et a développé dans [5] et [6] des éléments théoriques concernant
la convergence de la valeur d'une fonction approchée vers la valeur de la
fonction exacte qui lui correspond.

Une propriété clée qui doit étre satisfaite par la chaine de Markov ap-
proximant le processus initial est la Consistance locale : la variation de la
chaine en passant de l'instant ¢ = nh a Uinstant ¢ = (n + 1)h doit vérifier
que l'espérence et la covarience conditionnelles de sa moyenne sont égales a
celles de la variation du processus continu entre ces deux instant a un o(h)
pres.

Le théoreme de Kushner énonce que les conditions de consistance lo-
cale garantissent la convergence des espérences des fonctions usuelles. Nous
présentons le théoréme dans le cas de processus non controlés.

4.1 Le probleme en temps continu

Considérons I’équation différentielle stochastique & valeurs dans R?
t+s t+s
X, = +/ b (u, X,) du +/ o (u, X)) AW, (13)
t t

ou W est un mouvement brownien k—dimensionnel . Le probléme est d’approximer
la quantité
4 (ta l’) = Et,z [g (XT)]

ol 7 est le premier temps de sortie de X, d'un ensemble ouvert G de R *+¢
qui vérifie (H3)

T=inf{u >t (u,X,) ¢ G} AT

Hypotheses :
(H1) b et o sont continues et bornées.
(H2) g est continue et bornée.
(H3)
(a) G =R ou:

(b) pour un certain indice i
G={t<u<T, Li(u) <z; <U;(u)}

ot L;,U; sont des fonctions continues sur [t,T] & valeurs dans R. Pour ce
méme indice ¢, Z?Zl o7 (u, Xy) > a pour a > 0, uniformément en w.
Remarque :

Dans le cadre de la valorisation des options G = R'*? et dans notre cas

d=2.
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4.2 Les conditions de consistance locale

Soit N un entier strictement positif, h = % et (£"h> ., lme chaine de
n>

Markov discrete.
Notons A& = gntDh _ gnh
La chaine ((th> - vérifie les conditions de consistance locale données
nz
par

E!,[A™] = b(nh,x)h+o(h)

h
Eac,n

(%~ 2, [e*]) (a6 - 2, 6] =ty o0

ot B est lespérence conditionnelle a l'instant nh connaissant ™ =
!/

x, et a(s,x) = o(s,x)o(s,x). Notons que ces conditions signifient que,
localement, la chaine a les mémes moyenne et variance conditionnelles que
celles du processus continu car

E,s[Xstn] = x+b(s,x)h+o0(h)
Epo |(Xopn = ). (Xeon —2)'| = a(s,z)h+o(h)
Nous supposons aussi que

57115) ’Ag"h’ L 0

Soit £ (t) le processus continu défini par
fh (t) = dim

ou n; est l'entier telque n;h <t < nsh + h.
Soit 7, le premier temps de sortie du processus (t,gh (t)) de I’ensemble

G.

4.3 Le théoréme de Kushner

Pour prouver la convergence du prix approché d’une option européenne asi-
atique, donné par l'algorithme de la FSG, on utilise le théoreme suivant :
Théoreme : ( cf [5], théoreme 5.1)
Sous les hypotheses H1, H2 et H3 ona

V(t,2) = Elg(r, X)) = lim Vi, (1, 7)
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ou
Vi (t,2) = E g (7, 8" ()]
Pour la preuve de la convergence du prix approché d’une option améri-

caine asiatique, donné par l'algorithme de la FSG, on utilise un théoréme
analogue au précédent. ( cf [6] théoreme 6.2.).

5 Consistance locale pour la FSG: cas des op-
tions sur moyenne et des options lookback

5.1 A propos de la preuve de Barraquand et Pudet

Dans 'article [2] Barraquant et Pudet montrent qu’a U'instant NA¢ Décart
entre le prix approché et le prix exact tend vers 0 lorsque At et AY ( le pas
de discrétisation de la moyenne dans le cas de 'option sur moyenne) tendent
vers () sans aucune relation entre les deux parametres. Ensuite, ils généralisent
I’expression et énoncent que la méme conclusion pourrait étre obtenu, par
simple récurrence backward, pour I’écart entre les prix approché et exact a
I'instant initial. Ce passage est erroné. Notre conclusion est confirmée par
une étude réalisée par P.A. Forsyth, K.R. Vetzal et R. Zvan (cf[3]).

Nous avons vu, dans le cas de 'option sur moyenne, qu’'une interpolation
est faite a chaque étape pour déterminer le prix approché sur chaqun des
noeuds de la grille de 'espace d’état. Or, cette interpolation induit une er-
reur. Lorsque le pas h tend vers zéro, le nombre d’étapes tend vers I'infini.
Ainsi, la somme infinie de 'erreur finie doit étre manipulée convenablement.
Selon Forsyth, Vetzal et Zvan, Barraquand et Pudet ne tiennent en compte
dans leur démonstration que de l'erreur a l'instant NAt. D’autre part, ils
montrent que pour le choix de discrétisation de Barraquand et Pudet 'erreur
ne tends pas nécessairement vers zéro et que ca serait le cas, si on choisit
convenablement le pas AY. Nous parlons de ce choix dans la section (5.1)
et nous aboutissons, en utilisant une preuve différente, a la méme conclusion
que celle de Forsyth, Vetzal et Zvan.

L’algorithme de la FSG pour les options sur moyenne telque I’on présente
dans cette étude, differe de celui proposé par Barraquand et Pudet au niveau
du choix du pas de la discrétisation. Comme on 'a déja dit, ce dernier étant
un parametre fondamental jouant un double rdle. Le premier au niveau de
la convergence théorique de I'algorithme et le second au niveau de la vitesse
de cette convergence.

Pour I'option d’achat lookback et I’option de vente lookback les processus
continus (S,m) et (S,M) ne sont pas des diffusions stochastiques puisqu’ils
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ne vérifient pas l’équation (14). Ainsi, nous ne pouvons pas appliquer le
théoreme de Kushner. Cependant, il nous a paru naturel de vérifier que les
conditions de consistance locale sont vérifiées.

Dans cette section nous prouvons la convergence, pour les options eu-
ropéenne et américaine sur moyenne et sur moyenne capée , de ’algorithme
de la FSG. Pour cela nous vérifions les hypotheses (H1), (H2) et (H3) et les
conditions de consistence locale.

Dans le cadre du modele de Black et Scholes (H1) est vérifiée.Concernant
(H2) : g est le payoff actualisé de l'option. ¢ est continue mais pourrait étre
non borné (cas des options d’achat (calls) ). Pour contourner ce probléme on
peut utiliser la parité Call-Put. Enfin, (H3) est vérifiée car G = R?

Dans la suite on vérifiera les conditions de consistance locale.

5.2 Consistance locale : cas de option sur moyenne

Le processus continu (S,A) est bien une diffusion stochastique puisque

{ dSt = TStdt + O'Stdwt

S;— A
dA, = = —dt
t
(S,A) étant approché par la chaine de Markov (S}, A}). Pour prouver que
le prix approché de cette option converge vers le prix exact, il ne nous reste
que la vérification des conditions de consistence locale.

5.2.1 Calculs

Calcul des premiers et seconds moments
et du moment croisé du processus continu

On a

Et(st+h) = E(St+h/st) = St + T'Sth + O(h)

E; ((Sen = 50%) = E((Seen — 51)°/5:) = (08" h + o)

on obtient

By ((Ses)?) = (0% +2(S0)° (r + %) h + o)

t+h — A
OIl a At—l—h = At+ f Mdu
t u
Sy — A
Ey(Aern) = E(Asn/Ar) = A+ = “h + o(h)
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En appliquant I'espérance conditionnelle dans la premiere ligne et en iden-
tifiant les deux expressions de Fj(A;ip)
on a :

t+h
E(/E%—&%ﬁ = &;A%+0M)

t+h t+h
(At+h)2 = (At)Q —+ 2At / du + (/ du)

t
t+h

Su— Ay
E ((AtJrh)? /At> = (A)° +2AE, (/ ” du) +o(h)
t
soit
2 2 Sy — Ay
E ((Arn)® JAr) = (A4)* + 24, h+ o(h)
By (AgynSiin)
t+h S, A .
= By | SeqnAi + Siqn / » du or, Ey(Sitn) = ™S,
t
t+h g 4
= GThAtSt + Et (/ (St—l-h - Sue(t+h—u)r + Sue(t—l—h—u)r) . W udu)
t
rh e (t+h—u)r Sy — AU (t+h—u)r
:eA@+/ﬁﬂ&@M—&e )?l}+e .&@
t
t+h
= ¢"A,S,+ / etHh—ur g, {Su Su— Au} du
u
t

En appelant fi(s) = E; (AsSs) on a :
t+h 2 t+h
fit +h) =€l AS+ [ etHh—urE, Sy du— [ ett+h=wr Ji(u) du

t u t u
Ainsi, la fonction t — f; est dérivable et on a :
St | filt+h)
t+h]_ t+h
En appliquant la formule de Taylor au premier ordre on obtient :

fult +h) = fi(t) + Dfi(t) + o(h)

ft/ (t -+ h/) = T@ThAtSt + Et [
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Soit

St_At

By (AvenSiin) = E(AusnSian/Au, S)) = A4S, + S, (mt +

) h+ o(h)

Calcul des premiers et seconds moments

et du moment croisé du processus disret

Notons AtV 1a deuxiémme composante de notre chaine de Markov &
I'instant ¢t = (n + 1)h.

AR prend ses valeurs dans {A,(CT;I)}L, AR Al DR, Agil)h}

Calcul de E,, (S("H)h) :

E, (S(n—i-l)h) — E (S(n+1)h/snh) _ peo\/ﬁsnh + (1 . p>6—a\/ﬁsnh
= gnh (pe"\/ﬁ + (1 - p)e"’\/ﬁ)

En faisant un d.l. & lordre 2 en v/h, on obtient

E, (SHR) = g 4 (") b+ o(h)

Caleul de E, <(5<n+l>h)2> :

B ((s0)) = (800 /5 ) = per T (87 4 (1= pleeP (57’
_ (th)2 (pea\/ﬁ + (1 o p)eﬂﬂ/ﬁ>

En faisant un d.l. & l'ordre 2 en v/h, on obtient

E, <(s<n+1>h)2> = (57)" +2 Kr +2) (thﬂ h+ o(h)

Calcul de E,, (A("“)h) :
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B, (A(n—i—l)h)

E, ( B (AU gk G — crVi gt | (SrDh e vEgnn)
+ E ( AR ) gnh g(nt D _ e—aﬁsnh) I {S(n+1)h:emsnh})
pE (A(n—l—l)h/Anh’ gn+Dh _ ea\/ﬁsnh>
+(1-p)E (A(nJrl)h/Anh’ gnt+Dh _ e’”‘/ﬁS”h)

(n+1)hA(n+1)h (n+1)h A(n+1)h

p<5+ k44 +(1—E+ ) kb — )
+(1 = p) (2HDRARTEDR (1 = LD gl

pA(f-l—l)h (1 p)A(_n—H)h

B Calcul intermédiaire :

D’apres 'équation (9) on a :

ea\/ﬁ gnh _ Azh

A("‘H)h Anh
+ kot "o
nh Anh nh __ Anh 2h2 nh __ Anh
— Azh‘i‘s kh—l—(ea\/ﬁ—l)h‘s ko (S k)
nh (nh +2h) nh(nh + 2h)
soit
nh __ Anh
AT — gnh ST A, 0. (h)
nh
de méme, on montre que :
th o Anh
AU — gn ——ht o (h)

Ainsi,
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56 pages
th o Anh
E, (AHDR) = Anh o =k 4 o(h
(ACI) = AP = bt o(h)
Calcul de E,, <(A("+1)h)2> :
On a :
A]E;T_L;,_T)h _ A(n—l—l ( n+1)h> AT A
ALHDh (DR _(nFDh A+ 4 ol AT A = (A" — Al
Al(cn-‘,-l)h o A(n+1 ( n-l—l)h) AT A
Al gt Dh (Db A= 4 ol A A = (A" — AT



56 pages

E, <(A(”+1)h)2>

+ E <(A(n+1)h>2 /Anh, S(n+1)h —

En(E<(A"+1 ) /Anh gtk _

pE (A1)’ 4, s =

+(1-p)E ((A(n+1)h)2 JA™ S (n+1)h

22

ovh gnh
e”vRS )I{s<n+1>h:eaﬁsnh}

6—0\/Eth> ]{S(n+1)hea\/ﬁsnh})

eﬂﬂsnh)

—U\fsnh>

= p <€(+n+l)h (A’(gj:rl)hf . €(+n+1)h) (A;Sf_l)hf)
+(1—p) (&"“)h (AFHDRY? 4 (1 — by (ameom) )
— p{eﬁfﬂ)h (AS:L+1)h>2 49 (1 (D) )A(n+1 A+A+( et h

+ (1 — 5(+n+1)h>

+(1—p) {5<M1)h

+ (1 — 5("+1)h)

p (A(f“)")2 +(1

+(1 — p)em it (

+ pggfﬂ)h

(1-

_(Agfﬂ)h)? _ 9

[( P

(A’ -

(n+1)h
+

)h)2+2(1

26(_”+1)h

- D) (A(—nﬂ)h) + pe

1

(n+1)h
€+

— glnrm) (A*A)

th _Anh 2
p <A2h + Tkh 1 0+(h)> +(1—p) <Azh n

) (A%4) + (1= p) ™ (1

— 0TI AT AT A 4+ (1

+

An+1 A+A+( (n+l)h) (A+A)

An+1 A~ A—I—( (n+1)h) (A,A)

(n+1)h(1 _ €(+n+1)h) (A+A>2

nh nh

nh
— Y (A a)

mais 5$+1)h(1 _

soit

gg:wrl)h) <

< P A+
<Piaray+

I

1
1_ 4
N

(s
1)
— g2 (A 4) 2}

1}

Mh + 0_(h)>2



56 pages 23

ATA = AV AR o AR < ACHDR o obtient

n Uf n
1) _ (nh+ h) A" + heoVh S

ATA < A(”"Fl)h p((n+1)h) _
< AT (e nh+ 2h

<€p((n+1)h) _ 1)
Ainsi, il suffit de choisir p(nh) tel que

p(nh) = o(vh)

pour avoir ATA = o(v/h). De méme, on montre que A~A = o(v/h). Soit
finalement

E, ((A<n+1>h)2) = (A4)" + 243"

Calcul de E,, (A<"+1>hs<”+1>h) :

nh

S A
2k by o(h
———h+o(h)

E, (A(n+1)hS(n+1)h)

et E’I’L <E (A(n—‘rl)hs(’l’b-f-l)h/Anh’ S(’I’L-‘rl)h — eU\/Eth> [{S(n#»l)h:eo'\/ﬁ‘gnh}

+FE (A(”“)hS(”“)h/A”h, Sn+bh e’”\/ﬁS"h> I{S(n+1)h:5_g¢ﬁ5nh}>

= pea\/ﬁsnhE (A(nJrl)h/Anh’ S(n+1)h _ eg\/ﬁsnh)
+(1— p)e VRS E (AR Ak DR — omoVhgnk)

= petVhgrh AR 4 (1 = p)emoVhgrh gLt

ov'h onh nh th B Azh —ovh onh nh th _ Azh
= pe’¥tS A+ ———h+o.(h) | +(1—=pe S AP+ ————h+o_(h)
nh nh
Vi VY anh qnh N Vi ann 5™ — AR
= (pe”" + (1= pe VM) S™MAR 4 (peVP 4 (1= p)e V) §" —— h+o(h)

Or, pea\/E +(1— p)e—a\/ﬁ — ¢rh
Ainsi,

nh nh

E, (A DhGR) — gnh gz 1 gnh (m;;h Lo AR ) h+ o(h)
nh

Choix de p(nh) et complexité de 1'algorithme de FSG :

Le vecteur A" est composé de k*(n, h)+1 éléments avec d’apres I'équation
(7) section 3.2.2
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A7J\L/I[7, _ A:thek*(n,h)p(nh)

Déterminons 'ordre de grandeur de k*(n, h)
Pour j = —n,...,n le cours S;‘h = §0eiovh peut s’écrire sous la forme
7 ¥
S;z,h — G0pi afe—(n—] Yovh ol

(th

In

()

5 [ — (14)

Les valeurs maximales respectivement minimale de la moyenne correspon-
dant a Sj’ﬁh sont données par :

An(G) = 500+emf+ ped oV giloVhe—oVh +d””l("3”f>
1 — e(ﬂ +1)ovh e(jl—l)a\/ﬁ _ e(2jl—n—1)a\/ﬁ
B n—l—l 1 — eoVh - 1 — e—oVh
A%}l(]’) — +1SO 1_’_6—0'\/>_|_ +6 (7’1 ])U\/>_’_e—(7’l ])0’ h Uf+ +€ (7’L j )O—fe‘j Uf)
n
B 1 0 o (n+1 j )Jf N e—(n—j/—l)zr\/ﬁ o 6—(n—2j/—1)0\/ﬁ
 on+1 1—6_‘7\/H 1 —eovh

Il est facile de montrer que

nho

n+1 e2vh
Anh ~ 27
0 ()ﬁ00¢—
n+1Am(» 1455
SO m j h—0 U\/_
soit .
AR (i) e2vh
Anh(5") h—0 "1 + S”h
Mais
Arh (i)
* In (Anh(] )) nhO'
k (TL, h/) = ~
p(nh)  h—0 2\/Ep(nh)
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On a fait le choix p(nh) = o(v/h). Choisissons p(nh) = h

Comme h = —, on a :

N

K(n,h) ~ Z;ZZN?
— 2

En particulier,
K*(N,h) ~ —2_N% <oV
h—0

2T

Le nombre total des noeuds de la grille de I'espace d’état augmenté a t = nh
est

N

N

(n+ D)k (n, k) +1) ~ ";ﬁp’?

Le choix de p(nh) = h correspond a une discrétisation dans la direction
de la path-dependance plus raffinée que celle proposée par Barraquand et
Pudet. En effet, d’apres I'équation 8 de la section 3.2.2 on a

In =Vh
Azh

Alors qu’avec notre choix de discrétisation on a
nh
Aty

In A’,gh

= hzo(\/ﬁ)

5.2.2 Récapitulatif des résultats et conclusion
On a obtenu les résultats suivants :

Et(st+h) — E(St+h/St) - St + T'Sth + O(h)

2

E, ((SHh)?) = (S)% +2(5,)° (r + 02) h+ o(h)

Sy — A
Ey(Avn) = E(Apyn/Ar) = Ar+ = “h + o(h)
Sy — A
E ((Ain)® JA) = (A)° +24,=—h + o(h)
Sy — Ay

Ey (AirnSean) = ASy + S, <7"At + ) h+o(h)
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Ey (ST") = 57 4 (rS™) b+ o(h)

B ((5)7) = () 2| (4 G ) ()] ot

th o Anh

="k h4o(h)

p(nh) = o(v/h)

En choisissant

h nh

B, (A7) = (a43)° o g~ A nhAk h+ o(h)

n n nh An n n th B Anh
Ey (ARSI — gk gnh . g (rAkh + ) h+ o(h)

* o 3 N
E*(N,h) o ﬁ]\h <L 2

On voit bien qu’en choisissant p(nh) = o(v/h), les conditions de consis-
tence locale sont satisfaites. Ce pas est plus raffiné que celui de Barraquand
et Pudet.

Le choix particulier de p(Nh) = h  permet de passer d’'une dimension
du vecteur AN égale A 2V (si on considére toute les trajectoires possibles
du cours de l'actif risqué) a une dimension numériquement satisfaisante qui
est de lordre de NV/N .

Etant donnée que les hypotheses du théoreme de Kushner et que les
conditions de consistence locale sont satisfaites, nous pouvons conclure que
le prix approché de I'option sur moyenne donnée par ’algorithme de la FSG
converge vers le prix exact de cette option lorsque le pas h tend vers zéro (
ou de maniere équivalente le nombre d’itération tends vers U'infini).

5.3 Consistance locale : cas de l’option sur moyenne
capee

Le processus continu (S, B) est bien une diffusion stochastique puisqu’on a

dSt = TStdt + O'Stdwt
dBt _ maX(St,tK) — Bt

(S, B) est approché par la chaine de Markov (S™, B™), <. Vérifions les
conditions de consistence locale.

dt



56 pages 27

5.3.1 Calculs

Le calcul des premiers et seconds moments de (S5) dans le processus continu
et dans la chalne de Markov a été déja fait dans la section précédente. On
fait le calcul pour les processus continu et discret corresponadant a (B).
Calcul des premiers et seconds moments du processus continu (B;)
et du moment croisé de (B, St)
t+h max(S,, K) — B,

By, =B+ [
t U

du

maX(St, K) — Bt
t

Ey(Biin) = E(Biin/Bi) = By + h+o(h)

On utilise la méme démarche que dans le cas de l'option sur moyenne
pour obtenir:

maX(St, K) - Bt
t

h+ o(h)

E((Bia)’ /Bi) = (B)* + 2B,

Calcul de Ey (ByinSian) :
max(S,, K) — B,
u

On pose R(u) =

Et (Bt+hSt+h)

t+h
= Et (BtStJrh) + Et <5t+h / R(u)du)

t+h
= ¢""B,S, + E, (/ (St+h — G eltrhur Sue(Hh_“)r) R(u)du)
t
t+h
= ¢"B,S,+ / {E[Eu (Sien = Sue®™ ") R(w)| + =" B, [S, R(u)] } du
t
t+h
= ¢""B,S,+ / eth=ur B[S, R(u)] du

¢
En appelant fi(s) = E; (BsSs) on a :

t+h K t+h
fi(t+h) = e B, Si+ J eltth—ur g, [Surnax(su’)} du— [ e(t"‘h_u)rgft(u) du

t (% t U
Ainsi, la fonction ¢t — f; est dérivable et on a :
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’ K
fi(t+h) =re™B,S, + E, [St+hmax(5t+h, )1 it +h)

t+h t+h

En appliquant la formule de Taylor au premier ordre on obtient :
felt +h) = fi(t) + hf, () + o(h)

soit

max(S;, K) — B
By (BiynSen) = BiSy +h (TBtSt + S (5 / ) t) +o(h)

Calcul des premiers et seconds moments du processus discret (B™")
et du moment croisé de (B™, S™")

Notons B D" e deuxiéme vecteur de notre chaine de Markov a Uinstant
t=(n+1)h.

B+l prend ses valeurs dans {B,(;ff)h, B,irf_l)h, B,(ff)h, B,(fr_l)h}

Calcul de E,, (B("“)h) :

Par le méme type de calcul que pour 'option sur moyenne, on obtient :

En <B(n+1)h) — pB—(’_’rL-'rl)h + (1 o p)B(TL+1)h
B Calcul intermédiaire :

B(inJrl)h
_ poh g max (e oVrgmh K) — Bph
ok n+ 2
max(S™ K) — B 2h2(max(et"‘/55"h K)— Aphy 4

_ prh ’ h— ’ d-(n,h

e i nh(nh + 2h) +d-(n.h)

oi d () — max (e 7V S K) — max(S™, K)
’ n

Premier cas : max(S™", K) = S

h (e"*/ﬁ - 1) Snh
d*(n,h) = : = o(h)
n

Si max(eoVhSmh K) = e=oVhgnh  alors

h(e=oVh —1) gt
d (n,h) = ( — ) = o(h)
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Si max(e=°VhS"™ K) =K on obtient

h (e“’\/ﬁ — 1) Snh

<d (n,h) <
Soit
d"(n,h) = o(h)
Deuxitéme cas : max(S™ K) =K
d~(n,h) =0
Si max(e?VhS™h K) = K alors
d*(n,h) =0

Si max(eVhS" K) = e7Vh S alors

d*(n.h) = — (enhsm — K) >0
— nhh (S"h — K4 oVhs™ + 0(@)) soit
0 < d"(n,h) < ohv/hS™ + o(h)
- T nh

Ainsi,
d*(n,h) = o(h)

On conclut que dans les deux cas possibles on a :

nh K) — Bnh
max (S™, K) E o(h)
nh

B(in+1)h _ th +

Ainsi,

nh K) — Bnh
max(S"% K) = Bity | oth)
nh

E, (B(n+1)h) _ B]?h +

29

Par les méme types de calculs établits dans le cas de 'option sur moyenne,

on obtient :

e sous la condition

Anh) = o (Vh)
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nh — npnh
E, ((B("+1)h>2> = (B")" + o gy (5 ff )= B oy
n

th K _Bnh
B, (B(n+1)hS(n+1)h) _ thth + gnh (Tth I max ( »h ) k ) h + o(h)
n

Choix de A(nh) et complexité de I'algorithme de FSG

Le vecteur B™ est composé de k*(n, h)+1 éléments avec d’apreés 1'équation

(11)
B%L _ B,Zlhek* (n)A(nh)

Le but de cette section est de déterminer 'ordre de grandeur de k*(n, h).

jovh (j = —n,....n) peut s'écrire

On a déja vu que le cours S7" = S
sous la forme Sj”,h = S0 oVhe=(n=i)oVh o j' est donné par I'équation (15)

Les valeurs maximale et minimale de (B) a l'instant ¢ = nh, correspon-
dant a Sj”/h sont données par :

/ 1 ,
Bif(7) = n+1 (maX(SO, K)+ maX(Soea\/ﬁ, K) + ... + max(S%’ ovh K)
+ maX(Soej/U\/Ee_J\/ﬁ> K)+..+ maX(Soej/"\Fe_("‘j/)“‘/ﬁ, K)>
/ 1 ,
Byj) = ntl (maX(SO, K)+ HlaX(Soefm/E, K) + ... + max(S% (" Jovh K)

4 maX(SOe*("fj,)g hem/ﬁ, K)+ ..+ maX(SOe*(”*j/)o‘/ﬁej/”\/ﬁ, K))

Pour déterminer leurs expressions explicites il faut distiguer les cas suiv-
ants :
Premier cas : S° < K

Dans ce cas on a

B ) =K

N . .
Deux sous-cas sont & envisager concernant By (5') :
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a) Si = §0es VR < K on a

By =K

b) Si3r=inf{i€{0,..j}/eVrS > K}
b1)Si 25 —n>rona

/ 1 s
B]’}/[h(j ) = ] (rK + GOerovh + ...+ SVl oVh

—i—SOej/‘”/Ee*"‘/E + ..+ Soejl"fe(”j/)"‘/ﬁ)

‘,fr 1)ovh
1 1— e(j * )
— K SO rovVh
ntl T -+ € 1_ eU\/E
—(n—j/>0\/ﬁ
0 j/cr\/ﬁ —ovh l—e
+S"% e R

, 1 th
On rappelle que j = 5 (n + UCXW) ol o = In <> .On a:

50
) 2503 (nho) 1
nh( -
BM(])h%()( P )\/Ee 2 /vh
b2) Sidl=inf{ic{l,.,n-5}/j —i<r—1} on a
' 1 N
B = i (T’K—I— SO oVh 4 4 §0d oVh

+Soej,”‘/ﬁe_”‘/ﬁ + ...+ Soej,”\/ﬁe_(l_l)‘”/ﬁ + <n e 1) K)

. (j/—r-i-l) ovh

= (r+n—j'—l+1)K—|—SOe”"/ﬁ

n+1
_i_SOej/U\/Eer\/E (1 — e(ll)U\/ﬁ))

1—eovh
0,5 1
~ (S 62) \/Ee(L}QW)
h—0

onh

1—e¢
1 — eoVh

sl

Deuxieme cas : S° > K
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Pour determiner I'expression de BpP(5') il faut distinguer les deux sous-
cas sulvants :

a) Si2j —n>0

Bgf(]/) B g0 1 — e(j,Jrl)m/ﬁ ) ej’m/ge_m/g 1_ o (n*jl)ax/ﬁ

n+1 1 —eovh 1—e-ovh

On obtient le méme équivalent que dans le premier cas /bl).
b) i3l inf {z € {1, n — '}/ S0ed VimioVh < K}

/ 1 /
BiG) = — 5 (804 S g sV

+ Soej/”‘/ﬁe_"‘/g + ...+ Soejl”‘/ﬁe_(l_l)”\/ﬁ + (n — j/ — [+ 1) K)

s [ 6(/+1)aﬂ it i 1= 6—(z—1’)a\/ﬁ

1 oo p— —i—(n—]—l—i-l)K

On obtient le méme équivalent que dans le premier cas /b2).

Pour determiner I'expression de B™(j') il faut distinguer les deux sous-
cas suivants :

c) Si e~ (n=i)ovhgo > |

o g0 1— e—(n—j’—l)m/ﬁ e—(n—j’—1)a\/ﬁ . e—(n—zj/—1)m/ﬁ
By =
m () n+1 1 —eovh - 1 —eovh
S9Vh (1+e7)
h—0 onh

d)Sidg=inf{ic{0,..n—j} e Vs < K}
dl) Sin —25 >¢q

, 1
Bili) = (8°+ % rVhp 4 0% VE L K 4 K)
n
1 1—eaVh
= S0 — g+ 1)K
n—l—l( oo Tt )

~ K
h—0
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d2) SiEIz:inf{ie{1,...,j/}/n—j'—z§q—1} on a:

, 1
Bty = —— (P + 8% Vh 4 Sl VR L K b K
" n—+1

+SO€_(TL_J/)J heza\/ﬁ_{_ +S06_(n_‘7/)0_\/ﬁ€]/0-\/ﬁ>
1 0 1 — 67(10'\/5
n+1 1 — @—U\/E

S9v/h

~Y
h—0 onh

—f-(n—j/—f—z—q)K—i-SOe

~(n—j' =2)ovh _ g—(n=2j'~1)ovh
1 —eoVh

Il est facile de montrer que dans tous les cas possibles, mis a part le
By ()

remier cas/ a) ou :
P / a) Brh(s")

=1,ona:

I Bt (5 N nho
h—=0 2v/h

Ainsi,

ARG
ln (Agfh(j’)) nho
A(nh)  h—0 2\/EA(nh)
On a fait le choix A(nh) = o(v/h). En choisissant A(nh) = h, on aboutit

aux méme conclusions que dans le cas de I'option sur moyenne, concernant
la complexité de ’algorithme de la méthode de FSG.

k*(n,h) =

5.3.2 Récapitulatif des résultats et conclusion

Résumons les résultats obtenus ci-dessus :
maX(St, K) — Bt
t

E((Bia) /Bi) = (B)* + 2B

Ei(Biyn) = By +

h+ o(h)
max (S, K) — By
t

h+ o(h)

max(S;, K) — B
By (ByynSyn) = BeSi + h (TBtSt + Sy (5 : ) t) + o(h)

max(S™, K) — B

E, (B™") = Byt 4 ———h+o(h)
n

En choisissant Alnh) = o (\/ﬁ)

nh K) — Bnh
E, ((B<n+1)h>2) = (By") + oy XS - ) =B 4 oh)
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max(S™ K) — B
nh

E, (B tOh gty — gnh g 4. gnh <ngh + ) h+o(h)

On voit bien qu’en choisissant A(nh) = o (\/ﬁ) les conditions de consis-
tence locale sont satisfaites. Comme dans le cas de 'option sur moyenne,
ce parametre de discrétisation a un autre role au niveau de la complexité
numérique de lalgorithme. En effet, le choix particulier de A(nh) = h par
exemple, réduit la dimension du vecteur BN de 2V (si on décide d’y stocker
toutes les valeurs possibles) a une dimension de I'ordre de N VN < 2N,

L’application du théoreme de Kushner nous permet de conclure que le
prix approché de 'option sur moyenne capée, donné par ’algorithme de la
FSG, tend vers le prix exact de cette option, lorsque le nombre d’itérations
tend vers I'infini.

5.4 Consistance locale: cas de Ioption de vente look-
back

Comme il a été déja mentionné, 'application du théoréeme de Kushner pour
cette option n’est pas possible. Toutefois, nous continuons de vérifier les
conditions de consistence locale car nous pensons qu’il s’agit de propriétés
naturelles qui doivent étre satisfaites par la chaine de Markov approximant le
processus continu. Rappelons que ces propriétés concernent le comportement
locale identique ( au niveau de la moyenne et de la varience conditionnelles)
a un o(h) du processus continu et du processus discret.

5.4.1 Calculs

Calcul des premiers et seconds moments du processus continu (M;)
et du moment croisé de (M, S;)

M, = max S, = max(M,, max S,
t+h 0<u<t+h " ( by <u<ith w)

= max <Mt, max Ste(PT)(u 0o W)>

t<u<t+h

2

~ 2 ot oW,

= max <Mt, max Ste(r ? )v g >
0<v<h

Soit @) la probabilité équivalente a P de densité

dP

Lp=
T dQ
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ou
a2
r—3

g

a2 \
L= Wat ou \=

(Lt), est une (F ), martingale car E” (e%’\2T) DR
D’apres le théoreme de Girsanov (B;), telque :

By =W+ At
est un mouvement brownien sous la probabilité Q.
Ainsi,
1
Leyn V(Sen, Mitn)
EP (Serns M) = EF <(L b )EQ ;
¢ (27)
1
= Evtc2 (Lw(st'f‘h? Mt+h))
h

Q) aw,+22p (rfé)thchh
= E% e ’w fﬁe ,

2
r—% JotoW,
max | M;, max Ste( 2)
0 <v<h

>\2
g Et(;) {e)‘Bthw (SteO'Bh7maX (Mt7 max SteO'Bv)>}
0<v<h

= EtQ {emh_ghib (Ste"Bh, max (Mt, Ste"Nh))} ot N, = max B,

0<v<h

Premier cas : M; = 5,

EF (0(Siny Miin)) = By {eABh_éhl/) (SteUBh; Ste“Nh)}

Calcul de EF (M, 1,):
Il suffit de considérer la fonction ¥ : (z,y) — ¥ (x,y) =y
Soit

r = Q ABh—AEh oNy,
By (Myn) = MEY qe s le

= MtEtQ {eA‘/EBl—A;hea\/ENl }

A w fixé, on a :
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2 2
AMVIBL@=h 1 4 AVRB, (W) + 2 (Bu(w)? = 1) h+ o(h)

2
VN = 14 oVRN ) + T Ni(w)*h + ofh)

Soit

2
AVEBI(@)=rhooVRNL (AB1(w) + oNy(w)) VI

A2 5 02 9 A2
+ (231(w) + Ao B (w) Ny (w) + gNl(W) - 2) h+o(h)

Apres justification, on peut écrire
Ef (Myyn) = M {1+ (AE? (By) + 0EP (Ny)) Vh

A2 o2 \?
+ <2Ef9 (B}) + Mo E? (BiNy) + ?ES (N?) - 2) h+ o(h)}

Or,

B Calcul intermédiaire
Montrons que

On a :

131]Vi = 131 (rnax:l3v>

0<v<1

= Bl <Bl+ Omax (BU - B1)>

<v<l

Soit (BU) le mouvement brownien sous Q, défini par : El_v =B, — B,.

En remarquant que B; = By, on obtient :
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BNy = (B = (=B1) max (~Bi-)
= (B~ (=B) pax (-5,)

E? (BiNy) = 1-E7 (Blﬁl)

d’ou
Ey7 (BiNy) = &
|
Ainsi,
p 2 Ato
Bl (Min) = M, + |0y M, Vh+ |o 5 | Mi| bt olh)

Ef (Mysn) = My + [U\/EMJ VR KH;;> Mtw e (15)

Calcul de EY ((MHh)Q):
1l suffit de considérer la fonction ¥ : (z,y) — ¥ (z,y) = 3>

2
Etp ((Mt+h)2) = (Mt)2 EtQ <€Athh€20Nh)

20\/3 (M,)*

B (0007 = 000"+ [aryE 0] v+ (2] 07| o+ ot

(16)

On obtient :

Ef (Myn)?) = (M,)* +

Vh+ [20 </\ +220> (M,f] h+o(h)

Calcul de EF (M 1,Sii1):
Il suffit de considérer la fonction ¥ : (z,y) — ¥ (z,y) = xy

22 s
EF (MunSian) = MiS,EQ (e010180 5o )
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o OH0) B (@)= A o Ny (@)

_ 6(>\+0')\/EBl( )—7h60\/ﬁN1(w)
= 14+ (A +0)Bi(w)+ 0Ny (w)) VR

+ <()\+20)Bl(w)2 + (A +0) 0By (w)Ny(w) + (722N1(w)2 — >;> h+ o(h)
On obtient :

EF (M2 Siin) = MyS; +

\/7Mt5t

EtP (Mt+hSt+h) = MtSt + _U\/thSt_ \/E + _% (T’ + %2) MtSt_ h + O(h)

NG + 300+ 0) Mtst} h+ o(h)

Deuxiéme cas : M; > S,

P ((Sun Mian)) = 2 {P 50y (5075 max (M, Sie 7))}
= B/ {GABh_A;h@D (Steth»Mt> {5007 }
+ e’\BhJ?ihw (Ste"Bh, Ste"Nh) [{Mts StegNh}}
= B2 (5 (s ) )
L {P50 [y (Si75n, 5167 ) = (S )] Ty oy

Calcul de EF (M, 1,):

2 2
Ef (M) = EY {MtBABh_éh} + By {6AB"_A2h (SteaNh - Mt) Itan< Stefho}}
2
= M;+ (Steéh) EtQ {GABHUN”{MtssteUNh}}

M _ay EQ L BuT
- te t [ {Mtg SteoNh}

Calcul de EF ((MHh)Q):
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EF (M) = {0y =50 B {50 (807 = () I{yyc gy |
_ (Mt)2 + ((St)2 e—)\gh) EtQ {6ABh+2UNh]{Mt<St€ aNh}}

)\2h

() B R oy}

Calcul de EF (M, 4Siin):

P Q (A-0)By—22h
Et (Mt+hSt+h) = Et MtSte h™72
+E? {e’\Bh_éh ((St)2 e7BreoNn MtSte”Bh> I{Mthte"Nh}}
— M,S,e5@+2Nh (<St)2 6—)‘2h> fors {e()\-i-a)BheoNh[{Mt gste"Nh}}

2
_ (Mtste’\zh> EtQ {e()\JrU)Bh]{Mthte"Nh}}

I{MtSSte”Nh} =17 N> o ou 7= Y

pour tout a >0 on a:

S

0 S EtC? {eth-[{MtSSteth}} S EtQ {eaNh]{MtS StGONh}}
0 < E {e“Bhe”N’l[{Mt Ssteawh}} < EP {e(“”L")N’LI{Mt Sstemh}}

Si on montre que

EF {eaNh]{MtSSteaNh}} =o(h) pour tout a >0 (18)

on aura :

E{ (Myn) = M, + o(h)

EF ((Mi2)?) = (M:)? + olh)

EtP (Mt+hSt+h) = MtSt + [TMtSt] h + O(h)
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Preuve de (18)

ou

donc

EtQ {eaNh[{MtSSteoNh}} - EtQ {ea\/ﬁNll{N1>

a3
_22
_ avhlz| € _*
= e dx
V2T
|z|>ﬁ
= 2J(7,a)
+oo _ 22
a\/ﬁx 2
= e d
=
=
a?p, e 6_%
= e2 dy
\ 2T
y=_z—avh
+OO 1 T
67% dy = iﬂ- ei§ (ﬁia\/ﬁ)
y:ﬁ—a\/ﬁ

B ™1y gy | = 2J(r.) = ofh)

Calcul des premiers et seconds moments du processus discret (M"™")

40

et du moment croisé de (M™" Snh)

Nous approximons les variables d’état (S) et (M) par la chaine de Markov
(S, M) caractérisée par les transitions suivantes :

(1)

up

(1", 53"

1

(max (Mh, erVhgnh)  eovhgat)

probabilité

down

(Mg", S3")

(M, e=7Vhsph)

probabilité

Ainsi, on a :
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E, (M("+1)h) = pmax (M,’:h, ea\/ﬁS;‘h> + (1 —p)M"
E, ((M<"+1>h)2) = p [max (ap", e““ﬁs;?hﬂ +(1—p) (M)
B, (MU0 gerhy - = perVigrt max (Mt e?VESI)| 4 (1 — p)e=VhSh My

Premier cas : M = SJ’-L"
Dans ce cas k = j et max (M,?h, e"‘/ES]’.‘h> = e"‘/ﬁS;‘h.
On a alors :

E, (M("H)h) = pe”‘/gS;-Lh + (1 — p)M"
= M (14p (e = 1))

E, ((M("“)h)Z) = p [eWﬁ (S}lhﬂ +(1-p) (M)

= (M) (1 p (Y - 1))

En M(n—l—l)hs(n—i—l)h _ 620\/E th 2 +(1-— e—ax/ES’(Lthh
( p J p 7 k
— M]?hs;lh (p620\/ﬁ + (1 _ p)efa\/ﬁ)

En faisant un d.l a 1 ordre 2 en v/, on obtient :

B, (M0+OR) = Mk + [2Mp%) VA + [5MEY] b+ o(h)

(19)

B, ((0+)) = (%) + o (v )| VA (4 5) (M) | bt o)

(20)

E, (MR ge0R) = pphgah 1 [2 N phgnk| N/ + [3£22 Mphignk] b+ o(h)

(21)
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En comparant les équations (17), (18) et (19) d’une part et (21), (22) et
(23) d’autre part, on voit que les conditions de consistence locale ne sont pas
vérifiées. Ce ci est dli au probleme d’échantionnage du maximum continu
par le maximum discret. Ce dernier ne peut pas tenir compte du maximum
réellement atteint par le processus continu. Pour remédier partiellement a
cela, nous proposons une chaine de markov telque dans la transistion up un
“pere” donne deux “fils”. La probabilité de transition “up-up” va étre fixée
par la suite par identification des premier, second moments et du moment
croisé calculés pour les processus continus et discrets.

Ainsi, dans le cas M}’ = 57, on propose de se ramener a l'arbre suivant :
(TIT)

up | (Mp" = S;-Lh ,S}lh) — (M,gnﬂh = ](igl)h, S](-T{l)h) probabilité pa
(M(n"rlh o (n+1)h S(n-i—l)h)

— i =511 550 probabilité | p(1 — a)
nh __ Qnh Qnh (n+1)h _ onh o(n+l)h el s
down | (Mp" = S, S7") | — | (My =S, 8,21 77) | probabilité | (1 —p)
ou
a=2,/2—-1

E, (M("H)h) = p ((1 —a) eV 4 ae%\/ﬁ) S;‘h + (1 — p)M"
= M (1+p |1 —a) e + aeVh — 1))

E, <(M(”“)h)2> = p((1—a)e*" +ae'Vh) (S;‘hf +(1—p) (M;;h)2

— (M,?h)z (1 +p [(1 —a) e2oVh o qetovh _ 1])

B, (MODRsrn) - = (1= a) 2V 4 VR (577) 4 (1 - p)e oYMty
= M,?hS;m (p ((1 — ) e2ovh oze?’a‘/ﬁ> +(1- p)e_“/ﬁ)

En faisant un d.1 a 1 ordre 1 on obtient

2
E, (M(n+1)h) :M;?h‘i‘M,?h [O’ (Oé‘2f‘1>:| \/ﬁ—’—M,?h [a2+r(a;1)] h—|—0<h)

o 1+ da
2

E, ( ( M(n+l>h)2> = ( Mgh)2+(Mgh)2 [0 (o + 1)] \/ﬁ+(M,?h)2 [0 + 7 (a+1)| h+o(h)
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1
E, (M(n+1)h5(n+1)h) _ M’?hsjnh_{_M’?thnh [ + a:| \/ﬁ_‘_ {M,?hS?h

2
Soit

43

1+«
2

B, (MO0") = Mg 4+ M [o /3] V4 ME (5 = ) 0%+ Br] Bt oh)

B () = (a4 ()’ [20

+ (M) [a2 (5 i 9

NS

N— —

]\/ﬁ

\/5
+2ry /=
T

h+ o(h)

(202 + 7’)} h+o(h)

E, (M(n+1)h5(n+1)h> _ M}ghsjnh + M}ghsjnh o

e

| Vh+

MESE (202 +7) /2]

h+ o(h)

Deuxieme cas : Mj' > S7

Dans ce cas on a nécessairement k& > j+1. Parsuite, max (M i e"\/ﬁS;?) =

My
Ainsi,
E, (M®+DR) = Myp
E, <(M<n+1>h)2> = (Mp)?
E, (MO i) - = pgrgn (perVE 4 (1 — p)e=)
My SrerVh
Soit

E, (MDORSein) — Mpgn 4 [rMpSE| b+ o(h)

5.4.2 Récapitulatif des résultats et conclusion

On a obtenu les résultats suivants :

Sl Mt = St
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EY (Mysn) = My +

Ef (Mysn)?) = (M)* + Vh+ h+ o(h)

2
20| - (M,)?
o EMtSt
V 7

(T 2305) (M,)*

Vh+ lg (r + 02> MtSt] h+ o(h)

EtP (Mt+hSt+h) - MtSt +

\)

2

Si M, > S,
E (Mysn) = My + o(h)
EP ((Mi12)?) = (M) + o(h)
EF (Myy1,Sen) = MyS; + [rM.Si] h + o(h)

Si Myt = Srh
Cas ou la chaine de markov est (II)

o

B (a0 ?) = (0’ + [ (aagy’] Vi + [( i ‘;) (M,?hﬂ B+ ofh)

Ey (M®FOh) = My + [ M,?h} Vh+ [;M,?h} h+ o(h)

A Dh h anh 0 2 rnh anh 3r 4 o h cmh
En(MWHS(”H):Mgsy+[2Mgsy]\/ﬁ+ 5 M55t ht o(h)

Cas ou la chaine de markov est (III)
2 2 1 2
O’\/7 Vh+ Mt [(\/>—) 02_|_\/>T
T T 2 T
(n+1)h\? )2 n\2 2
En((M" )):(M,’;) (M) 20y /2| Vi
nh\ 2 2 2 2
+ (M) [o— <5\/;—2> +2r\ﬁ
2 nh gnh 2 2
0\/; M™Ss (20 +7")\/;

B, (MO0") = Mt 4w h+ o(h)

h+o(h

Ey (M®DRGEDR) — pahgnh 4 ppphgih vh+ h+o(h)
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Si My > SY

Ey (M™") = My

E, ((M<"“>h)2) = (M)
E, (M(n+1)h5(n+1)h> = MpST + [TMQS;?] h +o(h)

On peut conclure que dans le cas M; > S; qui correspond a My' > S7
en temps discret, les conditions de consistence locales sont satisfaites. Par
contre dans le cas M; = S; qui correspond a M;' = S} en temps discret,
les conditions de consistence locale ne sont pas satisfaites . Ce ci est dii au
probleme d’échantionnage du maximum continu par le maximum discret, qui
par définition ne peut tenir compte du maximum réellement atteint par le
processus continu. On a essayé de rapprocher le comportement du processus
discret de celui du processus continu en proposant une chaine de markov
telque dans la transistion up un “pére” donne deux “fils”. Ce choix a ajouté
un degré de liberté qui nous a permis de coincider les coefficient des termes en
Vh. Le fait d’autoriser au maximum discret de prendre la valeur M. ,E,”H)h =
62"\/55;7 alors que SJ(-T{I)h = e"*/r’S;l tient compte de maniere partielle du
probleme d’échantionnage mentionné ci-dessus.

Pour montrer la convergence du prix de I'option de vente lookback, donné
par l'algorithme de la FSG, vers le prix exact de cette option, nous devons
chercher une autre preuve théorique et nous pensons a utiliser les outils de
la théorie des semi-groupes.

5.5 Consistance locale: cas de 'option d’achat look-
back

Les remarques que nous avons faites pour 'option de vente lookback sont les
mémes a mentionner dans le cas de 'option d’achat lookback. Nous vérifions
les conditions de consistence locale.

5.5.1 Calculs

Calcul des premiers et seconds moments du processus continu (1)
et du moment croisé de (my, S;)




56 pages 46

m = min S, = min(m;, min S
t+h 0<u<t+h ( t’t<u<t+h )

rfé) (u—t) +0‘(Wth)>

= min [ m;, min Ste(
t<u<t+h

On considere la probabilité  équivalente a la probabilité risque-neutre
qui a été définie dans le cas de 'option lookback sur maximum et le mouve-
ment brownien (B;) sous Q

By =W+ M

1
EF (0(Seinymern)) = B fh¢ 5t+h,mt+h)>

= EtQ { Wit hiﬁ <Ste(ro22>h+ UWh, min (mt, Ominh Slte(P%Z)UJr UW”))}

= EtQ e’\Bh_*hw (S e”Pr min (mt, mln Sie? “))}
0<
Q [ A=y (6,e7Bn i o, min, B
= Et e 2 Ste ,min mt,Ste ==
Or,
min B, = — max (—B,)
0<v<h 0<v<h

Soit  Nj, =max (—B,) . On sait que N, et |B,| ont méme lois sous Q.
0<v<h

El (Y(Sesn, mugn)) = E? {GABh_A"’h%U (Ste"Bh, min (mt, Sie _“Nh))}

Premier cas : m; = S5,

Ef (¢(St+h7 mt—i—h)) - EtQ {eth—/\th/} (Stefth’ Ste—aNh)}

Calcul de EY (myy3):
Il suffit de considérer la fonction ¥ : (z,y) — ¥ (x,y) =y




56 pages 47

Soit

A2
VhB1—2h

= mtEtQ e

AB—2h
EF (myn) = mEP {6t " UNh}

-aszvl}
A w fixé, on a :

2

I — 1 WIB () + 5 (Bulw) ~ 1) ot ofh)
2
VN ] /N () + %Nl (w)2h + o(h)

Soit

MBI 1 4 (ABy(w) — 0Ny (w)) Vi

+ (231 (W)? = Ao By (w)N (w) + %Nl (w)? — ;) h+ o(h)

Apres justification, on obtient
Ef (mugn) = m{1+ (AEP (By) — o EF (N1)) VR

+ (e () - o8 (BV) 4 G 88 (W0)7) - ) o)

Mais

EQ (BiN,) = —E? (-B)N,) = —

1
2

soit

2
Etp (Miyn) = my — [0\/;77%

EF (myyn) = my — {Uﬁmtw Vh + E (7’ + %2) mt] h+ o(h) (22)

Calcul de EY ((mt+h)2):
1l suffit de considérer la fonction ¥ : (x,y) — ¥ (z,y) = y*

\/E+la<”g">mt]h+o(h)

Etp ((mt+h)2) = (Mt)2 EtQ <€ABh_A2h€_20Nh>
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On obtient :
2
B ((men)”) = (ma)? = [%ﬁ (me)’

EF ((men)?) = (m0)* = [20(/2 (m)*] VR + [ (r + 302) (m)°] h + o(h)
(23)

Vi + lZa (A 22"> (mt)Q] h+o(h)

Calcul de EF (myynSiin):
Il suffit de considérer la fonction ¥ : (z,y) — ¥ (z,y) = xy

EP S _ SEQ ()\—i-O')B;L—ﬁh -oN},
¢ (MirnSiin) = mpS By (e 2%

oO+0)Br (@)= —o N5 ()

_ e()\+a)\/ﬁBl(w)f%h€fJ\/m1(w)

= 14 ((A\+0) Bi(w) = oN,(w)) VA

+ <()\20) Bi(w)? — o (0 + A) Bi(w)N1(w) +%N1(w)2 B ;) h+ o(h)

On obtient :

2 3
EtP (mt+h5t+h) = mtSt - [0\/;mt5t \/E + |:2O' ()\ + O') mtSt] h + O(h)

EtP (mt+hSt+h) = mtSt — {O’ %mtSt_ \/E—i‘ [% (T’ -+ %2) mtSJ h + O(h)
(24)

Deuxieme cas : m; < S;

EtP (w(st-i-ha mt+h)) = EtQ {GAB”_)\QhQﬁ (Steo'Bh7 min (mt7 St€ —crNh>>}

= EtQ {e’\Bh_A;h@D (Ste”Bh, mt) ]{

mt<Steio'Nh}
2 —
ABp,—2"h oB —oN
+ e"PhT 2 (S e?Pr Sie h) I —
¢ t bl t {th Ste—a'Nh}

_ EtQ <6/\Bh—>‘2h,¢) (StGUBh, mt))

+E? {e*Bh—fh w (StegBh’ Ste_gﬁh) —Y (Steth’ mtﬂ [{m >S e—f’Nh}}
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Calcul de EY (myy3):

22 2 N
i = i e s ot e )
= my+ (Ste_éh> EtQ {e’\Bh_”NhI{mt >Ste_”Nh}}
_A2
_ <mt6 5 h) EtQ {GABhI{mt>St€_UNh}}

Calcul de EY ((mt+h)2):

2 2 —
Ef ((mt+h)2) EtQ {(mt)2 eABhéh} + EtQ {eABhAQh ((St)2 e 27

_ (mt)2) I{th Ste"'Nh}}
()" + <(5t)2 €2h> o {eABh%N”{mesﬁeawh}}

P
_ ((mt>2 e 2 h) EtQ {eABhI{mtESteaNh}}

Calcul de EF (mynSein):

a2
EtP (mt+h5’t+h) = EtQ {mtStG(A-‘rO')Bh 5 h}

2 —
crfonis e msen) o]
mi¢=ote
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b= EtQ {e_aNh[{mt> Ste—‘fﬁh} < EtQ {eth[{mt>St6_”Nh} }}

Si on montre que

EF {e“BhI{thStegNh}} =o(h) pour tout a >0 (25)

on aura :

BE (mys) = my + o(h)
Ef ((mesn)®) = (me)® + o)

Etp (mt+hst+h) == mtSt + [T‘mtSt] h + O(h)

Preuve de (25)

EtQ {eth]{thSte”Nh}} = EtQ {ea\/ﬁBll{BﬂZh}}

On a montré dans (5.3.1) que :

J(1,a) = o(h)

Ce résultat est vrai pour tout 7 > 0 et pour tout réel a . Ainsi,

Q (lBh _ — — —
E; {e I{thSte”Nh}} = J(7,a) + J(T,—a) = o(h)
Calcul des premiers et seconds moments du processus continu (m™")
et du moment croisé de (m™", Smh)
Les variables d’état (S) et (m) sont approximés par la chaine de Markov
(S"h m™) explicitée par (I) dans la section (3.2.1).
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( (nt1) h) = pmp + (1 — p) min (mz, e_"\/ES;‘)
( (n+1)h ) = p(mP)*+(1-p) (min (mz, e_‘”/ES;L))2
E, ( (n+1)h g(n+1) h) = pe”\/ﬁS]”mZ +(1— p)e‘"‘/ES;1 min (mZ, e“"/ES]'-L)

Premier cas : mj = S}
Dans ce cas k = 7 et min (mz, e_"‘/ﬁSﬁ = e_"‘/ES;Z.

E, (m(”“)h) = pmp + (1 - p)e"’\/ﬁS;L
= mp (1 +(1—-p) (e_"\/ﬁ — 1))

Soit
E, (m(”“)h) = m} —mp [%} Vh +m} m h+ o(h) (26)
B (7)) = p o)) + (1= pe ™ (57)’
= mp)*(1+ (1 —p) (e =1))
Soit,

£, ((m+0)") = u)? = o (g’ VR + (m)? [r + 5] B+ olh)

(27)
E, (m(”“)hS(”“)h) = pe”‘/ES;LmZ + (1 — p)e’Q"\/ﬁ (S;?)Q
= mpS} (e"\/ﬁ +(1-p) (e_%ﬂ — e“/ﬁ>)
Soit
B, (mC S On) = Sy — [§mpSy | Vi mpSy 242 [ bt o(h)] (g

En comparant les équations (24), (25) et (26) d’une part et (28), (29)
et (30) d’autre part on voit que les conditions de consistence locale ne sont
pas vérifiées. Ainsi, dans le cas mj = S}'. Comme dans le cas d’option de
vente lookback ceci est dii probleme d’échantionnage. Pour se rapprocher
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du comportement locale du processus continu, on propose un nouveau ar-

bre. Dans ce dernier on autorise au minimum discret de prendre la valeur
(ntDh _  —20vh an (n+Dh _  _—ovhan sy

my, =e S} alors que S;; 7" = e S ce qui tient compte par-

tiellement du probléme d’échantionnage. Dans le cas mj = S7', on propose

la chalne suivante :

(IV)
n n n n+1)h n n+1)h
up | (mph =S S0 | — (m{"h = th,S](-+J{ ™y | proba p
down | (mph = S0 S5m0y | — | (m{"" = SR st (1—p)(1—a)
n+1)h n n+1)h
- (mgc R Sjﬁ27 S](,Tl) ) (1-p
ou
o =2,/2~-1

E, (m(”+1)h> = pm" + (1 —p) ((1 —a) e VP4 ae_%\/ﬁ) S}’h
= m(1+1-p) (QA-a)e ™" +ae >V —1))

E, <(m(”+1)h)2) = p (m’,z,h)Q +(1-p) ((1 — ) e 2V 4 oze_4"‘/ﬁ) (th)z

J

= (m};‘h>2 (1 +(1—p) ((1 — ) e~20Vh | qe—toVh _ 1))

E, (M(”“)hS(”H)h) = mehS]”h + (1 —p) ((1 —a) e~2oVh ae_‘g"‘/rl) (th>2

J
= mZhSJT-Lh (1 + (1 —p) ((1 —a) A A 1))

En faisant un d.1 a 1 ordre 2 en v/Ah on obtient

1 2 1
£, (m+) = gt mi? [ (5] Vi o2 D o

o 1+ da

En ((m™ ")) = (mp? = (mp)? o o+ 1] Vi (m)? |o #r(a+ )] hro(h)

1
E, (m(n+1)h5(n+1)h) _ mZS?—mZS;L I \/E—i—mZS;L [—ga (202 + r)} h+o(h)
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Soit

E, (m("“)h) =m} —m} [a\/g Vh +m} K\/g — %) o? + \Eﬂ h+ o(h)

En ((m0=0")") = (op)? = (m)” 20 /2] VA + (mg)? [0 (5y/2 — 2) + 20 /2]

+ o(h)

E, (mrDhgeh) — gt — mp st (o) /2] VB +mpSs [(20% + 1) /2] h+ o(h)

Deuxieme cas : my < S7
Dans ce cas on a nécessairement k < j — 1. Parsuite,

. n _—ovhon) _ n
min (mk,e Sj> =my,

Ainsi,
En (m"*0") = mj
£, ((m+)") = (mp)?
B, (mm gty - = pngn (perVh 4 (1 — p)e= V)
= mpSpent
Soit

E, (m(”“)hS(”“)h) = mpSy + [rmZSﬂ h +o(h)

5.5.2 Récapitulatif des résultats et conclusion

On a obtenu les résultats suivants :
Si my = St

=
+
N | —
—
=
+
w
q
~——
3
>
+
=
=
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Si my < St
E/ (myyn) = my + o(h)
Ef ((men)?) = (mi)* + o(h)
EtP (mt+hst+h) = mtSt -+ [TmtSt] h + O(h)
Siomy S”h

Si la chaine de markov est (I) (section 3.2.1)
o2
E, (m(n+1)h) =m} — { } Vh+m l 5 ] h+ o(h)

E, ( (m<n+1>h)2) = (mp)* = [o (mp)’] Vh+ (mp)? [r - “;] h+ o(h)
B, (0500 = st — (st | Vi mp) [Sr = o bt ofh)

Si la chaine de Markov est (IV) (section 5.4.1)

E, ((m(nﬂ)h)z) = (mp)® — (mp)” Vh+ (m})? [02 (5\/3 — 2) + QT\/E
\/_ h+mpSy | (20 +7) \/3

Vh + my
20\/5
T

h+ o(h)

h+ o(h

E, (m("ﬂ)hS(”“)h) =mpS; —mpS] h + o(h)

1 n n
Simy > 5;

E, (m("+1)h> =mj
£ () = o
E, (m(”+1)h5(”+1) ) = my S} + [rmkSn} h+ o(h)

On peut conclure que dans le cas m; < S; qui correspond a M;" < S7
en temps discret, les conditions de consistence locales sont satisfaites. Par
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contre, dans le cas m; = S; qui correspond a my = S en temps dis-
cret, les conditions de consistence locale ne sont pas satisfaites . Come on
I’a mentionné dans le cas du de l'option de vente lookback, Ce ci est di
au probleme d’échantionnage du minimum continu par le minimum discret.

: . : Dh
En autorisant le minimum discret de prendre la valeur m{"""" = ¢ 20V gn

alors que S;T{l)h = e*"\/ESJ’? tient compte de maniere partielle du probleme
d’échantionnage.

Pour montrer la convergence du prix de I'option d’achat lookback, donné
par l'algorithme de la FSG, vers le prix exact de cette option, nous devons,

de méme, chercher une autre preuve théorique.

6 Conclusion

L’apport principal de cette étude c’est qu’elle fournit une preuve théorique de
la convergence du prix approché d’une option asiatique, donné par I'algorithme
de la FSG, vers le prix exacte. A notre connaissance, c¢’est la premieére preuve
de la convergence d’un algorithme pour les options asiatiques américaines.

En effet, en se basant sur le théoreme de Kushner, on a etudié le prix
de 'option sur moyenne et celui de 'option sur moyenne capée, fournis par
I’algorithme de la FSG. Nous avons montré que pour obtenir la convergence
vers le prix exact de chaqune des options ( lorsque le nombre d’itérations de
I’algorithme tend vers U'infini ) , il suffisait de choisir un pas de discrétisation
dans la direction de la moyenne qui soit égale a 0(\/%) par exemple h. Ce qui
signifie que, par rapport a la discrétisation de Barraquand et Pudet, il fallait
raffiner la discrétisation dans la direction de la path-dependance.

Nous avons montré que le choix du pas de discrétisation dans la direc-
tion de la moyuenne égale a h permet d’obtenir une complexité numérique
satisfaisante de 'algorithme.

Quoi que cette étude ne nous a pas permis de conclure quand a la con-
vergence théorique des prix approchés des options lookback vers les prix
exact, on a essayé de construire des chaines de Markov approximant le pro-
cessus continu et ayant un comportement local qui se rapproche de celui du
processus continu. Au niveau de la consistence locale ( coincidence des com-
portements locaux du processus continu et discret au niveau de la moyenne
et la varience ), les chaines de markov ainsi construites sont meilleurs que les
chaines de markov construites a partir de I’arbre binomial classique.

Pour étudier la convergence des prix approchés des options lookback,
founis par I'algorithme de la FSG, vers les prix exacts , nous envisageons
d’utiliser d’autres outils théoriques basés sur la théorie des semigroupes.
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Par ailleurs, nous sommes conscients de I'importance de réaliser des tests
numériques pour confirmer la pertinence des résultats théoriques que nous
avons obtenu.
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