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Résumsé : Nous étudions le probleme d’approximation de E f(X7) par Ef(X2)
ol f est une fonction bornée et mesurable, X est la solution d’une équation
différentielle stochastique et son approximation X2 est obtenue par schéma
de discrétisation avec le pas h. Nous examinons le schéma d’Euler, le schéma
de Milshtein et le schéma de Ninomiya et Victoir dans lesquels on utilise une
variable aléatoire gaussienne. Apreés avoir obtenu X7 nous appliquons une
méthode de Monte Carlo pour calculer Ef(X%). 1l existe deux types d’er-
reur qui correspondent respectivement au schéma de discrétisation et a la
méthode de Monte Carlo. Nous considérons deux possibilités pour diminuer
le temps de calcul, soit en remplacant la variable gaussienne par une autre
variable aléatoire soit en appliquant la méthode de réduction de variance.

Abstract : We study the approximation problem of Ef(X7) by Ef(Xh),
where f is a bounded measurable function, Xt is the solution of a stochastic
differential equation, and its approximation X% is defined by the discretisa-
tion scheme with step h. We examine Euler scheme, Milshtein scheme and
Ninomiya-Victoir scheme where a normal random variable is used. Once X7
is obtained, we apply the Monte Carlo method to compute Ef(X%). There
exist two error types which correspond to the discretisation scheme and the
Monte Carlo method respectively. We consider two possibilities to diminish
the computation time : the replacement of a normal random variable with
some other random variable and the application of the variance reduction
technique.
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1 Introduction
Nous considérons I'équation différentielle stochastique écrite sous la forme :
dXt = b(Xt, t)dt + O'(Xt, t)th, X(O) == X() (].)

oll X; est un processus stochastique dans R,

W; est un mouvement brownien de dimension [,

b: R x [0,00) — R? ce vecteur appelé la dérive ou le drift de ’équation.
o: R x [0,00) — R™! appelé coefficient de diffusion.

X est un d-vecteur.

Nous dénotons la solution de I'équation (1) avec la condition initiale X, = x
par X"

Pour simuler le processus X; on peut 'approcher par le processus discrétisé
{X} he€ Rt k=0,...,n} Nous divisons I'intervalle [0,7] en n sous-
intervalles avec le pas égal a h = T'/n. Nous obtenons donc la discrétisation
{X} heR" k=0,...,n}. En accord avec notre notation X = Xh.

Définition. Discrétisation {X}', h € RT, k=0,...,n} a ’ordre fort de
convergence 3 > 0 si -
E(|| X7 — Xrl]) < e’ (2)

pour une constante c et h assez petit.
Définition. Discrétisation {X!', h € R*, k=0,...,n} a Pordre faible
de convergence (5 > 0 si

|Ef(X7) — Ef(Xr)| < ch” (3)
pour une constante ¢, h assez petit et touts les f de Pensemble C'p2°+2 ot la
constante ¢ peut dépendre de la fonction f. 01235 *2 est I'ensemble des fonc-

tions RY — R telles que leurs dérivées de 'ordre 0, ...,23 + 2 sont bornées
polynomialement.

Définition. Fonction g : R? — R est bornée polynomialement si |g(z)| <
k(1 + ||x||?) pour des constantes k, q et pour touts x € R?

Si 3 est plus grand alors 'erreur de la discrétisation converge plus vite a
0. Souvent, I'ordre de convergence faible est plus grand que 'ordre fort.



2 Schéma d’Euler

Le schéma d’Euler a la forme :

X;g-i-l = X;L + b(X;gLv ph)h + O-(X;gv ph)(W(P-H)h - th) (4>

ou - - B B
Xt = X"+ (XD, ph)h+ o(XE, ph)VhZ, (5)
ou W, est le processus de Wiener et 7y, ..., Z, sont les variables gaussiennes

indépendantes avec 'espérance 0 et la variance 1. Nous allons regarder la
convergence faible du schéma d’Euler et nous étudierons la possibilité de
remplacer Z; par une autre variable aléatoire, telle que celle de Bernoulli, de
Student etc.

Dans ce chapitre nous avons utilisé le travail de Talay et Tubaro [8].
IIs ont trouvé l'erreur de la discrétisation pour le schéma d’Euler pour les
fonction d’objectif de C* et quand une variable Z; est gaussienne. Nous
généralisons son travail pour le cas d’autre variable aléatoire. Nous allons
formuler les méme propositions, lemmes et théoremes que dans son travail
mais avec autre contraintes a la variable aléatoire.

2.1 Ordre de convergence

On suppose que E[||Xo|[*] < oo et pour touts z,y € R% et t € [0,T] les
conditions suivantes sont réalisées

L ||b(z,t) = b(y, t)|| + ||o(x,t) — o(y, t)|| < K||x — y|| (condition de Lip-
schitz)

2. |[bo(z, t)||+]||o(z,t)|| < K(1+4]|x]|) (condition de croissance souslinéaire)

3. B(|IXo - X§ll) < KVh

4. |lo(x, s) = bz, )] + [lo(z, 5) — oz, )| < K1+ [[z][)\/]t — 5]

Alors le schéma d’Euler a ’ordre fort égal a 1/2. La troisicme condition
est vérifiée si on prend Xy = X

Ci-apres nous allons étudier I'ordre faible de ce schéma. Il faut donc esti-
mer 'erreur



Ere(T,h) = Ef(Xr) — Ef(X}) (6)

Nous considérons la classe Fp des fonctions ¢ : [0,T] x RY — R avec les
propriétés suivantes

1. p € C®

2. il existe s € N et C(T') > 0 tels que il réalise I'inégalité :

¥ €[0,T), VezeR": [4(0,2)] < C(T)(1+|a]") (7)
Définition. Une fonction ¢ € Fr s’appelle homogene si elle ne dépend pas
du temps : ¢(0, ) = ¢(x).
Nous dénotons par L 'opérateur différentiel associé a (1)

d d

1 ) 7
L:§§:%@@%+2}@@M (8)

1,7=1 =1

ouna(t,x) = o(t,xz)o*(t, ).
Si ¢ € Fr alors la fonctions u(6;t, x) :

u(®;t,2) = E¢(0, X7") = Ero(0, X1) (9)
vérifié I'équation
Pt Lu =0
w(®:;T,z) = ¢(0,z)

Théoréme 1. Nous prenons les fonctions b(t, X;) et o(t, X;) € C® avec
les dérivées bornées de tous les ordres et une fonction homogéne f € F} et
u(t,x) = Ef(X3") qui est la solution de :

Alors nous avons

Err(T,h) = Bu(T, X") — Eu(0, X,) (10)



Preuve :

Nous savons que u(t,z) = Ef(X3") dott Eu(0,Xy) = Ef(Xr). La ligne
(

derniere du systéme nous donne aussi u(7, x) =

x). Alors f(X") = u(T, Xh)

et I'équation (10) est vérifiée. |

Décomposons Eu(T, X") — Eu((n — 1)k, X" ) en série de Taylor autour de

((n - 1)h7 Xq}ml—l)
u(t+ At,x + Ax)

ou Az® = (Axqy)™ --

u(t,r + Az) + At (t,x + Az) + %%(t,xjt Azx) + ...

u(t, x) + A2 (¢, x) + S(AL)2 L (t, )

1
2

+AL Y Axv2ou(t,x) + 1AL Y Azt 20,u(t, )

|laf=1 |af=2

4
+1IAE Y Az Zou(t,x) + Y L(Az)*O.u(t,x) + ...

laf=3 |laf=1

(Ax,)or

Ici comme 0, nous prenons la dérivée partielle de l'ordre |« :

ol
- 11
ortoy? . ..o0or (11)
ona=(ay,...,0p), et o] =g + ...+ .
Proposition 2.1. La variable aléatoire Z, = (Z,1, Zpo, ..., Zy;) est telle
que
1. Z,; et Z,; sont indépendants pour Vp et i # j.
2. EZ,; =0 pour Vp, Vi
3. EZii =1 pour Vp, Vi
4. EZ;”Z- =0 pour Vp, Vi

5. EZ,, < oo pour¥p, Vi

Apres simplifications nous obtenons que

Eu(T, X" = Bu((n — 1)h, X" )+ R2EY((n — D)h, X" )+ h3R"  (12)

o



d d )
= >0 bt )Vt 2)0ult,x) + 5 Y bt x)a)(t, ©) 0 u(t, x)
ij k=1

ij=1

e(t, x)

d . d .
+%%u(t, x)+ 231 b (t,x)20u(t,x) + 1 '21 al(t, )2 0ult, v)
1= )=

d
+9 2

ivjykvm:]-

l
> (0in0n)(Oka0m.a)
n,a=1 n#a

l
+ Z (O-i,no-j,no-k,no-m,nE[Zq%D] aijkmu(ta l’)
n=1

Ici nous écrivons R pour le cas de dimension 1 aussi nous ne regardons pas

les termes d’ordre h \ .
Rit,x) = L02(t,x)0?(t, x) Tl o 152 (¢, ) 2lr)

3 Hata) S a)
2 u(t,r 1 u(t,r
+50(t, 2)0* (L, ) Fger + 507 (1 ) =i
Pour estimer 'erreur (41) nous avons besoin d’estimer les dérivées par-
tielles dans les formules pour 1 et R". On va utiliser donc quelques lemmes

et propositions. Preuve de la premiére se trouve dans Kunita [5] .

Lemme 2.1. Soit les fonctions b et 0 € C'™ telles que ses dérivées de touts
les ordres sont bornées. Pour multi-index «, il existe les constants ko(T) > 0
et Co(T) > 0 telles que :

VO €10, T]:  |0qu(;t,x)] < Cu(l+ |x|k°‘(T)) (13)

Grace a ce lemme nous avons 'estimation pour |0d,u(6;t, z)| en terme de
||k« Mais au lieu de z il y a la discrétisation X. Il reste donc d’avoir
Pestimation pour | X'|¥ quand la variable aléatoire Z, satisfait aux conditions
de la proposition 2.1. Le lemme suivant est consacré a cette estimation avec

autre condition a Z,.

Lemme 2.2. Soient b;, o; des fonctions lipschitziennes continues et une
variable aléatoire Z, telle que

1. EZ,=0, E|Z,| < .

1.2 2 N
2. FekdlZpVh=3kehZyl?  cdu pour ¥k ot ¢ et di sont constantes.



Alors pour Yk € N il existe une constante Cj, > 0 telle que
E|XMF < T (14)
pour Vp, 0<p<n.

Preuve : B

Examinons l'espérance de | X)'|".

Xy =X +bX) ., (p—1)h)h+o(X),y, (p— Dh)VhZ,, ou Z, est une
varlable aleat01re de la condition du lemme, indépendante de X;L_l. On peut
estimer la partle droite grace a la condition de Lipschitz des fonctions b et o

| Xk < | X) 1}+}b X!, (p—1)h) — b(Xo, (p — 1)h)+b(X0,( )h)| h+
+\ Xp1:(p = Dh) = o(Xo, (p — D) + (X0, (p }|Z Vh
< XL +al X = Xo|h+ | Xy — Xo| 1Z,|Vh

+ [b(Xo, (p — 1) ) h+ o (Xo, (p = D) Z,| VR

< X010+ ah+ el Z V) + (16(Xo, (p = Dh)| + eaf Xo|)h
+(0(Xo, (p = DA)| + 2l Xol) | Z, |V
Par condition du lemme b(z,t) et o(xz,t) sont les fonctions continues. Elles
atteignent donc ses maximums et minimums a U'intervalle [0,T]

J— < pr—y

|6(Xo, (p— 1)h)| < max{ trerfgu%(] b(Xo,t)|, tg[nr%] b(Xo, )'} C3
J— < =

lo(Xo, (p— 1)h)| < maX{ trerﬁ%{]a(Xo,t)' , tg[m%]a(Xo, )‘} Ca

Nous prenons ¢ = max{cy, c2, (c3+c1|Xo|), (ca+ c2|Xo|)} Alors
|X;L\ < |X£_1|(1+ch+c|Zp\\/E)+ch+c|Zp|\/E < (|X£_1|+1)(1—|—ch+c]2p\\/ﬁ)
On dénote 1+ ch + c|Z,|Vh = &,.

On applique ensuite la démonstration par 'induction.
Soit k = 1.
Nous savons que v.a. Z, est indépendante de X;}_l d’ou nous obtenons
E|X)| < E(|X]} ||+ 1)E¢, = E¢, + E§E(|X]" ]). Les variables aléatoires
| Zp|, | Zp-1] - - ., Zo sont indépendantes et de méme loi. C'est-a-dire que E€, =
E¢, 1 = ... = E§ =m < oo par condition du lemme.
EIX) <mQ+...+mP)+mPEX) = m (52°) + mPX, < const

9



Soit k # 1 et E|X}|" < e“T sii < k.
Nous savons que v.a. Z, est indépendante de X | d’olt nous obtenons

EIX!F < Egk ZCZE\ h

< EG(EIX) 1|'“+ZCZE| 1Y)

IN

Ee,(B|X]) 1|'“+ZCZCT)
< EG(EIX) 1|'“+d(/f T))

k-1
ou d(k,T) = Z CieliT < ( max e iT) SO < ( max eCiT) 2% Les
i=0 i=

1=0,....k— =0,....,k—1
variables aleat01res \Zpl, | Z,- 1\ ZO sont indépendantes et de méme loi
d'on B¢} = E¢F | = ... = E&§ = m. Nous appliquons la décomposition (15)
a BIX) | |Fetc et obtenons la formule suivante

1—mP

EIX)* < Xom?+d(k, T)YmE(1+m+...+mP~") = Xom?+d(k,T)m
—m
Regardons m = E(1 + ch + ¢|Z,|Vh)F = EekmOtehtedZIVh) gi 4 0,

In(1 + ) = x — 3% Aussi nous ne laissons que les termes d’ordre h et

Vh. Alors m = EekchthkelZVh=3kehlZo* — oheh prokelZplVh—gke*h|Zp [

Si la variable aléatoire Z,, telle qu’il existe EekdlZolVh=3kehlZy|*  geonsty, pour
Vk alors E| X!V < €T |

Exemples

1. La variable aléatoire gaussienne Z, ~ N (0, 1).
BehelZolVi-theh [ _

_ 1 7 — 5|2 kh+kevhlx] _%d _ 1 70 _12(1+62kh%+2kcﬁ\z\
= o € € xr = o (&
[o¢]
2
62c2h o <\z\\/1+02kh+ 1’f§;:h>
= L p20+Zkh) f e~ dr
\/271'
’“2 2h 2.2 2.2
_ 1 2(1+ 2kh k2c?h _ _ k?c?h
= T ettt trepn ) T1-N 1+c2kh
ke2h

< 2
— \/ﬁ\/ 1+c2kh

e 1+k52h <

ﬁ\

10



2. La variable aléatoire de Bernoulli p(Z, =1) = p(Z, = —1) =
Eekc\th/_—%chh\ZpP _ ekcx/ﬁ—%k@h — ¢k const
Grace a ces lemmes nous avons obtenu qu’il existe une constante C'(7") indé-
pendante de h telle que

|R,| < C(T) (16)

Ensuite nous supposons que la v.a. Z; est telle que les conditions des
lemmes précédents sont accompliées.
Nous continuons décomposer Eu(T, X"*) en série de Taylor n fois et obtenons :

n—1
BEu(T, X)) = Eu(0,X,) + h* Y Ey(jh, XI) + B*R" (17)

J=0

ot |R"| < C(T).
Nous utilisons les mémes propositions que Talay et Tubaro, les preuves
se trouvent dans [8].

Proposition 2.2. [ eziste le nombre réel C(T) indépendant de h tel que

n—1

by Elb(jh, X1 < C(T) (18)

=0

Proposition 2.3. Pour V¢ € Fr il existe le nombre réel C(T) indépendant
de h tel que

Bé(6, X)) = Bé(60, Xr) + Re(h)  oi |Re(h)| < C(T)h  (19)

Proposition 2.4.

n—1 T
n>" Bulh, X))~ [ Buls, X.)ds| = O(h) (20)
j=1 0
Théoreme 2. 1. Pour le schéma d’Euler ’erreur est donnée par
T
Err(T,h) = —h/ EvY(s, X,)ds + O(h?) (21)
0

ot
(a) ¢ est défini au-dessus.

11



(b) les fonctions b et o € C™ telles que ses dérivées de touts les ordres
sont bornées

(c) f € F; est fonction homogéne

(d) Z, satisfait aux conditions de la proposition 2.1.
(¢) EekelZolVh=3kehlZy* o poyr ik o ¢ et dy sont constantes.
2. 1l est possible d’obtenir la décomposition sous la forme

Err(T,h) = e (T)h" + e, i (T)W T + oL+ en(T)R™ + O(K™ ) (22)

Le schéma d’Euler a aussi 'ordre O(h) quand la fonction f est mesurable
et bornée. Pour des éléments de preuve de ce type de résultats, voir [1].

2.2 Extrapolation
Nous considérons le cas du schéma tel que Err(T,h) = e1(T)h + O(h?)

et regardons 'approximation nouvelle (I’extrapolation de Romberg)
Zy = 2Bf(X;"*) = Ef(X7) (23)
Alors
Bf(Xr) - Z = O(h?) (24)

Il est possible d’obtenir le résultat de la précision de l'ordre h? & laide des
résultat obtenus par schéma de l'ordre 1. Il est possible aussi étendre le
résultat si (22) est vérifié. Nous prenons la séquence hg > hy > hy > ... > hy,.
Les valeurs correspondues sont

Zy = Ef(X})

. Nous construissons le schéma

ZOO

Zo1
ZlO Z02

le me
Z2O Zm2

Zml
ZmO

ou
Ziteol — Li1 h
Ziy = Zigp-1+ k ;i_k 11’k : (25)

12



Alors
Ef(X1) = Zmnm(h) = O(h™*) (26)

2.3 Les cas particuliers de I’équation différentielle de
la dimension 1

Nous examinons I'erreur du schéma d’Euler pour deux modeles (Black et
Scholes et Ornstein-Uhlenbeck) et deux fonctions d’objectif.

Modele de Black et Scholes est décrit par équation dX; = bX;dt+o X, dW;
La solution de cette équation est X; = Xoe(b_%"Q)H"Wt

Modele d’Ornstein-Uhlenbeck est décrit par équation dX; = —bX,dt +
Uth

t
La solution de cette équation est X; = Xoe ™ + o f e V=) W,
0

2.3.1 Modele de Black et Scholes et modele d’Ornstein-Uhlenbeck,
fonction d’objectif 22

Nous voudrions estimer une constant de I’erreur d’approximation pour la
variable aléatoire gaussienne et la variable alétoire de Bernoulli.

On peut remarquer que la fonction 1 est différente dans le cas de la va-
riable gaussienne et dans le cas de la variable de Bernoulli. C’est le coefficient
pres de b(n — 1)%(71 — 1) qui est le seul terme différent. Mais dans deux
modeles de Black et Scholes et d’Ornstein-Uhlenbeck pour la fonction x? ce
terme ne joue aucun role (parce que % =0).

13
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Fi1G. 1 — Erreur du schéma d’Euler. Modele de Black et Scholes quand b =
0.1, 0 =04, K=¢e%, T =1, 2y = 1, pour 1000 000 trajectoire. Le nombre
de partition change de 1 a 50
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Fi1G. 2 — Erreur du schéma d’Euler. Modele de Ornstein-Uhlenbeck quand
b=01,06=04, K=¢e% T =1, 29 = 1 pour 1000 000 trajectoire. Le
nombre de partition change de 1 a 50
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2.3.2 Modele de Black et Scholes, fonction d’objectif 1(x,<x}
On regarde le modele de Black et Scholes. Pour ce modele nous avons
Xt =bX! + o XMVhZ;, alors
i=1

Nous voudrions estimer l'erreur du schéma d’Euler pour la fonction d’indi-
catrice -
Elixnogy — Elix,<xy = p(X) < K) — p(X7 < K) (28)

p (X< K) =p(Vi bh+ovhZ|<1)p(InX' <K |vi \bh+a\/ﬁzi\<1)
4 (Fi b+ ovhZ)| > 1) p (Xh < K |3 \bh+a\/EZi\<1)
1) D’abordonvatrouverl’ordredeP1:p<lnXg<1nK Vi |bh + ovVhZ| <1).

= p lnl+bh—|—0fZ)<1n— Vi |bh+0\/_Z|<1)

i=1

3

S (bh + oVhZ;) — 2(bh + oVhZ;)? < lnxﬁo)

7

=p( S ovhz; <ln——bT+ Za2h22)

)

;_-

s

g L

% " 72 . In £ —bT
=v| =5 < a\/:T ZT soit d = — 0
=p | T <ar T E | So <dr o1 )
=1
iZi JT n 72 f:ZZ T
Nous savons que : p :\}ﬁ <d+%z_i —p Z:\lf <d+ Y (14_”%) <

=1

_iZi noog2 2
pld+ 2T+ L we) < e <d+ Ty <p<1+—<zz)—
1=1

p( o 12 Zr—1) >1)<E( kla=1)( (Zf—l))k) pour V k pair
1= 1=1

nkle-1p <(Z(Z2 1)) ) = Cyn3nk@=3) = On*@=3) parce que les va-

riables aléatoires Z; sont indépendantes et E(Z? — 1) = 0. On peut déduire

15



que « doit étre plus petit que % dans cette approximation. Nous avons obtenu
Z Z;

Py < CynMei4p | S

<d+ 21+ L) ip<Y<d+#(1+n%))i
P <Y <d+ #) ou Y est variable aléatoire gaussienne. En appliquant le
théoreme de Berry-Esseen nous obtenons

P, < O3 4 Cyn™3 +p (Y <d+2T(1+ n%)) +p <Y <d+ #)

Il reste a estimer la différence des probabilités
p(Y<d+ 2T+ d))-p (Y <d+oT) =p(d+ T <v <d+ 2T+ %)) =

o o ovT
d+ \2/T(1+n%) 1 22 2T\L/04T 1 42 2v2n® 1
i e zdr < [ e rdy= [ \/—e ydy——erf(w—na) =
dpoy/T 0 0
2
_ oVT \2 2 _92a
%e (375me) 2‘\}:& = %e‘c " en <enm® = Cyn~* Alors

P, < CilFG=9) £ Oy +Cyh+p <Y <d+ Uf) < Cyho+p (Y <d+ ”f)

2) Ensuite nous estimons Py = p <\bh +ovhZ] <1

Si Z; est variable de Bernoulli alors P, = 1 si h est assez petit.

Le cas de la variable gaussienne est décrit ci-dessous.
1-bh

1 (z—bh)2 202h
_ _ ) — 1 iy — 1 —y?
Py= p( 1<bh+a\/ﬁZl<1)__j;\/me 22h dy = th Levdy
202h

1
202

.2
=2 ‘0[ ﬁe ydy:erf(\/;Th
3) La probabilité qu'il existe i pour lequel

p(lbh+0ovtZi| > 1) =1—p(¥j |bh+ovVhZ;| <1)=1-Py=(1-Py)(1+
Py+ .. +Py7) < CiemwmiVhn = CyTe o L

Alors si h — 0, p(3i |bh+0vVhZ;| > 1) = 0 et p(Vi |bh+ovVhZ| <1) —1
Et on peut ne pas calculer p (th < K |3i |bh+oVhZ] < 1)

Pour la fonction d’indicatrice nous avons obtenu 'erreur du schéma d’Eu-
ler d’ordre A® d’ou le théoréme.

>

)=1-Le wmy20%h =1 - Cie w2V

lerf(r) = Zea(l+Zm+E ) sz < 1 oefl@) = 1 -
2
8ﬁ (z7' =223+ 325 - L) siz>1

16



Théoreme 3. Si les variables aléatoires indépendantes de la méme loi de
distribution Zy, ..., Z, telles que EZ; = 0, EZ! =1, E|Z;]? < oo et
p(3i |bh+oVhZ| > 1) — 0 alors Uerreur du schéma d’Euler dans le modéle
de Black et Scholes pour la fonction d’indicatrice a l'ordre h® ou 0 < a < %

3 Schémas d’ordre supérieur

3.1 Schéma de Milshtein

Rappelons le schéma d’Euler (4) qui donne 'approximation d’ordre O(h)
pour le drift et d’ordre O(v/h) pour le terme de la diffusion. Le schéma de
Milshtein comprends le terme d’ordre O(v/h) pour la diffusion. Nous intro-
duisons les opérateurs associés a 1’équation (1).

9 d 1 d
a—}‘;ba +QZZUZkU]ka ax] (29)

l
1,j=1 k=1

d
0
= ik~ kzl,,l 30
;U’kaxi (30)

Pour une fonction f(z,t) : R? — R deux fois différentiable nous appli-
quons la formule d’It6 vectorielle 2

df (X (t),t) = LOf( t)dt + Z LEF(X (1), 8)dWi(t)

Nous commencons par la présentation

t+h t+h
X,(t+h) = /b du+2/m WdWi(w), i=1,....d
k=1 f

(31)
Ensuite nous approchons chaque intégrale de la partie droite. Le schéma
d’Euler donne b(X (u),u) = b(X(t),t), u € [t,t+h] pour la premiere intégrale.

2Nous dénotons W; comme W (t) et X; comme X (t) dans cette section
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Pour obtenir meilleur approximation de b(X (u),u) nous commengons par
représentation exacte

u

bi(X(u),u):bi(X(t),t)jL/ 0p; (X ds+Z/Lk $)dWy(s)
t k=17
(32
C’est la formule d’It6 appliquée a b(X (u),u). Ensuite nous appliquons 1'ap-
proximation d’Euler a chaque intégrale apparue dans (32). Autrement dit,
nous prenons L°b;(X(s),s) = Lo;(X(t),t) et L*b;(X(s),s) = LFb;(X(t),1)
pour s € [t,u] et obtenons

u

bi (X (u), u) = by(X (), t) + L°b;(X ( /ds+ZLk /de(s)

t

Alors
t+h l
/ bi(X (u), u)du = b;(X (), t)h + L°b;(X (), 1) I0.0) + Z Lo (X (), )10
t k=1
ou t+h u
Lo,0) = / /ds du = %h2
t t

t+h u

Tikoy = //de k=1,...,1

Cela nous donne I’approximation du premier terme de la formule (31). Nous
faisons les méme discours pour sa deuxieme intégrale.

u

ok (X (u),u) = ai,k(X(t),t)—l—/ Lo0; (X ds—i—Z/L 0i k(X (), s)dW;(s)

t

Alors
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/alk(X(uLu)de(u) = 0, 1 (X (1), )h+L0; 4 (X Lok +Z Lo p(X
t
ou
t+h u
[(Ok) = //dé‘ de(U), k= 1, ,l
t+h u

I = //dW ) dWi(u), G k=1,...,1

Dans I(;) nous mtegrons d’abord par W; et ensuite par Wj. Cette in-
terprétation se généralise quand j = 0 et Wy(t) = t. Nous combinons les
expansion précédentes et recevons le schéma

X+ h) = Kft) +b(K0). 0+ X 0, (X(0). AW,
SO0, + 3 DB, 0l (33)

+ Z (L Uzk( ( ),t)[(07k) + i LjUi,k(X(t)>t>I(j7k))

=1

pour i = 1,...,d, AW, = Wi (t + h) — Wi (t). Au lieu de I(yp) nous avons
éerit %h2 dans cette formule. Aussi
t+h

I = th(t +h) — f W Ydu = h[Wj(t +h) — Wj(t)]

t+h
— [ [W;(uw) — W;(t)]du
t

Kloeden et Platen [4] ont montré que ce schéma a I'ordre faible 2 quand
on remplace Al; par %Ath.

Avant d’utiliser le schéma (33) nous avons besoin de modéliser pour
J = 1,...,1 I'incrément brownien AW; d’accord avec I(;o et Iz pour
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3.1.1 La condition de commutativité

Il est difficile de simuler l'intégrale mixée I(;x) quand j # k. Alors le
schéma (33) n’est pas applicable en pratique sans les simplification. Nous
pouvons éviter de modéliser telles intégrales si la condition de commuta-
tivité est accompliée pour notre modele

k j ;
L O'Z',j:LJO'Z'7k, ’L:]_,...,d

Cette condition est artificielle, elle ne satisfait pas souvent la pratique.
Quand méme elle donne les simplifications de (33). Nous écrivons un terme
de ce schéma.

I
ZZLUZJJ(M: ZLUW (4.9) +Z Z Lo LGy + Likgy)

=1 k=1 7=1 k=j+1

Les éléments de la diagonal sont qualifiés comme (AW} —h) /2 (voir le cas sca-
laire) et sont simulés facile. La condition de commutativité donne la somme

](]k)+lk] AWAWk

Cela vient de la formule d'It6 appliquée a W;(t)Wj(¢)

t+h t+h

Wit + h) Wit + h) — /Wk VAW, (u /W VAW (1)

Et cette somme est modélisée facilement.

3.1.2 Le cas scalaire

Nous considérons le cas d = 1. Comme I(op), L01), L(1,0) et I1,1) nous
avons

1
To0) = §h2
ERY [(AW) — h]
I(O,l) - h,AW - [(170)
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t+h

I(l,O) = /[Wu — Wt]du

t
Le domaine (1) et I'incrément AW = W,;,;, — W, sont conjointement nor-
mals pour W; donné. Chaque a l'espérance conditionnelle 0. La variance
conditionnelle de AW est h et celle de I(1,0) est h*/3. Pour leur covariance
notons d’abord

1
E[I(1’0)|Wt,AW] - ihAW

alors E[I(1,0)AW] = %h2. Nous pouvons simuler W, — W; et I(19) comme

(2050 (e 1) "

3.2 Schéma de Ninomiya et Victoir

Soient Vy, . ..,V les champs de vecteur. Nous définissons I'opérateur différentiel
L=Vo+3(VZ+...+ V}). Nous considérons I'équation différentielle para-
bolique

9u(t g) = —Lu(t,x)
ot \7? ’ 35
e (%)

Soit Y}, la solution de I’équation différentielle stochastique écrite sous la
forme de Stratonovich :

t d t
Vio—o+ [VlVudds+ Y [VilVi)odWi You=z  (30)
0 =17
d
AV, =Y Vi(Yig)odW Yo, =z (37)

i=0
Par convention W = ¢. La fonction u(t,z) = Ef(Y7_4,) est la solution
de 'équation (35). Nous nous intéressons au E f(Yr,) qui est u(0, z).
Notation Si V est champ de C*° de vecteur (C°(RY, RY)) alors exp(V)(x)
dénote la solution au moment 1 de I’équation différentielle ordinaire :

% = V(Zt>, 20 =T (38>

pour x € R
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.....

.....

suivantes :

Xy =,
XI]:H =
Zvi Zgv, %
exp (R) exp \’;ﬁl ...exp \’“/ﬁd exp (R) (X}) si Ay =+1 (30)
d 1 —
exp (£2) exp Z\’“/;—/d ...exp Z\’%l exp () (X]) si A, = —
Alors pour Vf € C°(RYN),
C
[Ef(X0) = Bf(Y(1L2)] € —5 (10)

et cet algorithme a l'ordre 2.

En faisant les méme considérations que pour le schéma d’Euler nous ob-
tenons

Err(T,h) = BEf(Xy) — Ef(X}) = Bu(0,7) — Bu(T, X}), Xo=x (41)

Comme dans le schéma d’Euler nous décomposons Eu(0, ) — Eu(T, X1)

en série de Taylor Bu(0, z)— Eu(T, Xk) = E > (u(ih, X!) —u((i+1)h, X1))
s i

ouh = % Nous joignons et imputons un terme u((i+ 1)h, X). Cette somme

aura Vair 3 E (u(ih, X) — u((i + 1)h, X)) —E (u((i + Dh, X,) — u((i + 1)h, X1)) =

i=1
E(u(ih, X}') = u((i + 1)h, X}'))

B [u (4 Dhoexp (2) exp (5 exp (Z222) exp (%) (X1)) — u((i+ DA, X2)]
—38 [u (G + Dhyexp (32) exp (Z52) . exp (D32 ) exp (32) (XE) ) = (i + 1), XD)|
Nous regardons un terme de cette somme. Nous savons que

u(t,z) = Ef(Xz")

w((i + Db, z) = BEf(X{TMT)

u(ih, x) = Bu((i+ 1)h, X[5))

M=

Il
—

NI— .
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Par formule d’1t0

(i+1)h (i+1)h
ih, X" > ih, X} ih, X"
Xinn = X0t + / b(t, X, )dt + / o(t, X, """ )dw,
ih ih
Alors e
u(ih, X" = FEu((i + 1)h, Xt
(i+1)h XD (i+1)h h XD
= F |u(ih, X") + j Do, X, )W, + [ Lu(t,X,"")dt
ih

Nous calculons 1'espérance de calculs u(ih, XI'). L’intégrale stochasticque
égal a 0. Il reste a estimer

(i+1)h (i+1)h ¢
E / Lu(t, X,"*")dt | X! | = ~Lu(ih, X}') + / /L2u(s,X8h’X1h)ds dt
n
ih ih 0
E(u(ih, X) — B(u((i + 1)h, XP)) = LuXD | LuGhXD oot n=3 on

v+ 1Lf(x)+ HLf(x )—x+%(vo+§ivf) f(x)

+am2 (VO 1%2V2+ ZV2V0+ Z V2V2> /()

1= 1,7=1

Ensuite nous appliquons I'approximation de Taylor des équation différentielles
ordinaires

1y,

E[f(exp( )exp(z\’ff) exp( b

Z\% exp (32) (m))}

d d
—{ <V0+ ZV) f(x) 2%(%2+§%Z%2+§ZW%+
=1

i=1

_|_ Z V4 + 1 Z V2V2 ] = const n3

z<]

BL (o () e () -0 () e () ()

{x %( %é )(>+%<V VOZV2+ ZV2%+

1=

Z t4d ZV2V2> f(x )] = const n~3 Alors ce terme est borné par

= 1>
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const n=2, d’oll nous déduissons que le schéma de Ninomiya et Victoir a

l'ordre n—=.

2

Remarques

4

1. Ce schéma a le méme ordre que le schéma de Milshtein. Mais ici nous

ne devons pas calculer I'intégrale mixée. Schéma de Ninomiya-Victoir
est donc plus commode en pratique que celui de Milshtein.

. En général il n’est pas possible d’obtenir la formule exacte pour exp(sV;).

La solution de exp(sV;) est trouvée par la méthode de Runge-Kutta.
Meéme dans ce cas on peut utiliser cet algorithme.

. Ce schéma est appliqué aux modeles des mouvements browniens indépendants.

Méthode de réduction de variance

4.1 Modele de Heston et 'option asiatique

Nous avons appliqué le schéma d’Euler et le schéma de Ninomiya et Vic-

toir au modele de Heston qui est décrit ci-dessous :

Le prix de 'actif Y7 est déterminé par

dYy = pYidt + Y1/ YodW]}  Y1(0) = 2 (42)
dYs = a(0 — Ya)dt + B/ YadW?  Y5(0) = yo (43)

ott (W}, W2) est mouvement brownien deux-dimensionnel ayant le coefficient
de correlation p: dWy dWs = p

a, 0, sont les constantes positives telles que 200 — 32 > 0 pour assurer
I'existence et l'unicité de la solution de notre équation. Aussi a s’appelle
mean reversion, 3 - volatility of volatility, - annual interest rate, et 6 log-
run variance.

Nous avons voulu l'option asiatique dont payoff valorise (Y3(T')/T — K)*
ol

dYs = Yidt, Y3(0) =0 (44)

Pour ce modele nous avons obtenu une erreur assez grande de Monte-

Carlo. Il est possible de la diminuer en utilisant la méthode de réduction de
variance
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4.2 Variable du controle

La méthode des variables du controle est une des techniques les plus
efficaces et le plus largement applicable pour ’amélioration de la méthode de
Monte-Carlo. Il consiste a utiliser I'information sur 'erreur d’estimation de
la variable connu pour diminuer I’erreur d’estimation de la variable inconnu.

Soient Y7,...,Y, les résultats de n simulations supposés indépendantes
et de la méme distribution. Pour estimer E(Y;) on utilise souvent Y = (Y; +
...+ Y,)/n. Cet estimateur est sans biais et tend vers E[Y;] quand n — oc.

Supposons que chaque fois en calculant Y; nous obtenons aussi X;, que
les couples (X;,Y;) sont indépendantes et de la méme distribution et que
I'espérance E[X] de X; est connue. Alors pour b fixé nous pouvons calculer

Yi(b) = Y; - b(X, — E[X]) (45)

Ensuite nous obtenons la moyenne

n

Y(b) =Y - b(X — E[X]) = % D (¥ —b(X; — BIX])) (46)

(’est estimateur de la variable du controle. Lerreur trouvée de X — F[X]

permet d’améliorer 'estimation de E[Y].
L’estimateur donné par (46) est sans biais parce que

E[Y (4)] = BV — b(X — E[X])] = E[Y] = E[Y]

Il est également convergent
R R
Jim S i0) = i 30X EIX]) = EIY b0 EX))] = EIY]

i=1
Chaque Y;(b) a la variance

Var[Yi(b)] = Var[V; — b(X; — E[X])] = Var[Y] — 2bCov[X, Y] + b*Var[X]

(47)

L’estimateur de la variable du controle a donc une variance plus petite que

estimateur ordinaire si b*Var[X]| < 2bCov[X,Y]. Le coefficient b* optimal
minimisant (47) est donné par

~ Cov[X,Y]

b= Var[X] (48)
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Cov?[X,Y]
Var[X]
ol pxy est le coefficient de corrélation entre X et Y. L’efficacité de la variable
du controle est alors mesurée par le coefficient de corrélation qui doit étre

aussi proche de 1 que possible.
Remarque

Var[Y;(b*)] = Var[Y] — = Var[Y](1 = piy) (49)

1. En pratique nous ne connaissons pas Cov[X, Y], mais nous pouvons
utiliser I'estimateur pour b*.

=1

S (X, — X)(¥; — 7) ) ;Xiyi_%<ZX) (any) o

%Zn:( —bX; +bE[X (ZY)—%(HXZ)ME (51)

La variance de cette valeur est

% (Vcw*[Y] _ CO'UQ[X,Y]> _

Var[X]

3=
<
Il
-

4.3 Application au modele de Heston

Nous voudrions construire une variable du controle pour l'option asia-
tique. Pour cela on va remplacer la volatilité stochastique dans 1’équation
(42) par une volatilité déterministe , solution de I’équation (43). Cette so-
lution est donnée par Y(t) = e (yo — 0) + 0. La variable de controle sera
donnée par

—K)" (52)

ou
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dYy = pYidt+Yi/e o (yo —0) + 0dW}  Y(0) = g

dYs =InY,dt Y5(0) =0
Ici pour Y, nous utilisons la méme trajectoire du mouvement brownien W,
que pour Y;. Autrement dit Y; = Y] quand 3 = 0.

La sous-section suivante détaille le calcul de l'espérance de la variable de
controle.

4.3.1 L’espérance de la variable du controle

t
fud5+f Ve (yo—0)+0dWs— 1 [(e=*%(yo—0)+6)ds
0

Y, = xgeo

pt—30t+49=° (e—at—1)+f \/em s (yo—6)+0dW

= Tp€

InY, =Inxg+t(u— 9)+y%a9 ot +f\/e as(yy — ) + 0dW,

2 2a 202

T
flnY4dt =TInxy+ T;(,u— 10) — w0 _ yo_—e(e—aT — D+
0

Tt
+ f f \/e—as(yo —0) + 0dW,dt

Soit f(s \/ e=(yo — 0) + 6. On va calculer 'intégrale multiple I =
T t
[ [ f(s)dWdt. Nous appliquons deux fois la formule d’intégration par par-
00
ties.
Tt T
I = — [ [ ['(s)Wsds dt = th tydt — [(T — ) f'(t)Wsdt
00 0

Wi f
T
Wi(f(t) = (T =) f'(t))dt = [(T — ) f(t)dW,
0
Alors est une variable aléatoire gaussienne & ~ N(0,0?).
T

o = f —1)2f2(t) Of(T—t)2(e_at(y0 —0) +0)dt

__p r-v?
= L

T T
_ (yo—9) —oth_t2) _2W0=0) [ o—at(T _ p\dt
|- e |- 2t e

073 ( _0) 2( _9) —at T T —at
— O lecliye ) oy )| e
0

@ 0
_ 0T | 20-0) [T_ O 1)]

3 a 2 o a?
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T
7 [In Xdt
_ o) v at+LE » _ T 1 yo—0 yo—0 (1 —aT
Alors Z =e 0 = xoe®tT oua—z(u—ge)— o= — B (em v —1).

Il reste a calculer I'espérance de (Z — K)™.

+L + o 1 K —
B(zoe™ 1 — K)* = zoe"EB(eT® — J-e a)l{e%b%e—a}

+oo 1 v K 22
_ a z K, —a\,— 573
= xg€ [ m=ler — fe)e @t dx
T(ln%—a)
oo 1 9y K '!7/2
_ a Y K_—a\,—%
= zge i =(em — Te e 2 dy
Ln XK _q)
[eg IO
+0o0 2 y2—2%y+"—§
— rae® L o577 o~ = _ Tp K _
= zp€ i —cre 2 dy — KN((In a))
%(lnﬁ—a)
2

= xoea+2%N(%(lnw—Ko —a)— %) - KN(£(In % —a))
4.3.2 Les fonctions utilisées dans le schéma d’Euler et le schéma
de Ninomiya et Victoir

Pour le schéma d’Euler (4) nous décrivons les fonctions b(Y,t), o(Y,t)
comme

Y =M, Y, Y3 Yy Vi)
b(Y> t) = (:u}/l? 04(6 - }/2)7 Yi, uYy, In )/4)t7
YivYs 0
0 BVYs
oY,;t) =1 0 0
YVive (yo—0)+0 0
0 0
Pour le schéma de Ninomiya et Victoir (39) nous avons les fonctions sui-
vantes

ViY) = (ivTa 0, 0, Yoo (g —8) 40, 0)
eXp(S‘/l)(Y) - (X17 }/27 )/37 X47 )/5>t
ou X; et X, viennent des équations

dx dX
= =sXiVYe S =sVhadts X0 = X0 (00 x0on
1

X, = )/168\/72
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4,
dt

X
= sXu/Je (yo— 0) + 6 ; % = sy/e(yy — 0) + Odt
4

s (2(b—a)+\/§ In (=VO)(a+VE)
X, =

Yiee (b+\/5)(a—\/§)) si Yo 7& 0
Yyesve siyp =120

a=+e*y—0)+0, b= /1o

K(Y) =0, fv¥%, 0, 0, 0f
exp(sV)(Y) = (Y1, (2+VYs)", Yo, Vs, Vi, Y5)!

4 2
) :(Xb X27 X?n X47 XS)t

Vo(Y) :(Yl(ﬂ_%yi), a(@—}@)—ﬂ—27 Y1, Yﬁ(ﬂ—w),lnn)t
Y
X1 =Yiexp ((,u— %)34_%(6—@5 _1))
Xy =J+ (}/2 _ J)e—as
Y+ Vi 1 O(s%) siYa # 20

X3 = Y?,—}-YlsA SiY2:2M
RN O
X5 = }/5 9 o . 5?3/4:0
Yit+shnXy— S(=(1— s+ 57) —pt30) siYi#0
J=0—5, A=p—%

Nous approchons

Xi(t) = Yyl I/2)st 52 (€701 oy (i T D)st B (sat) vy ostn—Ya/2)

pour ensuite calculer X3

5 Les résultats numeriques

Toutes les figures se trouvent a la fin de chaque sous-section.

5.1 Modele de Black et Scholes

Les parametres sont suivants
b=0.1
oc=04
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K = et
T=1
[E()—l

Le nombre des trajectoires dans la méthode de Monte Carlo est 1 000 000.

Nous divisons I'intervalle [0, 7] en n parties ou n change de 1 a 30. Nous
tragons les dépendances des résultats différents de n. Nous avons trois fonc-
tion d’objectif pour lesquelles nous construissons les figures.

5.1.1 Fonction d’objectif x>

Nous avons les estimations de l'erreur différents pour le schéma d’Euler,
pour 'extrapolation et pour le schéma de Ninomiya et Victoir (voir figure
3).

Erreur de Monte Carlo est moins 0.005 mais elle n’est pas toujours petite
par rapport a l'erreur du schéma (voir figure 4).

Par théoréme 2 l'erreur du schéma d’Euler est 'ordre O(n™'). La figure
5 le montre.

Nous présentons aussi les résultats précédentes en comparaison des ceux
obtenus par changement la variable gaussienne a la variable de Bernoulli dans
les schémas différentes (voir figures 6 et 7).

0.07

Error Euler —+—
Extrapolation Euler ------
1 Error Ninomiya-Victoir

005 | |

0.03 - \ B

0.02 - \ ,

0.01 T~ ,
—
~—N—
Hee _— ]
Keoow X, A ST
0r - v Ty LR TR 3 -
B ¥

o * *

-0.01 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

F1G. 3 — Erreur des schémas différents.
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0.07

Erro‘r Euler —+—
Error MC Euler ------
+
0.06 | |
\
\
0.05 \
\
0.04 \
1
0.03 \\ ,
0.02 -
0.01 —
\77%7774\7‘ o
R oo oo oo Ho-nnnnnneen S P B
0 5 10 15 20 25

Fi1G. 4 — Schéma d’Euler

0.07

T

T T
Error Euler ——
Error Extrapolation ------
Error Ninomiya Victoir ---v-—

0.06 -

0.04

0.02

F1G. 5 — Ordre des schémas. La dépendance de 'erreur de %
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0.025

Error Euler‘. Normal Random \/ariable —t
Error Euler. Bernoulli Random Variable ------
0.02
0.015
0.01
0.005
0 L L L L L
5 10 15 20 25 30
Z I
F1G. 6 — Erreur du schéma d’Euler
0.014 T T T
Error Ninomiya-Victoir. Normal Random Variable —+—
. Error Ninomiya-Victoir. Bernoulli Random Variable ------
0.012 |- E
x
001 | ¢ g
0.008 . B
0.006 ,
0.004 | “x e ]
0.002
0 -
-0.002 ,
-0.004 1 1 1 1 1
5 10 15 20 25 30

Fi1Gc. 7 — Erreur du schéma de Ninomiya et Victoir
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5.1.2 Fonction d’objectif 1;,_x)+}

Nous avons les estimations de I'erreur différents pour le schéma d’Euler,
pour lextrapolation et pour le schéma de Ninomiya et Victoir (voir figure

8).

Erreur de Monte Carlo est moins 0.005 et elle est petite par rapport a

I'erreur du schéma (voir figure 9).

Par théoréme 2 Uerreur du schéma d’Euler est Uordre O(n™!). La figure

10 le montre.

Nous présentons aussi les résultats précédentes en comparaison des ceux
obtenus par changement la variable gaussienne a la variable de Bernoulli dans

les schémas différentes (voir figures 11 et 12).

0.01

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04

-0.05

-0.06

-0.07

-0.08

Error Euler —+—
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F1G. 8 — Erreur des schémas différents
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Fi1G. 10 — Ordre des schémas. La dépendance de 'erreur de %
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FiG. 11 — Erreur du schéma d’Euler
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F1G. 12 — Erreur du schéma de Ninomiya et Victoir
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5.1.3 Fonction d’objectif (z — K)*

Nous avons les estimations de Ierreur différents pour le schéma d’Euler,
pour lextrapolation et pour le schéma de Ninomiya et Victoir (voir figure
13).

Erreur de Monte Carlo est moins 0.00033 mais elle est plus que 'erreur
du schéma a partir de n = 15 (voir figure 14).

Par théoréme 2 Uerreur du schéma d’Euler est Uordre O(n™!). La figure
15 le montre.

Nous présentons aussi les résultats précédentes en comparaison des ceux
obtenus par changement la variable gaussienne a la variable de Bernoulli dans
les schémas différentes (voir figures 16 et 17).
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F1G. 13 — Erreur des schémas différents

36



0.02

érror Euler —+—
Error MC Euler ------
0.018 - |

0.016 |
0.014 |
0.012
0.01 |
0.008 - |
0.006 |-
0.004

0.002

Fi1G. 14 — Schéma d’Euler
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Fi1G. 15 — Ordre des schémas. La dépendance de 'erreur de %
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FiG. 16 — Erreur du schéma d’Euler
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F1G. 17 — Erreur du schéma de Ninomiya et Victoir
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5.2 Modéle de Heston

Les parametres sont suivants

a=20

6 =0.01, 0.1, 0.5
0 =0.09

pw=20

K =1.05

T=1

o — 1

Yo = 0.09

Le nombre des trajectoires dans la méthode de Monte Carlo est 1 000 000.
Nous divisons I'intervalle [0, 7] en n parties ou n change de 2 a 17. Nous
tragons les dépendances des résultats différents de n.

5.2.1 L’erreur des schémas

D’abord nous présentons les résultats d’approximation qui sont obtenus
par trois schémas quand [ = 0.1 (voir figure 18).

Nous savons que l'erreur du schéma d’Euler a 'ordre O(1/n) que nous
montrons sur les figures 19 et 20 quand § = 0.5.

L’erreur du schéma de Ninomiya et Victoir a 'ordre O(1/n?). Ci-apres
nous montrons cette dépendance sur les figures 21 et 22 quand 3 = 0.5.
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Fi1Gc. 18 — Les résultats des schémas différents. Sans l'application de la
méthode de réduction de variance
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I’application de la méthode de réduction de variance.
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F1G. 19 — Ordre du schéma d’Euler. La dépendance des résultats de % Sans
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F1G. 20 — Ordre du schéma d’Euler. La dépendance des résultats de % Avec
I’application de la méthode de réduction de variance.
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Fic. 21 — Ordre du schéma de Ninomiya et Victoir. La dépendance des
résultats de <. Sans I’application de la méthode de réduction de variance.

n
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Fi1G. 22 — Ordre du schéma de Ninomiya et Victoir. La dépendance des
résultats de 2. Avec Iapplication de la méthode de réduction de variance.

n
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5.2.2 La variable de Bernoulli

Dans cette sous-section nous n’utilisons que les résultats obtenu sans I’ap-
plication de la méthodes de réduction de variance. Nous voulons remplacer la
variable gaussienne utilisée dans les schémas a la variable de Bernoulli. Les
résultats sont présentés sur les figures 23, 24 et 25.

Encore nous montrons sur la figure 26 que le schéma d’Euler avec la
variable de Bernoulli a aussi l'ordre O(n™!), et schéma de Ninomiya et Victoir
a l'ordre O(n™2) (voir figure 27).
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Fi1G. 23 — Schéma d’Euler, 3 = 0.5
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Fi1G. 25 — Extrapolation, 5 = 0.5
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F1G. 26 — Ordre du schéma d’Euler. La dépendance des résultats de %, 6=0.5
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Fic. 27 — Ordre du schéma de Ninomiya et Victoir. La dépendance des
résultats de #, 6=0.5
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5.2.3 La méthode de réduction de variance

La méthode de réduction de variance donne le bon résultat si le coefficient
de correlation pxy de la formule (49) proche de 1. Dans le modele de Heston
quand § = 0, Y7 = Y} et ce coefficient égal a 1. Mais si 3 augmente, pxy
décroit. Sous nos conditions (3 doit étre plus petit que 0.6 parce que (20 —
(% > 0). Nous voulons prendre 3 différent (3 = 0.01, 8 = 0.1, 3 = 0.5)
pour regarder si la méthode de réduction de variance est efficace.

Sur les figures 28 et 29 nous présentons les coefficients de corrélation entre
la variable du controle et la variable que nous estimons.

L’erreur de Monte Carlo pour ( différents est aussi différente. On peut
I’observer sur les figures 30 et 31

Meme si 3 = 0.5 nous obtenons la variance plus petite par rapport a la
méthode sans réduction de variance (voir figures 32 et 33).
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FiG. 28 — Coefficient de corrélation pour le schéma d’Euler
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Fic. 29 — Coeflicient de corrélation pour le schéma de Ninomiya et Victoir
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F1G. 30 — Erreur de Monte Carlo pour le schéma d’Euler
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Fia. 31 — Erreur de Monte Carlo pour le schéma de Ninomiya et Victoir
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Fi1G. 32 — La différence des variances pour le schéma d’Euler
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Fic. 33 — La différence des variances pour le schéma de Ninomiya et Victoir
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6 Appendice. Intégrale de Stratonovich

T
L’intégral d’'Ito ff(@w)th(w) pour f € L2 est égal a la limite des

somimes

Z FE™, w) {Wep,, (@) = Wep ()}
avec les points de I’évaluation 5](- = t§ ") pour la partition 0 = tg") < té") <

PR

nt1 = 1" pour laquelle

5(") = max (t?-i-l — t(n)> — 0 quand n—oo

1<j<n J

I1 est possible choisir autre point de I’'évaluation t § < tﬁ)l qui donne
les variables aléatoires différentes dans la limite. Sl on prend

e = (1= e+

pour 0 < A <1 fixé qui donnera la limite dénoté par

T
/ftdet
0

Le cas A = 0 donne l'intégrale d’It6. Regardons le cas 0 < A < 1. Quand la
fonction f est différentiable continue nous appliquons ’expansion de Taylor
a la fonction f.

(=0 420, w) = (=27 (87, w)+af (87, w)+0 (1L - 671)

La somme devient donc

n

Sufw) = 22 (1= NI, @) + MG, @) x (Wi (@) = Wy ()

Si f(t,w) =Wy (w)



Le cas symétrique de cette intégrale (proposé par Stratonovich A = %) ne
contient pas le terme additionnel. Il donne les calculs classiques et est dénoté

par
T
/ft o dW,
0
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