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Premia 18

1 La méthode de ’arbre multinomial

1.1 Préliminaire

On considere (X})scp,m un processus de Lévy dans un espace de probabilité
filtré

(4, F, (Ft)eo,r): Po) dont (Fy)eejo,r est la filtration continue a droite engen-
drée par X. On suppose que Fy contient tous les événement de probabilité

nulle et que Fr = F.
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1.1 Préliminaire

Le processus de Lévy X est caractérisé par son triplet (02, v,v) et il peut

s’écrire via la décomposition de Lévy-Itd de la fagon suivante
t
X, = ~t+oB, +/ /| ol dr) (1)
0 z|>1

+ /ot /|x<1 #(Jx(dh, do) = div(d))

ol B est un mouvement Brownien standard et Jy, appelée la mesure de Pois-
son composée, est une mesure de comptage dans [0, 7] x R*. En particulier,

pour [0,¢] x A C [0,T] x R*

/Ot/AJX(dt,dx) = Y Liaxen = Ni(A).

0<s<t
La mesure de Lévy v(A), est 'espérance du nombre des sauts de taille AX

dans A par unité de temps

v(A) = E(N.(A)).

La mesure de Lévy v vérifie la condition [p 22 A 1v(dr) < co. On en déduit

que pour tout z > 0

. 2 T 2__ o
lim 227, (2) = lim 2°7" () = 0 )

ouv,(r)=:v(r,0)) et v_(x) = v([—o0,x)).

Notons que le drift v dépend de la fonction de troncature, on la suppose tout
au long de cette these égale a 14,<1y.

Le processus de Lévy X est un processus de Markov dont le générateur

infinitésimal est donné par

@) = TO5@) a5 @) + Bra), ®)

pour toute fonction f € CZ(R), ou



1.2 Convergence du modéle a temps discret

0
B1(0) = [vlan) (Fa4) - 10 -3 Ogien) . @
Dans le cadre d’'un modele exponentiel de Lévy, le sous-jacent (.S;)ico,r est

donné par

St _ Soe(rfé)tJrXt’

our > 0,0 > 0 sont le taux d’intérét et le taux de dividende respectivement.
Le processus de Lévy X est utilisé pour modélisé le log du prix d'un actif
financier S. Ce qui suppose 'existence du moment exponentiel d’ordre 1.

Dans ce cas, la représentation de Lévy-Khinchin donne (voir [12])

E[e™] = exp[te(1)], ()

avec,

2

o(u) = %uQ + v+ /(e“x — 1 —uxly<r)v(dx), (6)

pour tout u € R. On rappelle que sous la probabilité risque neutre, le sous-
jacent actualisé est une martingale. D’ou la condition ¢(1) = 0. On se
place par la suite sous une probabilité risque neutre P équivalente a Py et on

suppose que la condition (1) = 0 est vérifiée.

1.2 Convergence du modele a temps discret

On veut approcher le processus X par une suite de processus a temps discret
X (n) qui ont un nombre fini d’états en espace. Formellement, pour n € N,
I'approximation X (n), dans son espace de probabilité filtré (2", F", FJ*,P"),

s’écrit de la fagon suivante



1.2 Convergence du modéle a temps discret

(7]

Xi(m) = 32 Z4n) —[clato), @
pour tout t € [0,7], les (Z(n)) sont des copies iid de Z(n) et a(n) est une
constante de centrage. Z(n) est une variable aléatoire multinomiale, car-
actérisée par ses états 21(n), z2(n), ...2mm)(n), avec leurs probabilité
respectives pi(n), p2(n), ...pmm)(n) et m(n) le nombre des états. On suppose
que m(n) est impaire et on pose ¢ = (m(n) —1)/2 et 2,41 = 0 de sorte que
les m(n) — 1 états restants soient différents de zéro.

Les conditions générales pour assurer la convergence du processus a temps
discret X (n) vers celui continue X est donné par le Théoreme 2.29 dans le
quatrieme chapitre du livre de Jacod et Shiryaev (1987).

Le vrai probleme est comment choisir les parametres z;(n), pj(n) et a(n) pour
implémenter le schéma d’une fagon simple et robuste.

Nous allons exposer dans la suite les choix de Mailler et al. de ces parametres.
Pour comprendre un peu la démarche, on va procéder par étapes. D’abord,
nous allons traiter le cas simple d’un processus de Poisson composé (processus
de Lévy a activité finie) avec dérive. Ensuite, nous montrons comment faire
pour introduire un mouvement Brownien au schéma. Enfin, on va traiter le

cas général d'un processus de Lévy a activité infinie.

. Processus de Poisson composé avec dérive

Le processus de Poisson composé X avec dérive correspond & un processus
de Lévy de triplet caractéristique (0,7, v), dont la mesure de Lévy v est
finie. L’intensité A du processus de Poisson associé et la loi vy des sauts sont

déduits a partir de la mesure de Lévy

A =v(R), etvy(dr) = i\y(dx).
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Dans ce cas X peut s’écrire, via (1), de la fagon suivante

t
X, = ~t+ / / wJx(dt, d)
0 Jiaiz1y

+/t /de} x(Jx(dt,dx) — dtv(dr))

— qt+ Y AX, 1AXS>1+/ / 2(Jx (dt, dz) — div(dz))

0<s<t {lel<1}

= Jt+ Y AX,,

0<s<t
ol § =: 7 + [izj<1 2V (dx) puisque [{, <1y 2v(dz) est finie.

Dans le schéma discret (7), il semble naturelle d’approcher les sauts du pro-
cessus de Poisson composé (>g<,<; AX) par la somme des Zi(n). Plus pré-
cisément, pour n > 0, soient (2;(n))1<j<m(n) une grille de R, et (1;(n))1<j<m(n)
une suite d’intervalles disjoints telle que z;j(n) € I;(n). Notons M =
{1,2,...,m(n)} et M = M*\ {qg+ 1} avec m(n) = 2¢+ 1.

Les probabilités (p;(n));em+ sont déterminées de la maniere suivante

pi(n) = Lv(L;(n)), VjieM
8)
peri(n) =1 — 10 pi(n)

Le plus simple est de choisir une grille (z;(n)),ear+ uniforme et des intervalles

(I;(n))jem+ centrés en (2;(n))

zi(n) = (¢+1-7)AMN), VjeM’ (9)
Li(n) = (z(n) = An)/2,2j(n) + A(n) /2], Vje M,

ou A(n) est le pas en espace. La Figure 1 montre un exemple de grille

(zj(n))jem+ avec ses probabilités associées (p;(n));em+ pour m = 5.
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} pi-L 1(1.5A2,2.5A7)

n
5 =20 pr-L 00502, 1.502)
=Nz "
=0 } ps= 1 =pi—p2—ps—ps
zy=-Az
z5= -2z } Pa-= %V(-l.SAZ, -0.5Az)

} ps— L (2502, -1.5A2)
n

Figure 1: Exemple d'une grille uniforme et de ses probabilités associées pour

m=2>5

Notons 1(n) = (UL_, [;(n)) \ I41(n) oit Is1(n) = (=A(n)/2, A(n)/2).
Via le Théoreme 2.29 dans Jacod et Shiryaev (1987), Mailler et al montrent
la convergence en loi du processus Y;(n) =: El Zir(n) vers (X<t AX) si

la grille (zj(n))o<j<m) est telle que

lim gA(n) = oo, lim ¢A(n) = coet lim A(n) = 0. (10)

n—oo

Ainsi, pour tout ensemble A Borélien de R, on a

lim v(ANI(n))=rv(A). (11)

n—oo

On peut montrer autrement ce résultat, on montrant que le générateur in-

finitésimal L™ associer au terme discret converge vers celui continue L.

Proposition 1.1. Sous les conditions (10) et (11), L™ converge vers L.
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Proof. Rappelons que & partir (3), pour tout f € CZ(R), le générateur in-

finitésimal associé au processus de Poisson composé est donné par

L¥f(@) = [ (fo+y) = f@)vidy)

Le générateur infinitésimal L™ associé a Y (n) est défini par

L'f(x) = ZE(f(Yarln) +2) = f(z)),

|-

pour tout f € CZ(R), ot At = L (le pas de temps). Alors, en utilisant (8) et
(10), on a

L"f(z) = %Mﬂzm%ww—f@»
o Z( F(e50) + 1) = F(@)) (T, (m)
_ Z( F(z5(n) + ) — f@)(L(n))
-/ jj;:(f(zj(n) ) = F () L,y () ().

Posons ¢, =: Z?iq_q(f(zj(n) +x) — f(2))1{g;(nyy- Via (11), Il est clair que
lim,, 00 0n(y) = f(y 4+ x) — f(x) pour tout y € R. On conclut la proposition

par le théoreme de convergence dominée puisque v est finie. O

Le role principal de la suite a(n) dans ce cas, est de reproduire le terme de

dérive 4. D’ou la condition

n—oo

lim a(n) = —y + /{ImISI} zv(dx) = —7. (12)



1.2 Convergence du modéle a temps discret

Un choix tout a fait logique est celui de prendre

n
a(n) = —y + TE(X(n)l{lX(n)\gl})-

On peut vérifier facilement que lim,,, o FE(X (n)1{x(m)<1}) = [{jz1<1y 2V (dT)
en argumentant de la méme facon que dans la démonstration de la Proposi-
tion 1.1.

On verra plus tard dans la section suivante, que dans le cas général ou il y
a une infinité de petits sauts, a(n) peut étre utilisé pour compenser cette

derniere.

. Processus de Lévy de sauts pur a activité infinie
Le processus de Lévy de sauts pur a activité infinie X est un processus de
Lévy dont le coefficient de la diffusion o est nul et la mesure de Lévy v est

infinie. X s’écrit via (1) de la fagon suivante

t t
X, — ’yt+// xJX(dt,dx)+// #(Jx(dt, dz) — dtv(dz)).
0 Jjz[>1 0 Jjz|<1

Dans ce cas, Mailler et al. choisissent d’ignorer les petits sauts, et de se
retrouver a nouveau dans le cas d’un processus de Poisson composé avec

dérive. Pour assurer la convergence, ils imposent la condition suivante

lim v/nA(n) > 0. (13)

n—o0

Aussi, ils ajoutent un terme b(n) a a(n) dans la forme du processus a temps

discret X (n) pour compenser les petits sauts a condition que

b(n) = o(=). (14)

Nous utilisant la notation " = " pour la convergence en loi des processus

stochastique cadlag dans un intervalle fini.



1.2 Convergence du modéle a temps discret

Théoréme 1.1. Soit X un processus de Lévy de triplet caractéristique (0,7, v).

Supposons que les conditions (10), (11) et (13) sont vérifiées. Alors,
Xt(n) = Xt)
pour tout t € [0,T], ou Xy(n) est défini dans (7) avec

a(n) = —y + %E(X(”)l{IX(n)\Sl}) + b(n),

pour une suite b(n) vérifiant (14).

La démonstration de ce théoreme est basée sur le Théoreme 2.29 dans Jacod

et Shiryaev (1987) (voir Maller et al [9]).

. Introduction du terme Brownien

Le Théoréeme 1.1 est vérifié pour un processus de Lévy sans le terme Brown-
ien (0 = 0). Il y a plusieurs fagons pour introduire ce dernier dans le schéma
(voir Amin (1993), Kéllezi et Webber (2004)) qui se basent sur le fait que
la partie diffusion dans un processus de Lévy est indépendante de celle des
sauts. Ainsi, une approximation binomial peut étre envisagée. En fait, sup-
posons que o > 0, et considérons Y (n) la variable aléatoire qui prend les
valeurs ia\/g avec la probabilité 1/2 chacune. Alors, pour (Y;(n)); une
suite des copies iid de Y'(n), il est connu que

(]

Bi(n) =:Y_ Yi(n) = 0B,
k=1

pour tout ¢ € [0,7]. Enfin, il suffit de prendre dans ce cas X (n) définie par

%) T
Xi(n) = ;; Yi(n) + Zk(n) — —

nt

[ la(n),

pour tout ¢ € [0,7] ou les (Yi(n))x et (Zx(n)), sont respectivement des copie
iid de Y(n) et Z(n).



1.3 Le modele multinomial

1.3 Le modeéele multinomial

Comme on a déja signalé auparavant, I'approximation a temps discret du
processus de Lévy est étudiée dans la section précédente pour introduire
un modele multinomial qui approche le modele exponentiel de Lévy dont le

sous-jacent (Sy)¢cqo,r] est donné par

S, = Spelr=oHXe. (15)

olt X est un processus de Lévy général de triplet caractéristique (02,7, v).

Sous les conditions du Théoreme 1.1, S est approché par S(n) défini par

Z[t

Sy(n) = Sperm Zutn)~E13la(n). (16)

ou (Zi(n))x est une suite de variables aléatoire iid, et a(n) est donné par

a(n) = =(r = 6 +7) + ZE(X (n) Lix (i) + ().

Pour plus de précisions sur ses parametres, voir la section 1.2.

Le processus a temps discret S(n) présente le sous-jacent dans le modele
multinomial proposé par Maller et al.

Le modele multinomial généralise le modele binomial CRR. En fait, a chaque
instant ¢;, le sous-jacent a l'é¢tat z; en espace, prend un parmi m états a
I'instant suivant t;,,. Le modele binomial, est le cas particulier ou m = 2.
Généralement, m est choisi en fonction des parametres du sous-jacent, en
particulier la mesure de Lévy associée. La figure 2 présente des exemples
d’arbres multinomiaux pour quelques valeurs de m, le nombre de pas en
espace et n le nombre de pas de temps (le cas m = 2 illustre 'arbre binomial).
Enfin, le modeéle multinomial dépend de plusieurs parametres, le nombre de

pas de temps n, le nombre des états en espace (nombre des nceuds dans le

10



1.3 Le modele multinomial

dessin), le temps de maturité T, les valeurs du sous-jacent a chaque nceud
(les z;(n)), et les probabilités de passage d’'un nceud a un autre (les (p;(n));).
A T'image de 'arbre binomial, tout est fait pour que I’arbre multinomial
soit recombinant (un arbre est dit recombinant si le nombre de noeuds dans
chaque tranche croit linéairement avec temps comme sur la figure 2). Cette
propriété réduit significativement le nombre de noeuds dans I’arbre, donc le
nombre de calculs, comme le montre la figure 3. Pour un arbre m(n)-nomial,

le nombre final de noeuds est (m(n) — 1)n + 1.

Figure 2: Exemple d’arbres multinomiaux

Une fois les parametres du modele multinomial déterminés, le calcul des prix
des options se fait exactement de la méme fagon que dans le modele binomial.
A la derniére tranche de l'arbre (les (m — 1)n + 1 derniers nceuds), la valeur
de l'option est calculée par max(Sy — K, 0) pour un call, et maz(K — Sz, 0)
pour un put. L’option européenne se calcule en fonction de la valeur de celle-
ci fi; a chaque nceud (4, j), ot f;; est I'espérance actualisé des m possibles
valeurs de 'option a l'instant suivante ¢;,1. Le calcule de I'option américaine

se fait par programmation dynamique(voir Algorithme 1, 14).

11



1.4 Le schéma de discrétisation

Dans la section suivante on va préciser les parametres du modele multinomial

et montrer comment I'implémenter.

Arbre non-recombinant Arbre recombinant

Figure 3: Arbre recombinant et non-recombinant pour m =4 et n = 2

1.4 Le schéma de discrétisation

On se place toujours dans un modele exponentiel de Lévy dont le sous-jacent
est décrit en (15) et le processus de Lévy associé est de triplet caractéristique
(02,7,v).

Ce modele est approché par le modele multinomial dont le sous-jacent S;(n)

a temps discret est donné par

(]

Sy(n) = Spedortr Ye(m+Zu(m)—T [4la(n) (17)

Y

ou

. Les suites (Yi(n))r et (Zx(n))x sont respectivement des copies iid de Y(n)

et Z(n). La variable Y (n) présente le terme Brownien, elle prend deux valeur

12



1.4 Le schéma de discrétisation

j:a\/g avec la probabilité 1/2 chacune. Et Z(n) le terme de sauts purs (les
petits sauts étant compensés par a(n)) qui prend m(n) valeur (2;(n)) e+
avec (p;(n))jem+ leurs probabilités correspondantes. Les (z;(n))jem+ et les
(pj(n))jem+ sont définis par (8) et (9). Pour garder une grille uniforme
et engendrer un arbre multinomial recombinant par la suite, la condition
suivante s'impose

A(n)=o0 7];

qui se marie bien avec la condition de convergence (13). Sous cette condition,
il est clair que la nouvelle grille (Z;(n)); est composée de m + 2 éléments et

elle est définie par

Zj+1(n) = Zj(TL), \V/] c ./\/lJr (19)

Zmi2(n) = 2m(n) + A(n)

Et les probabilités associées sont données par

pi(n) = %pl(n)
Pii(n) = 5(pj—1(n) + pjs(n)), Vje M* (20)

P2 (n) = %pm (n).

. La suite a(n) est donnée par

a(n) = —(r = 6 +7) + ZE(X ()1 jxmy<ny) + b(n),

13



1.4 Le schéma de discrétisation

ou

E(X(n)lixm<1y) = Y P;Til{z, <1}

jemt
et b(n) = o(1/n) a préciser en fonction du modele.
Rappelons que sous la probabilité risque neutre P on a ¢(1) = 0 ou ¢ est
I'exposant caractéristique du processus de Lévy donné par (6). Ce qui se

traduit par la condition suivante sur la dérive ~

02

y=-2 - /(ew — 1= 21 pg<1)w(de). (21)

L’Algorithme 1 donne une idée sur 'implémentation de cette méthode pour

une option américaine.

Algorithm 1 Option américaine via I'arbre multinomial
- Déterminer les parametres de ’arbre en fonction du modele

- Stocker les (Z;)jem+ et les (ﬁj)je/vﬁ

- Calculer les (Snj)i<j<m-1nt1 et les (fnj)icj<im—ims1 avec fn; =
maz(K — Sy ;,0)

- Calculer la valeur de 'option f; ; a chaque noeud par
T s
fij =max(K — Sij.e”"™ Y ppfijen)
k=1

- foo est I'option américaine a la maturité 7'

Remarque 1.1. Pour les modéles de Lévy vérifiant o # 0, Mailler et al
choisissent toujours A(n) = 0\/%. Dans le cas contraire (le modéle est a

activité infinie) ils proposent de remplacer o par la variance des petits sauts

(J1, a%v(da))’.

14



2 Les améliorations apportées

2.1 La densité de la probabilité de transition est con-

nue

Pour les modele exponentiel de Lévy dont la densité des probabilité des
transitions du sous-jacent est connue, une idée simple est de remplacer les

probabilités des transitions par les vrais

p=P(Xzel) VjeM"
Ce changement apportera une amélioration tres significative sur la rapid-
ité de convergence de l'algorithme. On verra plus en détail I'impact de ce
changement sur les résultats numériques associés aux modeles VG et NIG

dans la derniere section de ce chapitre.

2.2 Le modeéele de CGMY

Le fait d’ignorer les petits sauts proposé par Maller et al. n’est pas génant
quand la singularité de la mesure de Lévy n’est pas importante. Dans le
modele CGMY, cette singularité peut étre tres significative en fonction du
parametre Y du modele. Nous proposons dans ce cas de remplacer les petits
sauts par un mouvement Brownien approprié.

Rappelons que le processus de Lévy X de triplet caractéristiques (02,7, v)

s’écrire de la facon suivante

t
Xy = 7t—|—aBt+/ / xJx(dt,dx)
0 Jl|z|>1

+ /ot /0<|:c|<1 x(t]X(dt’ dm) o dtu(dx)).

Selon Asmussen et Rosinski [I] X peut étre approché par le processus X©

défini par

15
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t
X: = ()t +oB, + o)W, + / / v Jx (dt, dx)
0 J)|z|>1
t
+/0 /E§x|<1x(JX(dt,dx) — dtv(dr)),

pour un certain € > 0 preés de zéro ou W est un mouvement Brownien

indépendant de B,

o= | yv(dy)

est choisi pour conserver la variance totale de X

Var(X®) =Var(X),

XE

et y(e) est déterminé pour que le processus e* reste une martingale

v(e) = —U—i_;@ - /x>€(ex — 1 —21,<1)v(de).

Le triplet caractéristique du processus de Lévy X< est donc (02402 (g), v(€), v1jz>c)-
En utilisant la version approchée X de X, on se place dans un modele de
diffusion avec sauts ou l'application de la méthode de I'arbre multinomial
ne pose aucune difficulté. Nous discutons les résultats numériques dans la

derniere section de ce chapitre.
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