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AVERTISSEMENT

Ce cours est issu de recherches comrgescen 1981 au sein d’'un groupe de travail’'INRIA-
Rocquencourt, groupe qui s’est daplus tard le nom de Max Plus. Ont parti€ipu participent toujours

a ce groupe en dehors de I'auteur : Jean-Pierre Quadrat, Michel Viot, Pierre Moller, Ramine Nikoukhah,
Sephane Gaubert, Marianne Akian. D’autres chercheurs ont corérdilleurs au @veloppement de
cette tleorie. Une assez grande part de ces travaux est@eldains un livre paru en septembre 1992 (cf.
[4]). Ony trouvera une bibliographie plus corgp que la liste ci-dessous qui concerne pluates sujets
connexes au @sent cours que le cours luiéme. Les notes ci-aps constituent un bref compte-rendu

d
p

e I'essentiel de ce qui peétre traite dans le volume du cours oral. Desv@tloppements plus complets
ourrontétre troues dang4] et d’autres Eferences pluséacentes.
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1. GENERALITES SUR LES SYSTEMES A EVENEMENTS DISCRETS (SED)

Le vocable “systmes (dynamiques) événements discrets'est relativementacéent (moins de dix
ans) et recouvre un champ de recherches encore assez diverses, mais qui cheelégater sous ce
drapeau. Ce domaine est actuellemesd actif, fait I'objet de nombreuses manifestations scientifiques,
et a cEja son propre journal ggialis?.

1.1. Classes de sysines. Alors que la tieorie classique des sgshes “continus” (y compris en temps
discret) et de I'Automatique s'ietessea des sysimes “naturels” obissant essentiellement aux lois
de la Physique, et descriptibles par dapiations diffrentielles ou aux etivées partielles (ou leur
discrétisation approade en temps), le vocable SED recouvre dessystegalement dynamiques, mais
dontla dynamiquechappe totalemeaice genre de description. Eatite, c’est plubt le niveau descriptif
auquel on se place qui esla source de cette impossikglitau lieu de s’irgfesser auetoulement continu
des plhonenes, on ne se soucie que desldfs” et des “fins” de ces phonenes (les événements
discrets”) e@a’ leur enchaiement dynamique, logique ou temporel.

Ces systimes, gieralement fabriges par ’'homme, ont une part croissante, voiepandrante, dans
I"economie moderne. Pourtant, sur le plan de émtle, il ne kEnéficiaient pas jusqa r’ecemment d’'un
“statut” et d’une conceptualisation comparables a ceux desrsgstcontinus. De plus, igdient plubt
étudis par la Recherche ©mtionnelle que par ’Automatique. En voici quelques exemples.

1.1.1. Syseémes de production, ateliers flexibldses nméthodes de production manufactrg modernes
se sont orierdés vers des ateliers orgasEn €seaux de machines mulédfiesa’la place des anciennes
“lignes de transfert” rigides de machines momagHé. Cette organisation, qui permet la production
simultarée de petites ou moyennexig€s en respectant des ratios de production, coadids sysgmes
plus souples mais beaucoup plus difficitegérer.

1.1.2. Syseémes informatiquesOn vise H tout type de systhe, des plus microscopiques comme une
“puce” spécialige en traitement de signal, jusqu’aux plus macroscopiques comrasaaurinternational
d’ordinateurs communiquant par satellites.

1.1.3. Réseaux de communication, de transpdréléphone ou @seau SNCF sont des exemples de
situation @l des messages ou des trains doivent emprunterdesasvoies sans seléscoper.

1.1.4. Planification de &ches.La gestion d’'un chantier de construction ou d'un projet quelconque
nécessite I'articulation dexthes dont certaines peuvent seadiler en paradlle, c’esta-dire sans ordre
préétabli, alors que d’autres supportent des contraintesatégencé. Ces tiches peuvent faire appel
des ressources communes (hommes, machines).

1.2. Caracgristiques. La plupart des systesenumnerés ci-dessus psente les caramtistiques com-
munes suivantes.

1.2.1. Parallélisme. De nombreuxel€nements peuvent semuler simultaament et indpendamment
dans diverses parties du syste.

1.2.2. Synchronisation L’accomplissement de certaieg€nements@acessite la disponibitiSimultaree

de plusieurs ressources ou krification simultaré de plusieurs conditions. La fin d’'eénement en-
traine I'apparition simultaeé de plusieurs autres€nements. Par exemple, pour qu’une conversation
téléphonique ait lieu, il faut qu’une ligne soit disponible pour acheminer I'appel et que les deux inter-
locuteurs aientelrocke. La fin de la conversation marque ladiation de la ligne, et le fait que les deux
interlocuteurs peuventedormais vaquea d’'autres occupations. De telles comsations peuventtfe
reprises par exempkepropos d'un atelier flexible.

len Anglais, “Discrete Event (Dynamic) Systems” — DEDS
2Journal of Discrete Event Dynamic Systems: Theory and Applications, Kluwer Academic Publishers
3dans la construction d’'un immeuble, il vaut mieux construire le deurEtageapresle premier!
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1.2.3. Concurrence.Certainsevénements excluent I'apparition simuleend’autreseténements. Par
exemple, une machine ne peut travailler que sur une seetegila fois. A la SNCF, les voies sont
divisées en troogns appels “cantons”. Le “cantonnement” consistexclure par un sysie de feux
rouges la peSence simulta€ de deux trains sur leamie canton. Sur un bus d’ordinateur non multiplex”
un seul message peut transide fois.

1.3. Problemes. Ce qui suit est une liste de pra@phes-type soul@s par la conception, l&alisation,
la conduite ou la gestion, I'optimisation de ces syses.

1.3.1. Specification. Avant de concevoir un syesihe, il faut dire ce qu’on veut lui faire faire, quel doit
étre sa “Eponse” dans un certain nombre de situations-type, etc. Il se pose éianemdjrobéme de
langage dans lequel ces desiderata trouveront une expressasenét doncefifiable a posteriori).

1.3.2. Conception, architectureUne fois sgcifié le comportement fonctionnel du sgste, il faut le
concevoir, notamment du point de vue de son architecture : composants, agencement et articulations,
mécanismes de synchronisation et d’exclusion.

1.3.3. Validation logique. Il faut ensuite erifier que le systme ainsi cooy répond bien aux |xifications

désires, et qu'il n'engendre pas d’autres comportementssinables. La cas typique est le “deadlock” :

pour commencer, Pierre attend que Paul commence, celui-ci attend que Jacques commence, mais Jacques
attend que Pierre commence. Un bel exemple de deadlock est ddaSNCF par le “fameux triangle

de Gagny” repeseng” sclematiqguement par la Figure 1. Si on laisse trois trains s’engager dans la

S

7"

Fi1GURE 1. Le triangle de Gagny

configuration indiqeg, c’est le blocage. Le@sanisme de feux rouges dewewter d’atteindre cegtat
du syseme.

1.3.4. Evaluation de performanceA cetteétape, la notion de temps, jusqae dbsente intervient. On
cherche alora répondrea’des questions du type : combiee@hements d’'un type doerse produisent

en une heurea quelle date se produira leiemeéveénement, etc.? Par exemple, pour un esyst”
informatique spciali€ en annulation @&cho sur le signal de parole transmaipartir d'une salle de
teléconErence, il faut efifier si la vitesse de traitement du signal est compatible avec la vitesse normale
d’elocution.
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1.3.5. Ordonnancementl’ordonnancement a pour butetdblir des politiques de prio€efde routage,
etc., destirésa résoudre les probimes poss$ par les pbnonmenes de concurrence. |l est clair que la
performance globale d'un systie peut dpendre de la fapn dont ces pdrion€nes auroraté arbites. Ala
limite, la politique d’ordonnancement elleeme peuetire la cause de deadlocks (et donc de performances
“infiniment” mauvaises).

1.3.6. Optimisation, dimensionnemenrt.ordonnancement pewdtfe un premier “levier” d’'une optimi-
sation de performance. Mai®sile choix de I'architecture, on risque d’avewentuellement engag”
de facon assez eterminante la performance du smsie. A posteriori, on peut essayer deliofer les
performances en dupliquant (ou e+pliquant) certaines ressources (machines, serveurs, buffers, etc.),
mais ceci n'a ghéralement de sens que sous une contrainte de budge¢,dommle cafa minimiser.
Autre exemple : pour un “chip” siali®, une certaine surface de silicium est disponible ; comment
I'utiliser au mieux pour avoir la performance optimale? Doit-on rajouter des buffers (effet “pipe-line”),
un bus, un deuxime multiplieur, etc.?

Comme la discussion vient de le seger, la suite de questions ci-dessus n’est pasegrgl €solue
sequentiellement en une seule passe, mais bien paramardhe irative.

1.4. Approches et nethodes. On cite ici quelques unes des approches les plus usuelles darteldes
SEDs en pecisant leur champ d’application.

1.4.1. Simulation “paréwenements” sur ordinateuil s’agit de reproduire sur un ordinateexéntuelle-
ment avec l'aide de langages de programmatioecspi®s pour la simulation, le eddulement de
I“histoire” du sysEme : le temps courant esgferg et lesevénements venir sont stoak$ dans une
pile jusqua ce que les conditions soieruries pour qu'ils “se produisent” et sortent de la pile. Toutes
sortes de compteurs et d'outils statistiques peueéat “brancles” sur une telle simulation. Ce genre
d’approche n’a a priori de limites que par la complexiti programma écrire et le temps d’ecution.
Cependant, c’est uneetiiode “aveugle” ou “biké noire” en ce sens qu'il n'y a pas de corapension
analytique de la relation entre les args (les choix faits a priori) et les sorties (lesultats obsens),
saufa dépouiller des tonnes de listing permettant de suivreledlement desvénements pas pas, ce
qui est rarement praticable.

1.4.2. Approche “Pertubation Analysis” (PA)Cette approche toue®’ vers I'optimisation n’est pas
proprement parler une description nouvelle des SEDs maistpla€ technique de calcul de sensibilit”
de certaines grandeurs par rappertertains paraatres. On doit s’appuyer sur une preng trajec-
toire nominale obtenue par simulation ou par tout autre moyen. ®gater’a simulation pour une
valeur Bgerement dif€rente d’'un paraetre, on chercha évaluer les modifications de la trajectoire qui
résulteraient d'une petite modification de ce pagtner” On obtient ainsi par défence finie une sorte
de “gradient stochastique” susceptiblewg utili$ en optimisation dans I'algorithmeeitif du néme
nom.

1.4.3. Reseaux de files d’'attentd.e syseme est moelisé en termes de serveurs et de clients en attente
dans les files devant les serveurs. Les clients circulent d’una fifee autre apis avoir reu un service.

Les temps de service sontaltoires et obissenta’des lois de probabiétdonrges. Il existe un certain
nombre de eSultats analytiques montrant que, sous certaines conditions, la loi conpdiate. ., X,)

des longueurs$x; }i_1 ., den files en Egime stationnaire peutegiire sous “forme produit”, c'est-dire

AAAAA

PO, - x) = [ Bx)
i=1

ce qui est a priori surprenant puisque les variablestaifesx; sont loin détre indpendantes. On
parle alors de ‘®seaux jacksoniens”. Cependant, ce typeedaltat cessite des hypatkes souvent
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irrealistes (e.g. temps de service poissorfignas de blocage du service amont par saturation de la file
d’attente aval, etc.). Il existe aussi des tentatives d’extensions de egiteethar desasultats appro@s.
Cependant, il faut consalér ces approches comme des outitsvellation “en moyenne” et sur le long
terme, plubt que comme deeritables outils dttude de pehorrenes dynamiques.

1.4.4. Automates.On fait ici allusiona des extensions de laetbrie des automates par le point de vue
“commande” des automaticiens. Un automate recttpo@engendre, un langage qui est I'ensemble des
“mots” (trajectoires) formes de suites ordoees de “lettres” (assa@é's awetats de 'automate) qu'il est
susceptible de produire en considht toutes les transitions possibles eetags. La commande consiste °
limiter le langage au plus grand sous-langage contenu dans un vocabulaied clumrgtement, celui qui
évite les “gros mots”, c’est-dire les suites @veénements ou lestats in@sirables) en ayant la possibglit”
d’inhiber certaines transitions.

Cette tl€orie est actuellement bien adept I'etude de l'aspect logique du fonctionnement, des
guestions de validation, etc. Par contre, elle a plus dearimalorporer I'aspect quantitatif deeValuation
de performance.

1.4.5. Reseaux de Petri (RdP)Les RdP sont un langage graphique de description deaguenes
de synchronisation et de concurrence. Les RelRporig€spermettent de plus de prendre en compte
les aspectsévaluation de performance”. Un certain nombre de patfsides systes ainsi dcrits
(invariants au cours du fonctionnemeniggence de deadlocks, etc.) peuvargétudiées dans ce cadre.

En temps que langage graphique, les RdP ont sur le plan pratique les avantages et lesieasny”
de ce type de repsentation : concision et clarpour des systhes simples, difficudtd’utilisation pour
des systmes atteignant un certain niveau de compéexiians ce cas, I'instar des “blocs-diagramme”
utilisés par les automaticiens powatire graphiquementles sgates continus, une approchetafchige
(procédant par zooms successifs sur des parties deragstle plus en plusethillées) est hautement
recommandable.

Dans ce cours, nous nous servirons des RdP comme outil desegpation ag@blea utiliser pour
décrire rapidement des seimas simples. De emie que 'algbre des fonctions rationnelles permet de
plaquer sur les blocs-diagramme, et dans le cas demgstlirgaires stationnaires de dimension finie, une
structure de calcul de adgprique (calcul sur les fonctions de transfert) permettant de prendre le relais de
I'outil graphique, de maime on peut voir I'objet de ce cours comme ueendiche visard plaquer sur une
sous-classe de RdP tempess(ceux qui appar@dnt comme liaires stationnaires dans une certaine
algébre) une structure de calcul elyique en tous points analogae€lle des fonctions de transfert.

1.4.6. Langages de programmation paralié/temps &el. Un certain nombre de ces langages informa-
tiques (Occam, Estel, Signal, Lustre,.. ) peuvent aus®tte vus comme des langages dedfication,
voire de validation logique, des SEDs. Cependant la noti@valiiation de performance est pour
I'essentiel absente de ce type d’approche.

1.4.7. Modeles dynamiques abipriques.C’est I'objet de ce cours de proposer une description de cer-
taines classes de SEDs, prenant en compte I'aspect quangivatifi§tion de performance), et s'appuyant
sur des modles matkmatiques toua Tait analogues aux metes utili€s en Automatique. Cependant,
on devra pour celacarter les panomenes deoncurrencgsupposs d&ja arbit€s par des politiques de
priorité, d’'ordonnancement, etc.) pour se lim#éa prise en compte des@mdnenes dsynchronisation

41l faut un temps quasimenetérministe pour percer un trou dans uolke bu pour effectuer une addition dans
un calculateur. Certes une machine peut tomber en panne, masgaresrients sont, on I'espe, assez rares, et
entre deux pannes, la description stochastique semble inameEajaris ce cas. Elle le sera d’autant moins que
I'on s'interessera des pkehonenes moins microscopiques et plus globaux comme laeddiine conversation
téléphonique.



2. NECESSITE D’UNE NOUVELLE ARITHMETIQUE, DIOIDES

2.1. Une nouvelle fapn de compter.

2.1.1. Phénonenes cumulatifs et addpre usuelle.Le calcul différentiel ou pludt intégral dcrit des
phénonenes cumulatifs (uneservoir qui se remplit ou qui se vide) : la notion d“addition” correspond
a l'opérateur+ habituel. Si on s'irtfessea’la production de bicyclettes, on dira : 6 kg pour le cadre
+ 600 g pour les roues- 6,6 kg pour la bicyclette. On remarque qu’il ne faut additionner que des
grandeurs de arhe nature (dimension physique) et les exprimer danehenini€ avant de pouvoir les
additionner.

2.1.2. Phénonenes de rendez-vous, de synchronisation, d’'assemblagesldaga. .. et algebre des
dioides. Si on s'inBressea’nouvealala production de bicyclettes, on peut dire gu’'une bicyclette est
la “somme” d'une paire de roues et d’'un cadre Cette nouvelle “sommegemtpour la distinguer

FI1GURE 2. Assemblage de bicyclettes

du + habituel, correspond 'opération d’assemblage. On notera que I'on se permet alors d“ajouter”

des “torchons et des serviettes”, des chevaux et des cavaliers, des paires de roues et des cadres, etc.,
c’esta-dire des grandeurs ne s’exprimant pas dans é&ses uniés. Sion a 2 paires de roues et 1 cadre,

on ne peut fabriquer qu’une seule bicyclette, donc

1¢2=1 etplusg@réralement a® b= min(a,b) .

Si on s’inBresse maintenamst la datet, de fabrication de lan-ieme bicyclette, celle-ci sera caleel
comme maxb,, t,) ol 6, est la date de disponibiéitde lan-ieme paire de roues tandis qtieep®esente
la date de disponibilt’dun-ieme cadre. Si on est quatre pour faire un bridge, c’est I'heure céardu’
quatreme partenaire quiedérmine I'’heure deabut de la partie.

On le voit, les opfateurs tels que min ou max interviendfoatchaque fois que I'on considé
des plehonenes d'assemblage, de rendez-vous, ou plugrglement de synchronisation de plusieurs
conditions. De plus, cette situation n’est pas propre au cas discret etlearies de rafange en continu
de fluides par exemple donnent lieu augrmes opfateurs (combien produit-on I'instante litres de
peinture rose si celle-ci est obtenue palamge dans la proportion un pour un de peintures blanche et
rouge, et que I'on dispose l'instante x(t) et dey(t) demtilitres de ces couleurs respectivement?).

En dehors de 'opfateur min ou max, on aura aussi besoin dedtapsur+ habituel (plehonenes
cumulatifs usuels) dans la mesure ou la quamtitduitea’I'instantt estla somme des quamitproduites
aux instants aeftieurs, ou que la date de fin egfdlea’la date de ebut+ une duge.

Smin lorsqu’il s’agira de quants, max lorsqu'il s’agira de dates
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2.2. Lalgébre des diodes.

2.2.1. Axiomatique.Un dicide est un ensembf2 muni de deux oefations internes ne€sd et ® et
appe€es “addition” et “multiplication” respectivement, telles que

I'addition est associative: (a®@ by dc=ad (bdc);

'addition est commutative: adb=bda;

'addition admet un elément neutre : noté ¢ et appet’ “zéro”:ad e = a;

la multiplication est associative: (a® by c=a® (b®C);

la multiplication admet un elément neutre : nott e et apped “identitt”: ae=e®Ra=a;

la multiplication est distributive par rapport "a I'addition: a® (b@c) = (@a®b)d (@a®xc)

et idem pour la multiplicatiom gauche ;

le zéro est absorbant pour la multiplication: e® a=a® ¢ =¢;

I'addition est idempotente : a ® a = a.
Comme en algbre usuelle, le signe multiplicatif sera parfois omis. Ladiogst dittommutatif si la
multiplication est commutative. On parlerasteus-dioded’un dicide pour un sous-ensemble stable par
® et® (°) et contenant ete.

2.2.2. Quelques exemples.

(1) Nimax Zmax Qmax Rmax : il S’agit des ensembleN, Z, Q, R, augmergs de |Elément—oo (qui
joue le Gle deg) avecd = max etx = +.

Exercice 1. Verifier tous les axiomesA quoi estégale? Pourquoi ne pas prendre it = +
et® = max? Pourquoi ne pas se contenteede 0 dans le cas d& 7.

(2) Zmin : on remplaced = max par® = min danZmya.x €t —oo par+-oo.

(3) Dioides de parties dR" : on consi@re la collection des parties &' (y compris@ et R"
lui-méme) que I'on note'?, et on posed = U et® = + (somme vectorielle de parties : on a
par exempleA + B =, _,{X + B} ou x + B est le transla deB par le vecteux).

Exercice 2. Verifier les axiomes. Montrer qu&.x €st isomorphe au sous-dig des demies-
droites }-oo, X] de R muni de® = U et® = + en pEcisant cet isomorphisme.

(4) Algebre de Boole : efifier que c’est un dimle (le plus simple des didés, hormis le diale trivial
reduita (¢}).

(5) Dioide (R max min) : onaposR = RU {—oo} U {+00} et@d = max,® = min. Vérifier les
axiomes. Consiefer de retne(2%', U, N).

2.2.3. Dioides matriciels.A partir d’un dioide D “scalaire” (mais n'importe lequel des exemples ci-
dessus peuttfe considié comme le diale scalaire deafart), on peut obtenir un die “matriciel”

en consiérant les matrices caes de taillen & coefficients dan® et en munissant cet ensemble de la
somme et du produit matriciels usuels :

A=(A;)), B=(Bj), (A®B);=A;®B;, (A® B)ij:@meask,-.
=1

Exercice 3. Montrer que cette structure e’ bien aux axiomes des dd#s. Donner I'expression de
¢ et celle dee dans ce nouveau did& Donner I'expression du produit matriciel avec les notations de
l'algebre usuelle lorsqueé = Ray.

Observer que le didé matriciel assoeid un diade scalaireommutatifn’est pas eneréral lui-méme
commutatif. On reviendra sur l'intergtation du calcul matriciel en liaison avec les grapheseslu”

5i.e. la somme et le produit de deaiments du sous-ensemble appartiennent aussi au sous-ensemble
’Dans ce cours, on notera toujourst e leséléments neutres de et®, quel que soit le dimle consigfé.
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2.2.4. lIdempotence de I'addition et non simplifiat#ljimpossibilié de la syratrisation. Les proprétes
combinatoires des didés (associativl,t commutativi, distributivig, etc.) sont similairea celles des
structures algbriques usuelles. La ddfence majeure provient du fait que I'addition redidit pas une
structure de groupe (pas de “signe moins” ou d’'og)osa structure la plus famére pesentant cette
difficulte estN : on peut alors parler de semi-anneaulgreutétre plong dans I'anneaid. On rappelle
que la construction d& a partir deN consistea’quotientelN x N par la relation dequivalence sur les
couples:(a,b) ~ (c,d)sia+d=b+c.

Exercice 4. Montrer qua cause de l'idempotence dg la méme relation dfinie aveed surd x D n'est
pas déquivalence. Montrer de emie que si I'additioretait simplifiable (lea® b =a® c = b = ¢),
D serait Eduita {e}. Montrer enfin que si tolgléement avait un oppedi.e.vVa, b : a® b = ¢), D serait
égalementeduita {c}.

Ces considfations montrent que l'idempotence de I'addition est la “ligne elmat’cation” entre les
structures algbriques qui nous sont famaliés et les diales. En fait cette idempotence est intimement
lieea une structure d’ordre.

2.2.5. Idempotence de I'addition et relation d’ordrén définit la relation suivante
a>b < a=aob.
Exercice 5. Montrer gu’une éfinition équivalente est
a>b < 3Ic:a=bdc.

Montrer que> est une relation d’ordre. Montrer que la relation d’ordedinit un ordre total si et
seulement sh @ b = a oub pour touta et toutb. Montrer ques est le plus petielément d’un diade.
Expliciter = pour tous les exemples du §2.2.2. Qu'observe-t-on P Quels exemples ne constituent
pas des ensembles totalement ordesnn’

Cette relation d’ordre estompatibleavec la structure de didé.
Exercice 6. Montrer que pour toud, b, c dans un diale,
a>b=sadc>=bdpcainsiqueark c>b®c,
(méme chose pour la multiplicatiangauche, ce qui va de soi si le die"est commutatif).

La compatibilig de I'ordre avec la multiplication par n’importe guamnontre qu’en quelgque sorte, dans
un diade, toutelément est “non @gatif”, ce qui est confirmpar le fait que tout est tel quec > ¢. Ceci
ne nous em@Che pas de manipuler, dafs., par exemple, des nombres tels gug. . .

2.2.6. Rappels sur les treillis.
Borne supérieure : dans un ensemble ordom@ {i.e. muni d’'une relation d’ordre-), la borne
supgrieure de deurlémentsa etb, si elle existe, est “le plus petit majoramt,’i.e.
dce8, c>=a, c>b: vdes, d=a, d>b = d>c.

On notec =a Vv b.

Demi-treillis supérieur : c’est un ensemble ordoartel que deweléments ont toujours une
borne supfieure. La Figure 3 montre un ensemble ordoigui n'est pas un demi-treillis
supgrieur (ni in®rieur d'ailleurs).

Exercice 7. Montrer qu’un diode est un demi-treillis suggieur avecs = &.

Demi-treillis supérieur complet : c’est un ensemble ordoartél que tout sous-ensemble (fini
ou infini) admet une borne sagéure (qui n'appartient pas faoient au sous-ensemble).



ce ed
c>a, ¢c>b, d=a, d>b,

mais ¢ et d ne sont pas comparables.
ae eb

FicUure 3. Cet ensemble ordoeni’est pas un demi-treillis

Construction de la borne inférieure : si le demi-treillis supfieur est complet, et s'il contient
un plus petielément (comparabketout autreelément et plus petit), alors tout couplet#ments
(a, b) admet un “plus grand minorant’(noté a A b) que I'on construit de la fagn suivante :

S def ) def
Sp={xeé|x=<a x=<b, cé@x,

XeSab

en notant que est bien @fini cars,, est non vide puisqu'il contient le plus petiément et la
borne supfieure de3,, existe par hypotése.

Exercice 8. Montrer quec est bien lui-ngme un minorant da etb, i.e. quec € S,p.

Cette construction de la borne @nféure s&tend sans difficudtau cas d’'un sous-ensemble infini
d’eléements.

Treillis, treillis complet : un treillis est un ensembemuni des oprationsv et ; le treillis est
complet si ces ogrations sontefinies sur des ensembles infinis. Les pregs d’associativé”
et de commutativé'deVv et A sont claires. Si le treillis est complet, il existe un plus petit
elément (“bottom”), nat’ici ¢, et un plus granélément (“top”), no&' T, qui sont degléments
neutres pour et A respectivement, et qui sont absorbants pour I'autezaton (e.gva € &,
Tva=T).

Treillis distributif :  un treillis est distributif siv distribue par rappow A, c’esta-dire

avibarc=(@vbA(aveoe) ,

et réciproquement i.e. :
an(bvec=(@Abyv(@nac) .

Pour un nombre fini @léments, une distributivdétentraie automatiguement l'autre (exercice
ou [6]) ; pour un nombre infini &léments, on doit supposer les deux prefs’simultagment.

Exemple 9. Le treillis suivant n’est pas distributif. On consi@ I'ensemble des intervalles
deR muni de la relation d’inclusion. La borne sngure de deux intervalles est le plus petit
intervalle qui contient I'union (sh = [-3, —2] etb = [2, 3], alorsav b =[-3, 3]) ; la borne
inferieure est simplement l'intersectiomA b = @). On consi@re de plugx = [—1, 1]. Alors

@vbyaAc=c#@ArcC)Vv(bArc =2 .

2.2.7. Dioides completsC’est un diade dans lequel toute somme (infiniep&ments estefinie et tel
que la distributivi€' @ droite et gauche) de par rappore® s'etend aux sommes infinies.
En rajoutant IElémentt-co aNmax, Zmax Rmax, 0N 0Obtient des dimies complets Ne8Nhay, Zmax, Rmax-

Exercice 10. Pourquoi cela n'est-il pas vrai pou@max? A quoi est €gal co + (—oo) dans
Niax Zimax Rmax?. Et dansZn,iz?. Pour les exemples du §2.2.2 qui constituent desleéocomplets,
expliciter 'opérationA.
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2.2.8. Dioides distributifs.Ce sont les dimles munis d’une structure de treillis (ce qui est automatique-
ment vrai pour les dimles complets) et tel que le treillis est distributif.

L'Exemple 9 (comptte comme il se doit par une epdtion de multiplication) a morgrque tout dicde
n'est pas distributif. Par contre, tous lesidi®s dont nous aurons besoin dans ce cours le seront.

Exercice 11. L'exemple (3) du §2.2.2 est-il un did& complet? Distributif?

2.2.9. Distributivité de® par rapporta A. Celle-ci est rarement as&& 'en dehors des cas les plus
simples.

Exercice 12. Montrer que pour un dide totalement ordor® distribue par rappom A.

Ces considfations montrent qu@ et A ne jouent pas deslés synetriques en giéral dans un diale
complet.

Exemple 13. On consi@re I'exemple (3) du §2.2.2 avec= 2. Prenons = {(1,0)}, b = {(0, 1)} et
c=[-1,1] x [—1, 1]. Alors (voir Figure 4)

arnbec=g#@®c)A(b®c)=]0,1] x[0,1] .

[l Bty Sl el [ il el el
| | | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
I R e | [N (0 A S N
| | | | | | i i | |
1 b L . arc |
e @ — — —1— — — b-l—‘C IR s D S |
T T I f :
| | | | | | | |
— o —t .
| | | | | | | | | |
| | ¢ | | | | | | | |
| | | | | | | | | |
O ) O | [N DU S, e T |
FIGURE 4

Exercice 14. D’une manére grérale, montrer qu’on a toujours
@rb®c=x@®c)A((bec) .

2.2.10. Dioides archinediens et caraére absorbant dg pour®. Dans un diode completd, T (plus
grandelément) existe et esedini par@, _, X. On peut se demanderEiest absorbant pour la multipli-
cation (comme I'est-oo pour la multiplication ordinaire), c'es-dire siT @ a= T, Va # ¢.

Exercice 15. Parmi les exemples du §2.2.2, en trouver un pour lequalest pas absorbant pour la
multiplication.

Cependant, cette question trouve uepanse positive avec l'aide de I'hypes€ supmmentaire
Suivante :

Dioide archimédien : c’est un diade tel que
Va£e, Vbed, dcetded: a®c>=betd®axb.
Le dioide BpondantaI'Exercice 15 ne I'est pas.
Exercice 16. Dans un diode archinedien, montrer qué est absorbant po.

Les diades qui nous irtfessent dans ce cours sont aradiens.
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2.3. Autres prénomenes mettant en jeu I'alggbre des diodes. L'algebre des dimles est donc apparue

(et continuera étre utili’e dans ce cours) comme la structure reathfique adquate pour maaliser les
phénonenes écrits au §2.1.2. Avant de continuer dans cette voie, mentionnons d’autres circonstances
ou domaines des mathiatiques o cette vision algbrique a unale a jouer.

2.3.1. Plus courts/longs chemins dans un graphétmde PERT C’est historiquement I'une des origi-
nes de la thorie des diales, aussi appe$ pour cette raison “addpres de chemins”. Nous verrons plus
loin que le calcul des plus courts ou des plus longs chénlimss un graphe vaduse ranehea du calcul
matriciel dans un diale.

La méthode PERT en Recherche@ationnelle consiste, pour un projet der@dmme la construction
d'un immeublea'tracer le graphe qui exprime les contraintes aedquénce entreathes et placer la
durée desdthes comme “poids” des arcs correspondants. Leediatale du projet est alors dampar
le chemin de poids maximal dans le graphe. TaladSubi par uneache sitee sur le(s) “chemin(s)
critique(s)” (celui ou ceux de poids maximal) se traduira par éena@lai sur la duee totale du projet.

2.3.2. Programmation dynamiquel.a programmation dynamique est un algorithme pour calculer le plus
long chemin d’un point’un autre dans un graphe. Le lecteur m@onna aussi le ole que joue cette
méthode en commande optimale de syses dynamiqueggis par exemple par degUationsecurrentes

en temps discret (en s’appuyant sur le fameux “principe d’optimdit Bellman”). LEquation de la
programmation dynamiqgue fait essentiellement intervenir lesaiplrs min ou max et : a ce titre,
cetteéquation peuetre vue comme un gmornrene lirdaire dans une structure de tyRgin 0U Ryax.

2.3.3. Exponentielles et @nonenes asymptotique®n consi@re les fonctions d& dansR " (ensemble
_ \R
noté (IE@) ) et I'application

C:(@+>R—>@ s C(f):“mSupw .

X— 400
On consi@ére maintenant le sous-ensemble des fonctions qui sont des sommes finies d’exponentielles :
une telle fonction estgy€riquemenecrite) , ., o; exp(ax) ou | est un ensemble fini; € N ou R,
eta, € R (sia = —oo, exp(ax) est identiféea la fonction identiquement nulle, etai = +oo0, elle
est identiféea la fonction identiguememrtgalea+o00). Ce sous-ensemble de fonctions est fepolr la
somme et le produit, et pour deements ghériquesf etg, on a

C(f)=npjtxa , c(f+g)=maxc(f),c@) ., c(f xg)=c(f)+c( .

Donc I'applicationc “transporte” I'alggbre usuelle dans I'aéreR ... On réalise ainsi qQUR ., est la
structure algbrique adajgtéa I'etude de certains ghnonmenes asymptotiques. Ce genre de carsitions

se rencontrent dans lagbfie des grandscartsa la loi des grands nombres eretiie des processus
stochastiques, lorsque I'on trace des lieux de Bode asymptotiques en Automatique classique, ou bien
plus pros&juement lorsque I'on “raisonne en ordres de grandeur” sur des nombres.

2.3.4. Fonctions convexegConsidrons une fonction pohamiale SUrMR .y :
n
p:x—>Pasx .
i=1

Réécrite avec les notations usueflga fonction polymmiale p appara comme I'enveloppe suguieure
de fonctions affinea pentes entires, et donc comme une fonction gexre dex.

Nous ne évelopperons pas plus ces comsations ici, mais la #orie des diales semble jouea °
certainsegards leale de “point de vue algprique” sur la thorie de la convexét consiérée jusqu’alors
comme un chapitre de I'analyse fonctionnelle.

8plus pEcigment, de poids minimal ou maximal
9! estd comprendre comme® --- ® X =i x X
—————

i fois
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2.3.5. Phénongnes de saturation pour desgtonenes continusNous rencontrerons plus loin un exem-
ple. On a @ja vu au 82.1.2 que les phonenes de rlange ne sont pas egifiques de la production
manufacturere (discete).

3. INTRODUCTION AUX RESEAUX DE PETRI (RDP)

3.1. Géréralites. La présentation qui est faite ici des RdP est “minimadtgrit done’que les RdP jouent
pour nous seulement lelg d’'un outil ageable (dans les exemples simples!) deespntation graphique
de syseimes que nous nous empresserons de mett@uariions pour lestudier. On exclura en particulier
de cette pesentation toute &fude des propeies des RdP du type “vivaeit, “consistance”, . .

3.1.1. Places et transitionsUn RdP est d’abord un graphe “bi-parti”, c'esstdire avec deux sortes de
nceuds, leplaces(dessies comme des ronds — voir Figure 5) ettlasisitions (dessiges comme des

PR
L@(OM v
YR

FIGURE 5. Un réseau de Petri

barresepaisses ou des rectangles) et des arcs allant d’'une sorte de adzudse et Eciproquement,
mais jamais de placesplaces ou de transitiomstransitions directement.

3.1.2. Marquage des placed.es places sont “mar@es” par des “jetons” (points noirs) qui vont “cir-
culer” dans les places selon desgles dfinies ci-apes. Ceci symbolise évolution dynamique du
sysEme. Lemarguage initial (celui qu’on indique sur les dessins) donne la position initiale des jetons.

3.1.3. Regles de fonctionnement et circulation des jetoNsus nous contentons d’indiquer une version
simple de laegle (celle dont nous aurons besoin) : des versions gitérgles ecessitent deeafinir des
nombres entiers (ici canoniqguemegauxa 1) attacksa chaque place qui servemsavoir combien de

jetons pgsents sont requis dans les places amont pour pouvailetiine transition et combien sont

alors produits dans les places aval. Icidgle est la suivante : pour qu’une transition puisse actige

(ou “bralée” selon la terminologie anglo-saxonne, jeton au moins est requis dacsaqueplace en

amont de la transition. L'effet de I'activation de la transition est ddgwér ces jetons des places amont

et de rajouter danshaqueplace avalin nouveau jeton : voir Figure 6). On observe sur cette figure que

le nombre de jetons ne reste pas constant au cours du fonctionnement. On verra plus loin (83.3) que les
jetons ne re@$entent pas vraiment les ressources maisfl@tatdes ressources.

3.1.4. Modkélisation de la concurrencer( logique) et de la synchronisatioef logique).

Concurrencea la fourniture de jetons dans une place :c’est la convergence d’arcs sur une
place (Figure 7a) ;
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F1cUure 7. Concurrence et synchronisation

Concurrencea la consommation des jetons d’une place c’est la divergence d’arca partir
d’une place (Figure 7b) ; ce “conflit structurel” deitré arbite (lorsqu’il se produit effective-
ment, c’esta-dire lorsque les transitions aval en catipon pourraient effectivement toutes les
deuxétre acti¥es) par uneegle de priori¢” quelconque ; sinon le comportement du eyst’
n'est pas enéfrement secifié ;

Synchronisation dans la consommation de jetons de plusieurs places’est la convergence
de plusieurs arcs sur une transition (Figure 7c) ;

Synchronisation dans la fourniture de jetonsa plusieurs places :c’est la divergence d’arcs
a partir d'une transition (Figure 7d) ;

3.1.5. Temporisation des places et/ou des transitiogsjuentialisation desathes et limitation de ca-
pacite des placesDans ce cours, nous nouseénessons aux aspects quantitatisvdluation de perfor-
mance : il nous faut donc introduire une notion de temporisation. A priori, on peut ehaetivation
d’'une transition comme auvedbulement d’uneatChe : il faudrait alors mettre une temporisation sur les
transitions { sur la Figure 8a). Par ailleurs, si on pemsene place comme un endroit ane ressource
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séjourne en attendant de poursuivre son parcours, il peuty avoir ueerdinimalede €joura respecter :
penser par exemple aajsur d’'une pece dans un four pour atteindre une temgtlre souhae.

On a donc envie de mettre une dard’activation pour les transitions (é&@pendant laquelle un jeton
de chaque place amont de la transition aaiest “Esene” pour cette transition (avant de dispiray,
et au ded de laquelle un jeton appardans chaque place aval) ; et uneekuriinimalede €jour dans
les places, d@é pendant lagquelle tout jeton qui vienetté produit dans une place ne peut pas encore
servira l'activation de transitions aval.

En fait, il n'y a aucune perte desgéralitt a ne mettre de temporisatiogsesur les transitions, ou
encorequesur les places. C’est ce dernier point de vue que nous adopterons ici, autrement dit, pour nous,
toute activation de transition sera instamanLa Figure 8 montre la transformation d’'une transition de
duréet en deux transitions instanta@s (le @but et la fin) spage par une place de temporisation

Exercice 17.Si on avait plubt op# pour mettre des de€s sur les transitions, montrer comment il
faudrait transformer des places de temporisation

Avec une transition instanteae’'marquant unebut de &che comme sur la Figure 8b, rien n’escpe
les jetons détre admis dans la nouvelle place de temporisdtiafiniment vite, et donc de s’accumuler
indéfiniment dans cette place (lesties peuvent recommencer avant d’en avoir tegnii cette “salle
d’attente” est de capaeitfinie n, on doit bloquer I'aces apes un nombre d’endes exedant den le
nombre de sorties. La Figure 9 regente le cas = 1. La tiche de dweét ne peut pas recommencer
avec un jeton avant d’en avoir termgi@vec un peéédent jeton. La temporisatian(optionnelle) plaee
sur la place en feedback perme¢mé de respecter une @erminimale sparant la fin d’'unestthe de la
relance de la e tiche (duee de repos du serveur, de reconditionnement de la machine, etc.).

©
O
®

,.\
&

(b)

—~
K>

FIGURE 9. Séquentialisation degthes et d@é de reconditionnement

Exercice 18. Comment peut-on dessiner le cas d’'une place de cagacit1? \érifiez en le fonction-
nement.

3.2. Graphes dévénements.

3.2.1. Restrictions et capad@tde moélisation. Lesgraphes dévenementsont une sous-classe de RdP
pour lesquels les situations des Figures 7a et 7b ne se rencontrent pas. Autreneuteditlace n'a
gu'une transition amont et qu’une transition avaRutrement dit encore, les graphes@nhements
peuvent modliser la synchronisation mais pas la concurrence. On observera que pour les graphes
d’evénements, on peut abandonner le point de vue “graphe bi-parti” en ecasidhaintenant que les
transitions sont les nceuds du graphe, et que les places sont les arcs.
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A l'opposé, lesmachinesa étatsrefusent les configurations des Figure 7c et 7d (synchronisation) pour
ne retenir que 7a et 7b (concurrence).

L'objet du cours est Btude des graphesalénements tempowgs, les temporisatioretant plaees sur
les transitions uniguement.

3.2.2. Une propréte fondamentale des graphessd®nementsOn a vu qu’en ghéral le nombre de

jetons total d’'un RdP ne reste pas constant au coavsliition de celui-ci, rafne pour un RdP feren”

(i.e. tel que toute transition ait au moins une place amont et au moins une place aval). Cependant, pour
un graphe d¢v¥énements, il existe un invariant : c’'est le nombre total de jetons le long de tout circuit du
graphe.

Exercice 19. Verifier la proprété de conservation du nombre total de jetons par circuit sur des exemples.
En donner uneetonstration grérale.

3.2.3. Exemple : atelier flexible.
Description du syseme.Pour illustrer la capaattie moelisation des graphesalénements tempogs;,
on va examiner le magle d’'un atelier flexible de type “jobshop”, c’eatdire al toutes les @ces ne
circulent pas dans l'atelier dans lemé sens de parcours des machines (par opposition aux “flowshops”).
De plus toutes les ptes ne passent pasagssairement sur toutes les machines.llgiaitrois machines
M, Mo, M3, et I'atelier fabrique trois types degiesP;, P,, P;. Chaque type de pce doit subir un
certain nombre d’oprations sur les machines dans un ordexi®” On suppose ici letapes suivantes
pour chaque type degie :
Pl: Ml—> Mz—) M3 y
Pz: M3 — M2 s
P3: Ml — M3 .
Ondoitde plusrespecter des ratios de productjdri2 ce qui veut dire qu’on veut produire simuleanént
25% de peces de typd;, 25% de typeP, et 50% de typdP;. Pour cela, on constitue unegtgiience de
base”P; — P, — P; — P; respectant les ratios de production, et on deftrdf I'ordre de passage de cette
séquence de base pour chaque machine (c’est I'ordonnancement), cettardmepéte indéfiniment. Ici
on adopte :
Mj_: P1—> P3—> P3 s
Mz: Pl — P2 s
M3: P1—> Pz—) P3—> P3 .
Enfin, on suppose que lesgoies sont poees par des palettesesgidlisges par type de gce et qu'on a
mis en service une palette poBr, une palette pouP, et deux palettes poups;, ce qui est consistant
avec les ratios de productioesifés. Lorsqu’une @ice a subiles @rations requises, elle espbitisfe
et mise en stock, et une nouvebbduche de pce du neine type est patiste. Cette opration de
déchargement/rechargement petre ' moalisée par le passage sur une “machine” ou “poste de travail”
si nécessaire, i.e. si une dig'hon rgligeable lui est assaxi’
Modele simple.La Figure 10 repg&ente le mogle de I'atelier qui vient dfre dscrit. On peut voir la
transitiona l'intersection du circuit de la machirid; et de la palettd>, comme ledébutde I'opération
de passage dg sur M.

Exercice 20.En appelant;; le temps d’usinage correspondant, placer sur les places du graphe les
nombres;;.

Le marquage initial efermine la fapn dont les machines et les palettesndrrent le processus.

Exercice 21. Reprendre le dessin du graphe lorsque
e on modifie 'ordonnancement sur la machikg de la facon suivante :

Mg:P,— P;— P,— Ps

e ON met en service non pasemaistrois palettes pour le type;.



F1Gure 10. Jobshop, 3 machines, 3 types deqas, ratios A1/2
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Modelisation des blocage par I'aval par des stocks de capaeitimitee.La modlisation pecédente
suppose implicitement quesd gu’une opfation est termieé, la pece peut quitter la machine poetré
stoclkée dans un stock inteediaire en attendant de passer sur la machine suivante. Que se passe-t-il si
ces aires de stockage ont une capaliititée et sont sategs? On peut objecter qu’il n’y a que quatre
palettes dans I'atelier et que donc on peut aaetr parfaitement I'occupation des aires de stockage.
Mais cette objection tombe si on augmente le nombre de palettes en service comaré&liggércice
précédent.

Exercice 22. Le long du circuit vertical dd?;, supposons que I'on veuille limiter deux le nombre de
pieces de ce type entid; et M, et que lorsque cette limite est atteinké, est blogee en attendant de
pouvoir libérer la pece dans le stock inteediaire. En s’inspirant de la Figure 9, dessiner le graphe
qui permet d’exprimer cette contrainte (indication : il faudra introduire une transitioreldet &t une
transition de fin de I'opfationM;/ P;).

3.3. Approche de la moglisation bage sur les ressourcesCe qui suit constitue un ensemble
d’indications susceptibles de faciliter I'approche de la alizdtion de certains symties o'la notion de
ressources joue ul€ fondamental.

3.3.1. Sequences dtapes des ressources individuell&n suppose que chaque type de ressource peut
étre dcrit par une suite étapes parcourir dans un ordregquifini (i.e. les questions d’'ordonnancement
et de routage soneglées d’avance). Efat instanta@d’'une ressource dans ce parcours est neapain”

un jeton dans une certaine plaaehaque instant. La place porte laeide [8tape. On distingue les
ressources “recyclables” (machines par exemple) et “non recyclablesegtui entrerd Un bout et
sortenta I'autre par exemple). On leur associe lesssohs de la Figure 11.

étape de recyclage
(temporisation nulle)

O
(C}»T_----l—»Q—ﬂ point d'entrée I—>O—>I ————— I—>O—>I point de sortie

étape étape étape étape
ressources recyclables ressources non recyclables
Ficure 11

3.3.2. Synchronisation |l s’agit de faire caicider le &fbut et la fin d’'unetape pour plusieurs ressources
impliquées simultaeament dans unetape doneé. On fait apped tes “circuits de synchronisation” sans
temporisation et sans jeton. Chacun des deux arcs du circuit de synchronisation impliquegaii€ in”
de sens oppesa I'autre sur les dates d’activation des transitionsud'@gali& des dates d’activation
des transitions. Ces transitions synchrees peuvent alorstfe fusionees (Figure 12). Lexistence

ressource 2 | | ressource 2

_____ /’N debVQ\
R WL

ressource 1 ressource 1

FIGURE 12. Synchronisation

de circuits sans jeton (et sans temporisation), bien qu’'acceptablematiquement, est contraiee °
I'orthodoxie des RdP. On peut justifier ce fonctionnement en disant qu’on “emprunte” les jetons (absents
du circuit de synchronisation) pour activer les transitions et qu’on est en mesure de “rendre” ces jetons
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au bout d’'un temps nul, du fait de I'absence de temporisation. La fusion des transitions symawonis”
évite cette discussion.

On note qu’un nombregdal de féches entrent et sortent des transitions syncheesisEn corexjuence,
le nombretotal de jetons dans le graphe (et non pas seulement dans les circuits) est maintenane conserv’
au cours du fonctionnement. Oeadgere ainsi l'interpetation “ressource” des jetons euxemés.

Une autre solution &s différente permet aussi de synchroniser deux transitions. Cette sautien ~
les circuits de synchronisation au prix de I'introduction de transitions fictives en amont des transitions
réelles. Elle estekrite par la Figure 13. Onrevifiera par la “simulation” du fonctionnement du RdP, et

transition transition
fictive synchronisée
ressource 2
----- — (O —|------
----- = O — |-
ressource 1 -
transition transition
fictive synchronisée

FIGURE 13. Autre solution pour la synchronisation

plus tard par la mise eequations, que la synchronisation est effective.
Cette diversit’de solutions graphiques aboutissafa mémeéquation matbmatique est une illustra-
tion de l'intérét de proedera une mise eequations des graphesg€nements.

3.3.3. Etat initial canonique.

e ressources recyclables : on marquage initialemetaé de recyclage par un nombre de jetons
égal au nombre de ressources identiques (par exemple, machines travaillant en pool, places dans
un stock. .. );

e ressourcesnonrecyclables: le chemin estinitialementvide ; les jetons serontintroduits aux points
d’entrée au cours du fonctionnement ; les “commandes” diesyst(au sens de I’Automatique)
sont les dates d’introduction.

A partir de cetetat initial canonique, d’autrestdts sont atteignables, qui peuvetre"pris commetat
initial en changeant l'instant initial, mais il faut aloasissipréciser depuis combien de temps les jetons
du marquage initial sont dans les places avec temporisation non nulle.

4. GRAPHES ET MATRICES

Cette section msente quelques rappels qui nous serons Wwil@®pos des interptations en termes
de graphes de certaines manipulations matricielles

4.1. Graphes oriengs. Ungraphe orien€est cfini par un ensemble de noeddiet un ensemble d'arcs
Jo ayant une origine et une egtriitt dans)t. On notera— un arc d’'origing et d’exteémité j.

4.1.1. Chemins, circuits.Un cheminest une suite de nceuds que I'on peut parcoegushntiellement

en empruntant les arcs de Un chemin esélémentairesi aucun nceud n’est rencoatdeux fois. La
longueurd’un chemin eségala son nombre d’arcs. Wsircuit est un chemin dontl'origine est confondue
avec I'extémité. Un circuit eselémentaire si tout nceud n’est I'origine que d’un seul arc appartenant au
circuit (on peut dans cetteefihition remplacer le mot “origine” par le mot “exmitt”). Uneboucleest

un circuit de longueur 1.
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o
\ circuit
o

< ¢
circuit démentaire ®
o o s .
non éémentaire

\

FIGURE 14
4.1.2. Predecesseurs, successeutsgnsemble deprédécesseurs imediatsd’'un nceudi, note (i)

R I . . . . . . <
est 'ensemble des nceuglgels que—e L. Pour deux “multi-applications? et t (i.e. applications
valeurs “sous-ensembles”) , on note

6"(i) = (0-...0)(i) avec (B-1)(i) = Jwean .

n fois jer®

On pose alors
rti)=n)ur’i)uU... , (1)

gue I'on appelle lascendanceou lesprédecesseurslei lorsqu’il s’agit de la multi-applicationr des
prédécesseurs imatiats. On pose aussi

7)) = {iturt) . )

On définira de néme I'ensemble (i) dessuccesseurs imadiatsd’un nceud, I'ensembles * (i), appe€
descendanceu successeurdei, et enfin I'ensemble*(i).

4.1.3. Sources, puitsUnesourceest un nceud tel quen (i) = @. Les sources serviront d’eegs (de
commandes au sens de I'’Automatique) pour un grapteédéments. De erhe, on appellerpuits tout

nceud tel queos (i) = @. Ces noeuds serviront de sorties (d’observations au sens de I'Automatique) pour
un graphe dv¥énements.

4.1.4. Graphes acycliques, arbresJn grapheacycliquesera pour nous un graphe sans circuit, caest-"
dire

A €d:ient(
(on peut remplacex* paro™ dans cette éfinition). Unarbre est un graphe acyclique ayant un seul
nceud source.

4.1.5. Composantes fortement connexes, gra@ukit. On définit d’abord une relation degréordresur
db: “i précedej”sii € 7*(j). Ce n'est pas une relation d’ordre (elle n’est pas antélyiquie) sauf si le
graphe est acyclique (on peut aussétel'un graphe dont les seuls circuits sont des boudteshaque
fois qu’on est en @Sence d’une relation dequrfdre, on dfinit classiguement une relatioredjlivalence :
iRj sii et] se pecedent mutuellement. La relation desprdre devient alors une relation d’ordre sur
I'ensemble quotiedt/R. On associe cet ensemble quotient gnaphe ©Bduit: un nceud re@sente
une classe @&quivalencei]] appeEe lacomposante fortement conneXecontenant le nceuid Un arc
g du graphee&duit (voir Figure 15) re@Sente un chemin existant du graphe original allantalé et
n'empruntant pas d’autres nceuds que cewipé [j].

100n se laissera allerdire simplement “composante connexe” car il ne sera question que d’une seule notion ici.
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TS o o[7]
yo s O son graphe réduit
G \ T / un graphe
! o [4]

FIGURE 15

Exercice 23. Montrer qu’une éfinition équivalente de la relatiof est :ifRj sii et ] appartiennena”

un méme circuit. Montrer que le grapheduit est acyclique. Montrer que c’est un ensemble ordonn’
(de nceuds repsentant les composantes fortement connexes). Montrer que cet ensemble esdam”
demi-treillis inférieur si et seulement si le graplesltit est un arbre.

4.2. Repesentations matricielles des graphes vadis. Un graphe vali€ est un graphe dans lequel

chaque are porte urpoids g (noter que l'indice d’exemité j précede l'indice d’origing ). Pour notre
propos, les poids seroatvaleurs dans un didé. Le poids d’'un chemin ou d’un circui; iy, ..., i1, ix
est leproduit a,;, , ® - - - ® &,

4.3. Matrice de transition. Cette notion ne concerne que les grapheseshg comportant que des
nceuds sources nwroEs de la'm, et des nceuds puits nemoEs dem + 1 am + p. La matrice de
transition T assoake est de dimensiop x m, telle que (voir Figure 16)

. j m+i .
amsij Silyaunarc— de poidsay,;,

Ty = .
& sinon

Inversement, il est facile d’associer un graphe de transitione matric& rectangulaire.

1lg—3 >e 8
4
2 9
*< * 3 ¢ ¢ 7 ¢ ¢ ¢
3e e 10 e € 2 ¢ ¢ ¢ 1
< 0 ¢ ¢ 2 ¢ ¢ ¢
4o o 11 T=|e ¢ ¢ ¢ ¢ 5 ¢
e 4 ¢ ¢ ¢ 8 6
12
Se 60 i 4 ¢ 1 ¢ ¢ ¢ ¢
6e e 13 e ¢ ¢ ¢ 0 ¢ ¢
Y
7o o 14

FIGURE 16. Graphe et matrice de transition asssci”

4.3.1. Matrice de pecedence.Pour un graphe vaken nceuds, lanatrice de pecédenceest une matrice

carrée Ade dimensiom x n ayant pouelémentA;; le poidsa;; de Parc. si celui-ci existe, et sinon.
Inversementa toute matrice cage, on peut associer un graphe deggdence. Pour la erfie matrice
gue celle de la Figure 16 (getait caree), on obtient le graphe de la Figure 12&ddit du graphe de
transition de la Figure 16 en identifiant les nceuds dearosg€gaux modulo 7).
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FIGURE 17. Graphe de médence du graphe de transition de la Figure 16

4.3.2. Matrice irreductible. Une matrice cagé esirreductibles’il n’est pas possible de la mettre sous
une forme bloc-triangulaire, avec des blocs earsur la diagonale, par uneemé permutation de ses
lignes et de ses colonnes. Sur le graphe d@duiénce assoej cette permutation correspoadune
renun€rotation des nceuds.

Exercice 24. Montrer qu’une matrice est eductible si et seulement si le graphe degddence assoei’
est fortement connexe.

Son grapheaduit consiste en un nceud unique.
4.4. Ogpérations sur les graphes et matrices.

4.4.1. Composition parakle de graphes et addition de matricdsaddition de deux matrice# et B
n’est possible que pour des matrices denmeS dimensions. Les graphes de transition ou eeégence
assoags ont donc le mme ensemble de nceuds. L'additide B correspona lacomposition parakle

des graphes : il existera un are de poidsa; @ b si et seulement si il existe au moins un tel arc dans
I'un des deux graphes initiaux (ca @ ¢ = a; eta; & b = ¢ = a; = b; = ¢). Pour le diode
Rmax C€la revien@'retenir le poids maximum pour des arcs patali’(i.e. ayant les amies origine et
extémite). Il peut y avoir un ou plusieurs arcs des graphesdt B qui réalise(nt) ce maximum pour
une paire de nceuds dagm” Par contre, si les poids sont pris dans umndéigion totalement ordoenil

se peut qu'aucun des arcs Aau B ne Balise la borne sgrieure des poids des arcs en padall”

4.4.2. Composition équentielle de graphes et produit de matricés. produitA ® B de deux matrices
(selon la @finition habituelle, mais avec lesetionsd et®) est possible si le nombre de colonnes de
A (soitn) estégal au nombre de lignes @ Selon la formule du produit matriciel donnaift @ B);;
(voir Figure 18), celarevient, sur les graphes de transition assaéiet B, a composereqjuentiellement

B A

pnoeud:c, n noéuds m noauds

(A®B)jj = kezel Ak ® B 1/\
Sk N\

|
. L —

FI1GURE 18. Produit matricielA ® B

ces graphes en identifiant les sortiesBlaux entees deA (et non pas le contraire!), pussinventorier
tous les chemins parales de longueur 2 allant deai, enfina garder pour poids du chemin g&i la
d-somme des poids de tous ces chemins de longueur 2 (on rappelle que le poids d’'un chegahaest
®-produit des poids de ses arcs — voir §4.2).
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On obseve que pou un chemi quelconge dort un arc le composanserai “absent (donc de poids
égd a¢), le poids du chemn serat auss égd a ¢ grace au fait que ¢ e absorbahpour le produt dans
un dioide.

4.4.3 Poids maxima des chemirs de longueu ¢ dans un graphe Si le dioide des poids es Ry, pour
une matrice carée A dedimensia n x n, I’élément(A‘f) i représent le poids maximd des chemirs de

longueu ¢ allart de j ai darsle grapte de précédene assoc. Si on pose
At=ABANd... ¥ 3)

anrs(A+)ij représent le poids maximd des chemirs de n'importe quelle longueuw allart de | ai.

5. RESOLUTION DES EQUATIONS X = AX @ b DANS UN DIOIDE

La section suvane nows amenen arencontre des équatiors linéaires qu'il faudrarésoudre Dans un
dioide, I’ équatia linéaire (en x) la plus générak est du fait de I'absene@ du sigre “moins”, I’ équation

axXPb=cxpd .

Exercice 25. Dars Rax €tudig une équation de cetie forme et examine tous les cas possible (0, 1,
plusieus solutiong en fonction des valeuss des codficients.

On ne dispo pas de théorie pour étudig et résoude des équatios auss générales L' équatian que
nous rencontreroa ed un cas particulie ol c = e et d = ¢. Pratiquementnous rencontreros des
sydemes “carrés’ d’' équatiors de ce type, quel’'on peu réécrire

X=Ax®b ,y (4)

ou x et b sort des vecteus colonnes de taille n et A es une matrice n x n. Mais s les codficients sont
dars un dioide D, on peu consdére que cete équatio es (un bou d’) une équation darsle dioide D"*"
encompétart lesvecteus x et b defagon triviale pour en faire desmatrices carées (pou chaqge vecteu,
on peu duplique n fois la méme colonne ou bien comgéte avec des colonnes égales a ). On peut
dorc se contente d' étudie (4) dars un dioide abstrai auqué on pensea au choix comne a un dioide
“scalair€ ou “vectoriel”.

En fait, pour des raisors qui appasitront plus loin, et pare que lathéorie n’es pas plus compliquée,
on vaméme s’'intéresseaux inéquatiors du type

X>AX®b .y (5)

On envisage d’abor le cas ol x, A, b sort des élémens d’un dioide complé (par exempleR ., OU
. nxn
(Rmax> ). On constére ensuie lasituatian pratique dars Ra, 0u (Rya0 ™" qui ne sort pas complets.

5.1 Casd'un dioide complet On pose
+00 )
A=PA (avec A’ =€) ¢ (6)
i=0

qui e bien défini dars un dioide complet On rappelk (3) et donc
A=ed A" .y A" =AA .y (7)
On rapproched les expressios (3) et (6) de (1) et (2) respedvement.

Théaeme26. La quantié Ab ed la plus petite solution de (5) et de (4).
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Démonstration.On montre d’abord qué\*b est un minorant des solutions de (5) (et donc de (4), ce
dernier sous-ensembégant contenu dans l'autre). En effet, pour toute solutiale (5), on a

k-1
x:Ax@bzA(Ax@b)@bz---zAkx@@Aib, vk >0 . (8)
i=0
Doncx > A*b.
On montre maintenant qu&*b est une solution de (4) (et donc aussi de (5)). En effet, avec (7),

Ab=(e®d AHb=bd A(A*D) .

5.2. Cas de diodes non complets.

5.2.1. Cas deRax.

e Si A < 0=¢ alorsA* = e, doncb est solution et c’est I'unigue solution comme on peut le voir
en dBveloppant une suite @jalittsde la méme faon que dans (8).

e Si A= g, iln'y apas unici€. L'equationx = x & b admet touik > b comme solution.

e Si A > e A — +oolorsquek — +o0, et (8) montre que toute solution> A*x. Comme
X = & n'est solution que poub = ¢, dans tous les autres cas, il n'y a pas de solution car
400 ¢ IRma\x-

5.2.2. Cas de(Rma)"™".

e Dansle caswle graphe de g&dence assoed la matriceA est fortement connexe (i.e. lorsgée
estiréductible), compte tenu de l'integtetion dg A*);; comme le poids maximal des chemins
de j ai de longueur arbitraire la discussion mé&dente ®tend en discutant du signe (au sens
habituel) du poids maximum des circuits du graphe @eqaénce dé\. En effet, il faut bien noter
gu’un circuit “maximal” peut toujourgtie rejoint en partant de n'importe quel nogugracea
la forte connexi¢; étre parcouru un nombre arbitraire de fois, pati® quit€ pour rejoindre un
nceud .

e Dans le cas de deux composantes connexes (voir Figure 19), on peut, modulo @netatiom

/A\*
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>

FIGURE 19. Deux composantes connexes
adap€e des nceuds du graphecdmposer Equation en deux :
X1 = A @by, Xo = AgpXo ® b, & AgiXy

ou chaqueA;; represente une composante fortement connexe. Le@mubke ramnea discuter
d’abord la prengreéquation, puis la seconde en y reportant la (ou les) solutions de lagregmi®
si elle(s) existe(nt).

On notera que dans un dit#’ complet et archiedien, [élémentT est la plupart du temps une solution
triviale (T = AT @ b si A # ¢). Par consquent I'unici€ est sans espoir, et on remplace cette notion
par celle de “plus petite solution” qui singularise une solution “canonique” don¢i@htppardfa plus
loin.
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6. MISE EN EQUATIONS DES GRAPHES D’EVENEMENTS TEMPORISES

Ce qui pecede n'a constita qu’un ensemble de@liiminaires qui nous mettent enfin en mesure d’entrer
dans le vif du sujet : la maisation lirgaire des graphesealénements tempogs. On exposera deux
points de vue qui conduisent tous deaxiés modles lirdaires, mais dans des dies diférents. On
reviendra plus tard sur lesarifes compa¥$ de ces deux approches.

6.1. Dateurs, domainesiénementiel et algbre Zay.

6.1.1. Forme implicite. Pour une transition nomeex par exemple, les activations successives de cette
transition repivent des numros successifsa partir d'un instant initidt ot I'on commence nun€roter
lesévénements en partant d’'une valeurkdpossiblement @jative, mais la @rme pour toutes les tran-
sitions : alorsx(k) désigne la date de I'activation naroek de la transitiorx. La fonctionx(-) est
appe€edateurassodt’a la transitionx. Les dateurs sontedinis sur ledomaineévenementietark est
un nun€ro dévénement.

On consi@re I'exemple de la Figure 20. Les barres dans les places indiquent les temporisations (en

Uy u, Xk =max(xa(k — 1), uy(k) +3)

™ W

v v Xa(k) =max (x(K) + L, Up(k — 1) + 1)
0 0 © X3(k) =max (X1 (k), X2(kK) + 1, x3(k — 1) + 2)
. ¢i>{ Vo vk =macoek— 1. x50 + 3)

¢ Q:J/ £ ¢ ¢ £ € ¢

O O) XKy=11 ¢ elxkKd|le ¢ e¢]xtk=1)
/—M e 1l ¢ e & 2
Q) X3
X_) -

@K‘

™

& &

Vo

™

2 e &
eluk)@|e 1juk-1
€
)

y(k) = (e Ixk @ (c e &)xk—1)

F1cure 20. Un graphe dgvénements tempoksét seequations “dateurs”

nombre de tops d’horloge par exemple). Dans ces conditions, les dateuss\satirs enéres. Les
équations sontindig€s sur lafigure en notations traditionnelles puis en notation matricielle dansle dio”
Zmax L€ raisonnement est le suivant, en se concentrant par exemple sur la traxsitloactivation
numérok dex, est conditioneé par

e I'activation nun€rok dex; car il n'y a pas de jeton dans la place entrest x, initialement ;

e I'activation numerok — 1 deus, car il y a unjeton dans la place entte et X, initialement (en
effet, x, peutétre acti€e une fois — si un jeton arrive dot"dex; — en consommant le jeton
du marquage initial duaté deus, ; ensuite, il faut obligatoirement attendre quesoit actide
avant de pouvoir assistard’autres activations de).

Par ailleurs, comme un jeton arrivant dans la place eatetx, doit rester au moins une ugitle temps
dans cette place avant de devenir disponiblerfrathose entna etx,), on doit dEcaler dau moinsune
unité de temps les activations depar rappora celles dex; (ou deu,) qui les conditionnent. On peut
doncécrire

Xo > X1 (K)+1 et xo>uxyk—1)+1 soit X >max(Xy(k)+21, utk—1)+1) .

L'egali® que nous avonectite provient du fait que puisqu’aucun augeéhement ne conditionne
I'activation k de x,, la date au plus @t de cette activation est la plus petite possible, donc elle est

Hinstant du marquage initial du RdP
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égalea sa borne irdfieure. Mais on peut aussi bien garddtesprit pour l'instant I'irégalig pluit que
I"egali€.

Exercice 27. En suivant un raisonnement analoguerifiér les autregquations de la Figure 20 ainsi
gue l'écriture matricielle.

D’une manere gnrérale, on obtient donc la forme :

a b
xk)y = @Aixk—i)eEPBuk-j) , ©)
i=0 j=0

c d
Pchxx-1 (@ & Dmyuk - m)) , (10)
1=0 m=0

le dernier terme entre paree$es pouvantesulter de la mSence d’arcs directs entre les transitions
“sources”u; (entrees) et les transitions “puitsy; (sorties). On peut aussi garder desdnations (le
premier membre est sapéur ouegal au second membre). eldliation ou irquation (9) est implicite
puisquex (k) appar# dans les deux membres. C’est ce quitie discut’maintenant.

Auparavant, rappelons que les Statisticiens (et avec eux les Automaticiens) appellent “forme ARMA”
(pour Auto Regressive-Moving Average — en Feais,: auto egressif-moyenne mobile) une relation
entrée-sortie de la forme

y(k)

a b
2(k) =Y Al)zk—i)+ Y Bliuk—i) .
i=1 i=1

AR MA

6.1.2. Forme ARMA explicite.

Suppression de la forme implicite Le sous-graphe de @eédence assoeé la matriceA(0) correspond
aux arcs (ou places) entre deux transitions internes (a'efite qui ne sont ni sources ni puits) noees”
Xi, et dont les places ne portent pas de jetons dans le marquage initial (d’urerengngérale, A(i)
correspond au sous-graphe avgetons sur chaque arc). Sile graphehements ne contient aucun
circuit sans jeton, le sous-graphe ase@ck(0) est acyclique, le poids maximum des circuitsAl®) est
doncégalas = —oo et donc(A(0))" existe n€me dan¥.,.x (voir discussion du 85.2 ; on peut aussi le
voir en disant que les chemins de longueuresiguire owegalan, n dimension de la matrice, n’existent
pas et don¢A(0))' = ¢ pour touti > n).

D’une manére grérale, si on s’est placdanZ.. alors(A(0))* existe toujours, le casuocertains
coefficients sont infinis correspondant au cagertains dateurs seront infinis, donc certavénements
seront repouss “aux calendes grecques”, ce qui traduit une situation de “deadlock” partiel ou total.

Dans tous les cas, en appliquant leedlgme 26, on peut passaita forme ARMA explicite suivante
a partir de (9) :

a b
x(k) = P AG)xk—i) o P B(Huk—j) | (12)
i=1 j=0

avecA(i) = (A(0))" A(i) et B(j) = (A0))" B(j).

Justification. Nous venons destéctionner la plus petite solution dedjation ou de I'iequation (9) en
x(k). Dans le cas de l'iequation, on sait que la plus petite solution satisfait ausguition. Ceci se
justifie sous les deux hypatkés suivantes :

e le fonctionnement est “au plustt] i.e. les transitions sont actes &s que toutes les places
amont sont marcgggs d’un jeton au moins ;

e les conditions initiales sont les plus favorables possibles, i.e. les jetons du marquage initial
sont disponibles €k I'instant initial, quel que soit celui-ci (ou biea,quelgu’instant que I'on
commence lag€urrence) ; on admettra donc que les jetons du marquage initial sont disponibles
depuis l'instant-oo, et on appellera ces conditions “conditions initiales canoniques”.
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On montrera plus loin comment traiter aussi, sans violer les hggethci-dessus, des conditions ini-
tiales non canoniques, c’'eatdire des caswa l'instant initial, les jetons dans les places ne sont pas
immédiatement disponibles.

Interpr’etation et simplificationséventuelles Du point de vue du grapheel&nements, on a supprén’
toutes les places internes (places esitsi entre deux transitions internes) sans jeton dans le marquage

initial.
(A0)" = (

Dans I'exemple méédent, on a
et la forme explicite ainsi que le graphe correspondant sont iediquf la Figure 21. La forme de la
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FIGURE 21. Suppression de la partie implicite

Figure 22 corresporalla remarque que n’intervient ni dans la dynamique dgetxs, ni dans léquation
de sortiey, et est donc inutile et peetre supprire. Autrement dit, sur le grapheg@édent, on note que
X; est un puits, mais cependant pas une sgriidaquelle on est ceas'intéresser.
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FIGURE 22. Elagage des transitions internes inutiles
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6.1.3. Forme ecurrente “markovienne” ou forme état. Il s’agit maintenant de passarne forme a°
le retard est exactement de 1 sur la partie AR (ce quigjatrdalis sur I'exemple) et de 0 sur la partie
MA, ainsi que sur Equation de sortie (ce qui n’est pas encore le cas sur I'exemple). Ceci ravient *
effectuer des manipulations combinatoires tatf&it classique en #orie des systhes, qui passent par
une extension du vecteureddt pour pouvoir se ramenarcette forme “markovienne” ou eltét (i.e. ne
dépendant que du pasa’un pas en amre des variables).

Suppression des retards dans la partie MA de (11) et interptation. Considérons pour simplifier une
dynamique purement MA, par exemple :

X(K)=1uk) @ 2uk -1 @uk—-2) .
On la transforme ainsi :
&(k) = u(k) , &K =&Kk-1) , X(K)=1uk) @26 (k-1 D é&Kk-1) ,

ou, sous forme matricielle,
&1 e
LEl k-1 |e|uk ,
X 1

&
& | (k) =
X
ce qui est illuste’par la Figure 23.
@9
u X u

.\@/, \

N D ®™

& &
& &
e ¢

F1GURE 23. Réduction d'une partie MA une forme dtat

Réduction des retards dans la partie AR etinterpgtation. Considrons une forme purement AR (avec
guand ngime une enggé) :

XK)=xtk—-1 @ Ixtk—2) @ 2x(k—3) @ uk) .
On transforme ceci de ladan suivante :
E1(K) =&k —1), &K =x(kk-1, x(K =x(k-1& k-1 &2k-1 euk),

ou, sous forme matricielle,
&1 3 & P
LIk =1e Elk-Dd|e]|uk),
X 2 X e

ce qui est illuste’par la Figure 24.
FIGURE 24. Réduction d’'une partie AR une forme ditat

)
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Suppression des retards dans &quation de sortie (10)Si a (nombre de retards dans la partie AR
de (9)), respectivemettit (nombre de retards dans la partie MA de (9)), eskesigpira c (hombre de
retards ernx dans (10)), respectivemeam{nombre de retards andans (10)), alors il n’est pluscessaire
d’introduire de nouvelles variablesetdts car on aja introduit sufisamment de versions reteed”
de x, respectivementi, dans le nouveau vecteureddté par les transformations ci-dessus pour que
I"equation (10) puisse atrirey(k) = C£(k) @ D(0)u(k) avec une dfinition appropre deC. Sinon,
l'introduction de variables dfat suppmentaires sera encoreagssaire.

6.1.4. Sup-convolution etaponse impulsionnelleMoyennant la manipulation d’un vecteuredit assez
grand (encore netx) mais pas atessairement de taille minimale (preimé ouvert), on s’est finalement
ramerg a une gcurrence simple de la forme

X(k) = Ax(k — 1) & Bu(k) , y(k) = Cx(k) & Du(k) . (12)
En développant cetteecurrence, on arriva la forme

p—1
y(k) = CAx(k — p) ® Du(k) & HCABuk—i) . Vp=1.

i=0

Posons

e pouri <O ;
hi)=1CB@®D pouri =0 ; (13)
CAB pouri > 0 .

Par ailleurs, en adoptant la convention que la pegenactivation de toute transition (a@gr’instant initial
0) est nunefoe 0, et avec les conditions initiales canoniques, ghja = ¢ etu(j) = ¢ pourj < 0.
Dans ces conditions,ed que, pouk donrg, p est sugfieur ouegala k, on peut eécrire I'équation
ci-dessus de la &n suivante :

+00
y(k) = @ hiuk—1i) . (14)
i=—o00
Il s’agit la d’'une convolution, mais dans les notations de &aig ordinaire il s'agit plaf d’'une “sup-
convolution”.
Interpiétons la fonction matricielld(-) (de dimensiorp x m s’il y a m entrées etp sorties). On voit
queh;; (k) est la valeur de l&-éme sortieal'instantk cauge par I'entee

e pourl #£ 0 ;
ud) = '
&, ..., 8, e ,&...,¢& pourl =0 .
~—~—
j-éme position

Cette entee correspond disposer d'une infinitde jetons depuis l'instartoo sur toutes les erges sauf
I'entréej ou une infini€ de jetons devient disponible seulematiinstant 0. On appelle une telle epér”
uneimpulsionsur I'entée j, eth;; (-) est laréponse impulsionnelleorrespondante.

6.2. Compteurs, domaine temporel et algbre Z .. En théorie des systhes, on a plat’I’'habitude
de consigtrer lesequations dvolution dans lalomaine temporg(i.e. de dcrire les systmes par des
fonctions du temps). L'analogue consiste ich associern une transition, de nom par exemple, la
fonctiont — x(t) qui indique le nurefo de laderniere activation de cette transition survenaxant ou
at. On appellera cette variable un “compteur” ase@cia transitiorx.

On garde donc le erhie nom de variable que pour les dateurs. Seul I'argutnantlieu dek, indique
gu'il s’agit d’'un compteur.
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Le passage d'une description en termes de dateurs (i.emstiijuement en termes de fonctions
k — t(k)) a une description en termes de compteurs (i.eemmetiguement en termes de fonctions
t — K(t)) est possible parce que les fonctions dateurs sont monotonesomissantes. Cependant,
comme elles ne sont pagictementroissantes (plusieues€nements peuveatre simultars), etcomme
achaque instant il ne se produit pasatessairement levénement, la fonction comptewaiproque n’est
pas dfinie de marere unique. La efinition ci-dessus n’est pas la seule possible (et erattiquement,
elle n'est pas non plus la plus agile) : on peut adopter une autedidition des compteurs comme par
exemple le nurafo dupremierévénement’se produiré ou apes t

Passer aux fonctiongciproques des dateurs est unemgionnon linéaire qui n’a pas de raison de
préserver la liearie desequations. On obtient malkgtout desquations lieaires, mais dans une autre
algebre.

6.2.1. Forme implicite. Pour le graphe @&vnements de la Figure 20, on obtientégmiations suivantes
en termes de compteurs :

X1(t) = min (%(t) + 1, uy(t — 3))

X (1) =min(x(t — 1), u(t =) +1) ,

X3(t) = min (X (t), Xo(t — 1), Xxs(t = 2) + 1) ,
y(t) = min (X(t) + 1, xs(t — 3)) .

Le raisonnement est le suivant : la valeur du comptedr) dépend de la valeur des compteurs des
transitions amona l'instantt — 1 pourx; comme poul,, parce que les jetons doivent rester au moins
une uni€ de temps dans les places correspondantes ; le comptéune peut exeder le compteur
x,(t — 1) parce gu'il n'y a pas de jeton eesérve dans le marquage initial de la place entre ces deux
transitions ; par contres,(t) peut exederu,(t — 1) mais ne peut pas egderu,(t — 1) + 1 carily a

un jeton en eserve dans le marquage initial de la place entre ces deux transitions ; finake(hedoit

étre inBrieur ouegalax;(t — 1) etau,(t — 1) + 1 ; I'egali® au min de ces deux nombres prde 'd’'un
raisonnement de “fonctionnement au plat produisant un “maximum @&venements”.

Exercice 28. Verifier leséquations pour les autres transitionseéBrire cesquations sous forme ma-
tricielle dans I'algbreZ.i, en explicitant la valeur des matrices.

Leséquations ci-dessus sont de la fornesdyale

a b
x(t) = PAOXE-0)dEPBEut-1) . (15)
6=0 =0

c d
Pcext-ys (@ 5 Do)uit - a)) , (16)
s=0 o=0

ou les calculs matriciels s’effectuent dans l'eteZ.., (les termes “nuls® sontégauxa +oo).

y(®

6.2.2. Forme ARMA expliciteLe passagala forme explicite se fait commegueédemment paesolution
de la partie implicite enedéctionnant la “plus petite solution” au sens de l&dgg : comme dans
I'algebreZmn, I'ordre est invers par rappore’l'ordre habituel&§ = a @ b < a = min(a, b)), on
sélectionne en fait la plus grande solutig(t) de I'équation implicite (15). Ceci correspond bien au
fonctionnement “au plust” qui produit le “maximum” dévenements thaque instant.

Par ailleurs, I'existence de\(0))* dansZmi, (et non pas dar&,y,), i.e. le fait que certains coefficients
de (A(0))* ne soient pasgauxa —oo, nécessite que la matrio®0) n’ait pas de circuit de poid#gatif,
le poids correspondant ici au nombre de jetons renesné&long du circuit. |l n’y a pas de risque : le
nombre de jetons est un entier naegatif!

Du point de vue de l'intermtation, la suppression de la partie implicite correspond dans le graphe
d’evéenementsa une transformation au cours de laquelle les places “internes” (entre deux transitions
nommeesy;) sans temporisation (sanatbfinet) sont suppriegs.
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6.2.3. Forme tecurrente “markovienne” ou forme état. Le pro&dé est, mutatis mutandis, leamie
que pecddemment. On abouti desequations analogues(12) (aved remplaantk). Ces€quations
corresponderd Un graphe @€nements vles places internes ont un et exactementatorriet.

6.2.4. Inf-convolution et eponse impulsionnelleOn obtiendra comme poddemment une relation du
type (14), mais il s’agit ici d’une “inf-convolution” de I'erg€ par la eponse impulsionnelle.

6.3. Sysemes continus min- ou max-likaires, analogie avec des graphesalénements.L'objet de
ce paragraphe est de montrer que lesesyss ligaires dans I'algbre max-plus ou min-plus ne sont pas
nécessairement des sgsiesaévenements discrets. Certainsgploirenescontinuspeuvent faire surgir
les mémes propetés matlematiques. On se limitera iaila forme “inf-convolution”.

On consi@re le systime de la Figure 25. En raison de la limitation @it on peuecrire

\ u(t) est le débit cumulé de O at

avec u(t)= 0 pourt <0
\\ le tuyau introduit un retard de 2 secondes|

|'entonnoir limite le débit & 0,5 Iitre/seconde\
\ / S y(t) est le volume recueilli en sortie at

[Sq avec y(0) = 3 litres

F1cUure 25. Un syseme min-plus ligaire continu

vt ,vs>0, y{t)<ylt—s)+05.
En raison du retard et de la condition initiale syion peutecrire
Vi, y) <ut—-2+3.
La solution maximale (fonctionnement au plo$)tde ce sysime dEquations est

y(t) = ing ut—-2-5s)4+3+4+0,5s) = im; ut—-7)+34+05—-2) ,
S> ™
gui s’écrit encore, en tenant compte du fait qu{e) = 0 pourt < 0,
y® £ inf (ut —v) +h(@)

a condition de poser

ht) & 3 pourt <2 ;
~ |3+0,5(t—2) pourt>2.

Remarquer qua(-) est bien la “Eponse impulsionnelle”, c'est-dire la sortie obtenue lorsgut "= 0,
on introduit une quantinfinie d'eaua’I'entrée.

Ce systime est un analogue continu du grapteéiiements de la Figure 26. Par exemple, la boucle ne
laisse passer qu’un jeton toutes les deux secondes au plus, debit lmdximal est de,® jeton/seconde.

Exercice 29. Pour le RdP de la Figure 26é¢fire lessquations “compteurs” etlarelation d’inf-convolution
ent@e-sortie. Comparer cegjuationsa'celles du systhe continu.
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FIGURE 26. Analogie RdP/sysime continu
7. TRANSFORMEES EN y ET § ET MATRICE DE TRANSFERT

7.1. Transformées eny eté. Latransfornee eny estl'analogue de la transfoea’ernz dans la teorie
des systimes classiques, qui elleeme joue pour les syaties en temps discret lele"de la transformé
de Laplace pour les sygties en temps continu. Deeme que la transfore® de Laplace transforme les
convolutions en produits, deamie la transformé eny va permettre dcrire les convolutions prédentes
comme des produits.

Pour un dateux(-), on introduit lasérie formelle Xy) ainsi cEfinie :

X(y) = P xkyr* .

keZ

On peut interpetery comme un opfateur appel“opérateur de retard” (bien qu’en fait la multiplication
pary “pousse le graphe de(-) vers la droite”). En effet,

yX(r) = @Px@y ™t = Pxk -y«

keZ keZ

ce que 'on traduit &5 formellement en disant ggrex (k) = x(k — 1).

Exercice 30. Montrer que lesaries formellesi coefficients danR .« (eta exposants darf) constituent
un diade complet si on les munit de I'addition et de la multiplication habituelle dees” Ce diaie
est-il archingdien?

A noter que la multiplication reviert tine convolution sur les coefficients de ¢ais. En effet,
Y(») =H@U®W) = yk = Phhuk-1) .

lez

Nous n’y reviendrons pas avant le 810 mais il est clair que I'on peut introduire der@erf€on un
“opérateur retard$ pour les compteurs.

7.2. Matrice de transfert. Partant deg{uations (12), on obtient
X(y) = Ay X(y) ® BU(y) = X(y) = (y A'BU(y) ,
d’ou
Y(y) = (D &CA*B)U(y) =H»U(y) avecH(y) ED & C(yA)'B . (17)

On note queH (y), appe€ematrice de transfertn’est rien d’autre que la transfoea’eny de la Eponse
impulsionnelle (13).

Exercice 31. Sion se limite au diale non complet dessies formelles e a coefficients danR . (au
lieu deRay), donner une condition pour qué(y))* existe lorsque

X(y) =P ADY . (18)
i=0
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On peut partir aussi directement deguations (9)—(10) pour epér la transformation ep, ou bien
encore de (11). Revenant aeguations de I'exemple de la Figure 20 dans leur forme initiale}on a

X1(K) = Xo(k = 1) @ 3ur(k) = Xi=yX®3U;
Xo(K) = Ix(K) @ lup(k — 1) = X, =1X; 6 1yU;
X3(K) = X1(K) ® Ix(K) @ 2x3(k — 1) = X3=X:®1X, P 2y Xs
YK =X((k-1) @®3x3(k) = Y =yX;®3X3

Les calculs donnent
Xo =1y X, ®4U; & 1yU, = Xo = (1y)*(4U; & 1yUy) = X3 = B 4y (1y)") U @ 1y*(1y)*U,
puis

X3=CBd4y(1ly)) U & 1(1y)*(4U, @ 1y U,) & 2y X;

=CBaAy)" 4y @5)U1 @2y (1y)*'U, ® 2y X3
=Ay)*BU, ® 2yU,) ® 2y X5 ,

ce qui se voit en eveloppant le facteur dé;. D’ou
X3 = (2y)"(ly)"(SU1 & 2yUy) = (2y)*(3U1 @ 2y Uy) .
La dernéreégalie découle du lemme suivant.
Lemme 32. Dans un didde commutatif,
a'b*=@ob)* .

La démonstration est laisg en exercice.
Revenant'notre exemple, on a finalement

Y =y(y)*(4U; ® 1yU,) @ 3(2y)*(BU1 @ 2yU,)
= (4y(ly)* ®8(2y)") U1 & (1y2(ly)* & 5y (2y)*) U,
= 8(2y)*U. ® 5y (2y)*U,
=52y)* @U@ yU,) ,

'avant-dernereégalig étant encore prowe€ en @éveloppant les facteurs dlg etU,.

Exercice 33. Montrer que cette fonction de transfert est aussi celle du gragvéritments de la Fig-
ure 27.

g
R

Y

FIGURE 27

Les RdP des Figures 20 et 27 ont donc leme& comportement eeg/sortie. Ceci illustre les
formidables potentiakt$ de simplification appa€s par cette approche algique des RdP.

20n écrit désormaisX au lieu deX (y)
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7.3. Conditions initiales non canoniquesL’ equivalence eng€/sortie que I'on vient de mentionner
entre un graphe d€nements “compligei” et une version plus simple suppose notre hyps¢hsur les
conditions initiales exp@&s au 8§6.1.2 : pour les deux graphes, on suppose que les jetons du marquage
initial sont disponibles depuisco. Ceci corresponé des conditions initiales “nulles” (au sens du
dioide) et donc aux conditions initiales les plus petites possible (engendrant donc la plus petite solution
deséquations implicites). Comme dans lathie des systhes classique, des conditions initiales non
nulles engendrent une relation exgfsSortie qui n'est palinéaire maisaffine  On va montrer sur un
exemple simple comment introduire de telles conditions initiales.

On consigre une place entre deux transitions etx, (Figure 28a). La fonction de transfertggax,

w
@ —(On @
| —@9—]| | — = —0O—|
Xy p X2 X1 p Xz
Ficure 28. Comment imposer des conditions initiales non canoniques

estX, = 2y2X, pour les conditions initiales nulles. SiI'on veut introduire d’autres conditions initiales,
on pro@de comme sur la figure de droite. On introduit une place et une transition fictives en amont de
la placep. Il est clair que par le choix de I'ergt€ supptmentairew, on peut engtement contfer la

datea laquelle les deux jetons du marquage initial deviennent disponibles dans Igplaadonction

de transfert dex; a x, est maintenank, = 2y2X; & W. Par exemple, si on veut que le premier jeton
(numéro 0) et le second jeton (nweroE 1) soient disponibles aux instants 1 et 2 respectivement, on
poseralV = 1 2y.

7.4. Exemple d'utilisation de la matrice de transfert. En théorie des sysihes classiques en temps
discret, il est d’'usage de faire intervenifk — 1) plutdét queu(k) au second membre desfjuation (12)
donnant (k). Est-il possible, au prix d’'un changement de variabttatx, de revenir aussi Cette forme
dans le cas de (12)? Powpdndrea cette question, on va supposer que la relatioreefgortie dfinie
par (12) peut aussitfe dcrite par

K =Ask-1)@®Buk—-1 , yk =Cék @&Duk , (19)

dont la matrice de transfert est
Do yC(yA'B .

On doit donc €ealiser 1égalig de cette efie formelle eny a coefficients matriciels avec la matrice de
transfert de (12)a savoirD & C(y A)*B. En consi@rant les premiers termes, on obtient

D=D@CB, CB=CAB, CAB=CAB,... .
Ceci est €ali€ en prenant
D=D®CB, A=A, B=AB, C=C.
En revenant auequations (12) et (19), on s'apeit qu’une relation possible entseet & estx(k) =

&£(k) @ Bu(k). Mais il n’y avait aucune chance de trouver a prioen fonction dex etu car il aurait
fallu disposer du signe “moins”.
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8. VALEURS PROPRES ET VECTEURS PROPRES DES SYSTEMES AUTONOMES

8.1. Fermeture de la boucle et systhe autonome.Reprenons I'exemple de 'atelier flexible examin”
au 83.2.3. On peut congddr que les circuits des machines font partie duetwuhterne du systhe (les
machines font partie des ressources recyclatdestds au 83.3 : elles cyclent iefiniment sur plusieurs
types de peces). Au contraire, les circuits des palettes portant Esegionefé obtenus en “rebouclant
les entees” (des palettes) sur les sorties (de cesnes palettes) car lesaaies elles-mrmes sont des
ressources non recyclables. Autrement dit, quand une palette sort, une adirgestuite dans I'atelier
apres un certain temps (temps de recyclage). Pour un typeadegdone; il y aura un certain nombre
de palettes en fonction. Le recyclage se traduit paraguafion de feedback de la forme

uk) = KOyK & KOyk-D@... . (20)

Pour une coordore€u; (un type de pgcei)®?, il y a aura en ghéral un seul terme noegala e et situg
sur la diagonale (la sortie d'une palette portant ure@ide typé conditionne I'entee d’une palettee
méme typg: sic’estK; (p;), I'interprétation deK;; (p;) est le temps de recyclage des palettes deitype
etily a p, palettes identiques ptésa étre recyates initialement (nombre de jetons du marquage initial
dans la place correspondankopération de recyclage desagies ).

Le bouclage du syste cee de nouveaux circuitsl ¥ a unrisque de aeér ainsi des circuits sans
jeton. Ceci ne peut se produire en tout cas que si il existgpdegauxa 0, car dans tous les autres cas,
un nouveau circuit empruntant I'arc avecjetons (; > 0) ne peut poser de prabhe. Sip; = 0, il
faut esgtrer qu'’il existe au moins une autre position dans le circuit de cette paleligenmarquage initial
n'est pas nul : cela correspondraitine péce en cours d’'usinage aalulit du jeu.

Mathématiquement, supposons que éegiations dcrivant le fonctionnement de I'atelier en boucle
ouverte ont dja ét& mises sous la forme (12). Cela implique, rappelons le| g@&inécessairement un
jeton dans chaque place entre deux transitions internes. Eanplé20) dans lesduations (12) (@ on
supposera — c’estggéralement le cas — que = ¢) , on aboutit au systhe autonome (sans ez’

x(k) = Ax(k—1) @ B(K(O)Cx(k) @ K()Cx(k—-1) & ...) .

La partie implicite provient de la matricB K (0)C si cette matrice n’est pas identiquement nulle. Le
graphe de transition de cette matrice est la composidqoentielle des graphes de transitiorCdé (0)

et B dans cet ordre : on va donc des transitions internes vers les transitions de sortie, puis des transitions
de sortie vers les transitions d’eeé€n n’empruntant que des arcs de recyclage masqliaucun jeton

puis des transitions d’erge’ vers les transitions internes. Si ce graphe est sans circuit( BIKi®)C)*

existe et on peugliminer la partie implicite dansd'quation ci-dessus. Ensuite, ardtiit le processus
auto-Egressifar une forme markovienne au prix d’une certaine augmentation de la taklpaler aboutir
finalementa’la forme

X(k) = Ax(k—-1) , (21)

que nous allongtudier maintenant (ick et A ne sont pas les emes que dans lexuations (12) de
départ).

Exercice 34. Recommencer cette analyse lorsdues ¢ (indication : on traite le coupléx, y) comme
X angrieurement).

8.2. Interpretation du probleme de valeur propre et questions.Supposons gu'il existe une valeur
proprel et un vecteur propre £ ¢ dans l'algebre considfée ici, i.e.

Az= iz . (22)

Ceci signifie qu’en partant de la condition initiadé0) = z, I'equation €currente (21) donnek) = A z.
Dans l'alggbre ordinaireyi etVvk, x;(K) = z +k x A : entoute transition, lesvénements successifs sont

130n a vu que certains types deep€s sontapéteseéventuellement plusieurs fois dans émaénce de base pour
respecter des ratios de production desinici ces typen-pliqués sont trags comme des types distincts.
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sépages du neime intervalle de temps (en particulier, dans un atelier flexible, tous les types déegs’
sortenta’ la méme cadence de 1 paunités de temps de ¢an Eriodique). Plus. est grand, plus le taux
de production est faible.
Les questions qui se posent alors sont les suivantes.

(1) Une telle pairga, z) existe-t-elle?

(2) Y a-t-il unicité dea (taux de production) et de(forme du Egime @riodique)?

(3) En partant de n'importe quelle condition initiale, finit-on ptre”absorepar I'un de cesagimes

périodiques, et si oui, au bout de combien de temps?

8.3. Existence de valeur propre/vecteur propre.On va d’abord montrer quelquesstltats conduisant

a la caraatfisation de la, ou des, valeur(s) propre(s) si elle(s) existe(nt) (eptandra aussi dans une
certaine mesura [a question de I'uniod, puis on prouvera I'existence en exhibant des vecteurs propres
assOoCEs.

Les @sultats sonthon@s et @montes dans le diae R, On réalisera facilement que cesstiltats
restent vrais dans d'autres di@s, tel qué..x par exemple, mais dans ce dernier cas, on devra chercher
A dansQ.

Certains €sultats ci-dessous sont vrais dqusoitégala e ou non. D’autres ne le sont pas dans le cas
A = €. On va donc traiter une fois pour toutes, pogchkrter ensuite, le cas= ¢.

8.3.1. Cas de la valeur propre nulle.

Lemme 35. Il n'existe de vecteur z£ ¢ tel que Az= ¢ que si le graphe de predence assogia A

contient des noeuds puits. Dans ce chg,d autant de vecteurs z iegendants gu’il y a depuits, et
chacun d’eux correspond prendre toutes les coordo@es nulles sauf une qui correspoadin nceud
puits.

Démonstration.Si Az = ¢, alors
{Vl s @Aijj=8}:>{Vi,j , Aiij=8}2>{Zj?58:>Aij=8, VI}
j

Ceci montre que & est non nul, alors (z) = @ etz est un puits. Il est clair que tout vecteuarifiant
cette proprete peut s&crire comme somme de vecteurs n'ayant qu’une seule cooedorori nulle (sur
un puits) et que ces derniersnfient aussiAz = «. [

8.3.2. Caractrisation des valeurs propres.
Lemme 36. Si z est un vecteur propre, siZ ¢, alors z = ¢ pour tout je 7" (i).
Démonstration.En effet, d’apes la ligne de (22),
{z=ct=>{Ajz=¢c, Vj}l={z=esiA; £} ,
i.e.z € m(i). Le résultat pourr * est alors dmonte de proche en proche. [

Corollaire 37. Sur une composante connexe du graphe éegatence de A, tous lessont nuls ou non
nuls simulta@ment.

Démonstration.En effet, dans une composante connexe denmpour tous et j,i € 77 (j) et] €
at(@). [ |

14Bien que nous n'ayons pas tmitians ce cours la question de 'emEndance ligéire des vecteurs, on pourra
comprendre ici cette expression en disant qu'aucun vecteur nepeubtenu comme combinaisondaife des
autres.
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On comprend maintenant comment est fait le graphe “support” d’un vecteur mopiesta-dire le
sous-graphe sur lequel les coordeaa dez sont non nulles. On peut se limiter au grapbeéuit, puisque
chaque composante connexe (es@nge par un nceud du graphesriit) est toute ergre dans le support

ou non. Sur le grapheeduit, le support ne pewdtre obtenu qu’en supprimant des nceuds en amont
d’un nceud appartenant au support, mais jamais en supprimant des nceuds en aval de ce neslel d’apr’
Lemme 36 (ou soenon& contraposy.

Corollaire 38. Si A estireductible, aucune coordoée d'un vecteur propre z n’est nulle.

Démonstration.On rappelle qu’une matrice gductible a un graphe dequédence fortement connexe.
Comme il n'y a qu’une seule composante connexe, s'il y avait; ldgala ¢, alorsz tout entier serait
égalae, ce qui ne peugtre le cas d’'un vecteur propre. [

Lemme 39. Si z est un vecteur propre correspondanine valeur propre non nulle, sj z ¢, alors il
existe je w(i) tel que 7 # ¢.

Démonstration.Ceci est une sorte deciproque du Lemme 36 qui semiontre de fegn touta-fait
similaire. En effet, d’apes la ligne de (22),

z#el= {31 Ajz =2z} = [Ajz #e) = [z #eetAj #¢f
etdoncz; € 7 (i). "

Corollaire 40. Si) # ¢ et z # ¢, alors il existe un circuit dang*(i) le long duquel les coordo@es
de z sont toutes défentes de.

Démonstration.En appliquant le Lemme 39 de proche en proche, on constwietulons™a’ partir
d’'un z # e quelconque (il en existe un!), un chemin (inclus darigi)) le long duquel tous leg;
correspondants sont d#fénts dee. Comme ce chemin est de longueur arbitrairement longue, on finit
nécessairement paedfire un circuft®. [

Corollaire 41. Toute valeur propre non nulle est le poids moyen d’un circuit.

Démonstration.Dans la construction du circuit de l@ihonstration du Corollaire 40, on peut toujours
choisir le pedécesseuj d’'un nceudk quelconque du circuit de telle sorte gligz; = 1z (*°). Supposons

., . . . 1223 1
sans perte deayralitt que le circuit construit est— . .. >p—>). Alors
Anzi =12, Apzo=Az3, ..., ApzZy=21rz,
et aucun deg; ci-dessus n'est nul. En multipliant cgséquations membra membre entre elles et en
simplifiant par®) z, on obtient
1
AWP=Ap® QAR Ay & L= B(Alp+"‘+A32+ Az1)
dans les notations ordinaires. La valéuest donc la moyenne (arittetique dans le cadre de I'abre
ordinaire, glonetrique dans le cadre d&,,,) des poids des arcs du circuit. [

Lemme 42. Toute valeur propre non nulle est sneure ouégal au poids moyen de tous les circuits des
composantes connexes du graphe agssar lesquelles le vecteur propre correspondant est non nul.

Démonstration.On a vu (Corollaire 37) que sur une composante connexe du graphe, les camslonn”
de z sont toutes nulles ou non nulles simukkamént. Sur toute composante connexdesz sont non

. . L. 1
nulles et le long de tout circuit de cette composante connexe comportant desr@mguEs—, on peut
enchaner les ir€gali€s Ajjz < Az ; on multipliea nouveau ces @galies entre elles et leesultat est
établi. [

15 e noeud initial ’appartient pas @¢essairemerat ¢e circuit.
16j| suffit de prendre urj qui réalise I'arg max dans magAy, + z;)
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Theoréme 43.Pour une matrice ireductible, il ne peut exister qu’une unique valeur propgale au
poids moyen maximum des circuits du graphe.

Démonstration.ll suffit de rassembler leesultats du Lemme 42 et des Corollaires 41 et 38. [ ]

8.3.3. Existence d’un vecteur propre asseci

Cas d’'une matrice A irr‘eductible. Jusqua maintenant, on s’est eff@cde caraafiser les valeurs
propres en supposant gu’elles existaient. Il faut maintenant montrer leur existence en exhibant un vecteur
propre assoei” Pour cela, on va d’abord predéra une “normalisation” qui consistesoustraire (au sens
habituel) au poids de chaque arc la valeur propre quegst dans le cas eductible (voir TiRoEme 43)

au poids moyen maximum. Autrement dit, on coeselléquation (22) sous la forme

Bz=z avec BE 1 !A .

Lemme 44. Tout circuit du graphe de B= A~1A est de poids irieur ouégala e= 0.

., . .y, . . 12 p-1ppl .
Démonstration.Considrons un circuit déB, par exemple— ... — »— de poids

Blp® Bp,p—l@"'@ Ba=1"® A1p®Ap,p—1®"‘®A21 .
Compte tenu de la valeur de cette expression est grieure owegalea 0. [

Lemme 45. Sii appartienta un circuit de poids maximal e de B, aIdrB*)” =e.

Démonstration.Cela €sulte d’'une part de I'interptation de( B+)n comme poids maximum des chemins
de longueur quelconque allantidai (donc des circuits), d’autre part du fait que p&uitous les circuits
sont de poids irdfieur ouegalae, et qu'il y a justement un circuit de longueeapassant pair. [ |

Theoréme 46.Si i appartienta un circuit de poids maximal e de B, la coIon(ﬁ*).i est un vecteur
propre de A.

Démonstration.En effet, commeB* = e® B* (e matrice identi¢), les colonnes correspondantesBie
etB* ne different en ghéral que par Eléement diagonal. Mais $B*), = ealors(B*); = e® (B*), =
(B*), etdonc(B*); = (B")..

Par ailleurs, comm&* = B B*, cela se traduit pour une colonnguelconque pafBﬂL)‘i = B (B*);

mais sii esttel qugB*); = (B*),, alors(B*), = B(B"),, ce qui traduit le fait qu¢B*) . est vecteur

propre deB pour la valeur propre, donc deA pour la valeur propré. [ |

Cas d’'une matrice non irreductible. On ne cherchera pas iaitfaiter du casgféral mais seulemeiat

donner une idé de ce qui se passe dans le cas de deux composantes fortement connexes. Moyennant une
renumnérotation des nceud du graphe, on peut métseus forme bloc-triangulaire (voir aussi Figure 19).

L equation (22) seeicrit alors par blocs sous la forme

Anzi =121, AnzZi @ Apz, = Az, . (23)

Par ailleurs, on notera, resp.i,, la valeur propre (unique) de la matricegidtictibleA,,, resp.A,, et
Z;, resp.Z,, un vecteur propre asseci’

Lemme 47. La valeur propreix, de A, est toujours valeur propre de A.

Démonstration. Il suffit d'observer que dans lexjuations (23), le vected, Z) (en colonne) convient
toujours comme vecteur propre depour la valeur propre.,. [ |

Lemme 48. La valeur proprei, de A; est valeur propre de A si; > A,.
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Démonstration.Remarquons d'abord que d'&srfe Corollaire 41, une valeur proprele A ne peugtre
égale quai, oui,. Si(zy, o) (en colonne) est un vecteur propreA@our la valeur propre;,, alors on
voit quez; est un vecteur propre d&; (on le notera dong;). Quanta z,, il doit &tre solution de

Z, = Ay (Ansza @ AniZy)

Z, étantdone’ La plus petite solution de cettguation implicite em, fait intervenir la matriceﬁ/_\glAzz)*.
Celle-ci “explose” si; * Ay, comporte des circuits de poids positif (et tousedéaents explosent car elle
estiréductible), c’est-dire peciggment si, n’est pas sugfieure oegal au plus grand poids moyen des
circuits dansA,,, poids moyen qui est pciggmentegala i, : alors la plus petite solution deskjuation
enz, estinfinie. Dans le cas contraire, au moins une solwjgreutétre exhilee, venant compter tout
vecteur propr&; de A,; pour former un vecteur propre depour la valeur propre;. [

En résune,
A1 <Az = une seule valeur propie pour A;
A=A, = unevaleur propré, = i, pourA;
A > A, = deux valeurs propreks, eti, pourA.

Une interpetation de cea$ultat en termes concrets est la suivante. Les deux composantes connexes
repesentent deux ateliers. Celui de 'amont alimente celui de I'aval. Le fonctionnemepeindant
des deux ateliers est caradté par leur @bit 1/x; (car A; repsente le tempseparant deux sorties
successives de produits en fonctionnemamiqaiiquestabli). Si I'atelier aval est le plus lenmt{ < 1,),
la seule vitesse compatible pour I'ensemble est cette vitesse la plus lente. Si I'atelier amont est le plus
lent, la vitesse A, est compatible avec le fonctionnement d’ensemble. Mais on a dikgast aussi
valeur propre pour le vecteur propre (en colonae),). Cee s'interpete comme suit : I'atelier amont
a accumuwt”un stock infini en amont de l'atelier aval (carepesente I'enteela moins contraignante
pour I'atelier aval) en fonctionnang‘lavance” : dans ces conditions (un peu artificielles!), la vitesse
1/, devient compatible avec le fonctionnement d’ensemble.

8.4. Structure de I'ensemble des vecteurs propreOn se limiteraa’ nouveau icia’une matriceA
irreductible, bien que certains dessultats s’appliquent aussi au cas noaductible,a condition de se
limiter a la plus grande valeur propre. On travaillaracuveau avec la matrice normaks3 = A 1A
dont tous les circuits sont de poidseniur ouegalae.

8.4.1. Graphe critique. Il s’agit du sous-graphe dB compog des nceuds et des arcs qui appartiennent
a au moins un circuit de poidsgala e, c’esta-dire, en revenant aux poids de la matriceriginale,a
un circuit Balisant le maximum des poids moyens (circuit dit “critique”).

Lemme 49. Tout circuit du graphe critique est critique.

. - o » ijikki :
Démonstration.Considrons un circuit du graphe critique, par exenﬁpié—#» sur la Figure 29. Tout

k./.j
’i

Fi1cURE 29. Un graphe critique
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arc de ce circuit appartieatun circuit critique et on a repseng’en gris le reste de ces circuits critiques
(dont on se souviendra que le poids total@stAlors, ou bien le circuit noir est de poids ®rIEurae,
mais ceci est impossible, ou bien il estériEura e, mais dans ce cas c'est le circuit congtifpar tous
les arcs gris qui serait de poids suigurae — la somme (au sens ordinaire) valanst- ce qui est tout
aussi impossible, donc le poids du circuit noir est exactement [

On notera que, bien que I'on ait suppde’graphe initial fortement connexe (matridérreductible), le
graphe critique n’a pas de raisoretté fortement connexe.

8.4.2. Dépendance et ir@pendance ligaire des vecteurs propre©n a vu pecddemment que $iest
un nceud du graphe critique, alors la coIorQBéf)'i est un vecteur propre.

Lemme 50. Sii et j appartiennenk la méme composante fortement connexe du graphe critique, alors
(B*), et(B*) , sont “proportionnels”

Démonstration.Sii et j sont dans la mme composante fortement connexe du graphe critique, alors un
circuit du graphe critique passe pagt j et ce circuit est critique. Dor‘((B+)ij (B*)ji = e. Par ailleurs,
comme d’une maeire ggréraleB*B* = B2@ B*@ --- < B*, pour toutk,

(B+)kj (B+)ji = (B+)ki = (B+)ki (B+)ij (B+)ji = (B+)ki (B+)ij (B+)ji = (B+)kj (B+)ji ’

e B+BT<B*

et 'egalie des termes exdmes implique Egali€ des deux premiers termes, vraie pour ot donc les

vecteurs colonng®B*) ; et(B*)  sont proportionnels, le coefficient de proportionrediant(B*),. m

On peut montrer legsultat Eciproque : si deux colonnes @ corresponderd des nceuds du graphe
critiqgue n'appartenant paes la méme composante fortement connexe de ce graphe, elles ne sont pas
proportionnelles. Nous nous contenterons ici de I'exemple de la Figure 30. ComBre<¢iB, alors

3 Y graphe de précédence de
w1/ A= ( ) . A=3

3 3

graphe _1a_(® —
C® critique @Q B=ATA (e e)

FiGURrE 30

B* = B et les deux colonnes d@ sont des vecteurs propres car les nceuds 1 et 2 sont chacun sur un
circuit critique (d’ailleursB? = B exprime justement que les deux colonnesBlsont des vecteurs
propres pour la valeur prope. |l est clair que ces deux colonnes ne sont pas proportionnelles.

Lemme 51. Tout vecteur propre est une combinaisorehire de colonnes de ‘Bcorrespondant des
nceuds du graphe critique.

Démonstration.Remarquons d’abord que d'@wxle Lemme 50, il suffit de garder dans la combinaison
lineaire un seul nceud par composante fortement connexe du graphe critique effectiveraeatheepr”
Pour prouver leeaSultat ci-dessus, on observe d’abord que et vecteur propre dB pour la valeur
propree, on voit tres simplement qu'’il est aussi vecteur propreBdepour cette valeur propre, et donc

z = B*z, ce qui montre que est effectivement combinaison #aire des colonnes d&*. Il s'agit
ensuite de montrer qu’on peut se limigedes colonnes indé&'s par des nceuds du graphe critique. Nous
admettrons ceesultat. [
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En conclusion, pour une matriceed(ctible, on peut dire que les vecteurs propres sont tous emgendr”
par des combinaisons Baires de vecteurs en nomlegal au nombre de composantes fortement connexes
du graphe critiqu€.

8.5. IteréesAX d’'une matrice irr'eductible. Périodicite de la réponse impulsionnelle.

8.5.1. Convergence de et cyclicie. On se restreind nouveau au cas d’une matriceeiitictible de
valeur propre uniqug. Sion part, pour Equation (21), d’'une condition initiabe(0) égalea un vecteur
proprez, on est imnediatement dans uegime “gériodique” : x(k) = A*x(0), i.e., avec l'arithnetique
traditionnelleyi, x; (k) = x; (0)+kA. Mais que se passe-t-il sion part d’'une condition initiale quelconque?
On vaénoncer (sansaionstration) ungsultat qui montre que, ags un ggime transitoire, on enti °
nouveau dans uregime “ggriodique” (non unique mais de cadence moyenne toujoefigid pari).

Ceci dEcoule du fait quex(k) = A*x(0) et du €sultat suivant SuA¥, énon& sans dmonstration (voir

[4]).
Theoreme 52. Pour une matrice ireductible A de valeur proprg, il existe deux entiers K et c tels que
Yk > K , A=) g A

L'entier c est appadcyclicité de A. On va donner une formule permettant deviluer. Auparavant,
on notera que, dans l'arithetique traditionnelle, la propté ci-dessus signifie que, @ un Egime
transitoire de longueuk, le régime devient “pfiodique” en ce sens que

Vi, X(k+0c)=x(kK) +cxr .

On a donc toujours en moyenne evéhement toutes lesunités de temps, mais la moyenne netablit
gu’en observant des paquetsadevénements comrgutifs.

Du point de vue ma#rhatique, lorsque leegime transitoire est termanil est clair que chaque(k)
est devenu un vecteur propre @€ pour la valeur propre.°. On notera queA® n'est pas forement
irreductible, netne siA I'est. Des Esultats plus mcis sur les projecteurs spectraux sont disponibles
(facon dont toute condition initialg(0) est atti€e par un certairegime griodique).

Le calcul dec se fait de la fapn suivante. On conside le graphe critique d&. Dans chacune de ses
composantes fortement connexes, on carsite p.g.c.d. des longueurs des circuits (tous critiques). La
cyclicité c estégale au p.p.c.m. de tous ces nombres (un par composante).

Exercice 53. Pour la matrice

£ e ¢ ¢ -1

e ¢ e ¢ £

e e ¢ ¢ -1 ,
e =1 ¢ ¢

£ e € e ¢

dessiner le grapheyaluera, dessiner le graphe critiqueyaluerc, vérifier la périodicit de A, trouver
les vecteurs propres iegendants.

8.5.2. A propos du égime transitoire.En ce qui concerne la longueur du transitoiegedmiree park
il n'est pas possible de donner une estimatiorenM"pour un &S petit sysime, le transitoire pewtre
arbitrairement long. Consélons la matrice

(e

170n évite de parler de “dimension” du sous-espace propre, ou @fiaddance li@aire” de vecteurs dans la
mesure a'ces questions n'ont pa# abordes ici.
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. " S 22, o
ou n est un tes petit nombre positif (ce qui signifie gaest valeur propre, la boucte: étant le circuit

11
critique, mais la boucle- est “presque critique”). On@a= 1 (le graphe critique estduita une boucle)
et on doit donc avoiA“*!* = AX ap®s un transitoire. On montre facilement que

—n —1\" _ (max-np -1 -1
e e e el ’

le second membretantéecrit dans I'arithnetique ordinaire. On voit que legime stationnaire est atteint
quand—np < —1,i.e.n > 1/5 qui est d'autant plus grand queest proche de = 0.

Cet exemple pathologique sugyg qu’une simulation sur ordinateur d’'un ssEa événements dis-
crets peut mettre un temps arbitrairement larfgurnir desvaluations correctes du taux de production
alors que le calcul akfirique fournissant le emfie renseignement peetré tes simple.

Cette situation n’est finalement paggrdifferente de celle des sgshes liaires continus. Con-
sidérons un sysime dynamique ligaire @crit par un systme diférentiel ordinaire ®(t)/dt = AXx(t)
de dimension 2 et supposons gd&it deux valeurs propregelles ®gativesi; et 1,. Toute solution
est de la forme ex@.it)x; + exp(i,t)X, oU X; et X, sont les composantes de la condition initiale sur les
sous-espaces propres asesaux deux valeurs propres. JSi >> Ai,, au bout d'un temps é&s court,
on ne verra plus que le “mode” assedii; (sauf le cas — nueriguement instable —ox; = 0). Par
contre, six, est tes proche de,, les deux modes propres super®sésteront visibles assez longtemps.

8.5.3. Peériodicité de la éponse impulsionnelleDn a vu par Equation (13) quéC A B est le terme
géréral de la€ponse impulsionnelleed'que > 0, ou sil'on pegfere le coefficient dg' dans I'expression
de la matrice de transfert (voir (17)). Le@®€me 52 montre que l@ponse impulsionnelle d'un sgshe
dont la matriceA est iréductiblé® a également un comportementeipodique” au ded'd’un transitoire.
Cependant, comme le montre I'exercice suivant, si lagsgmtation interne n’est pas “minimale”, il se
peut que la cyclici# constatée sur la eponse impulsionnelle soit iefieurea celle apparaissant sur la
matriceA.

Exercice 54. Ecrire les€quations en dateurs pour le RdP de la Figure 31. Montrer que la matrice

FIGURE 31

obtenue est de cycli@t2. Calculer la fonction de transfert. Montrer que la cydigjtii appard’sur
cette fonction de transfert esgjalea 1. Dessiner un RdP plus simple qui a lam® fonction de transfert.

8.6. A propos des algorithmes de calcul de valeurs propresNous ne faisons ici gevoquer cette
question. Le calcul du poids moyen maximum (en fait, minimum) d’'un circu@téaconsi@ré par

R.M. Karp'® qui propose un algorithme efficace. D’autres possésli#coulent de certaines propgs
rencontees pecddemment. La preraire consiste tout simplememénun€rer les circuits du graphe at
calculer leur poids moyen. Ceci n'estidlemment praticable que pour des petits graphes. Le calcul des
puissances successives de la matrice assguesqua apparition de la cyclictest une autre possibéit”

18on verra plus loin que cette propté peutetre vue comme une notion de “statsilit”
Richard M. Karp. A characterization of the minimum cycle mean in a digrapiscrete Mathematics,
23:309-311, 1978.
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Egalement, le calcul de la matrice de transfert et smetbppement ep fait aussi apparne la proprété
de cyclici#, et donc permetévaluation de la valeur propre.

Pour les vecteurs propres, on a vu qu’ils sont d@npar certaines colonnes (jh,flA)+ (celles ar
I'elément diagonal vawg). Dans le calcul de cette matrice, on peut €&ra la puissance — 1 de
A~1A (A étant une matrica x n), car, au del, les chemins sont de longueur stipre owegalan, ils
comportent donc obligatoirement des circuits, tous de poidsiff ouegald e, et donc dont le poids
ne peut plus augmenter par rappadées chemins de longueuréniéure.

Une facon efficace de calculds* pour une matricdB donrée est de prendre les casrSuccessifs de
(e® B) : au bout dek fois, on a calcud”

e®B)?=edpBd---®B* .
On a vu que dans le cas qui nouseir@sse, il suffit que*2< n — 1 donck est de I'ordre de lo).

8.7. Valeurs propres ghéralisées. Nous avongfudié des systmes autonomes obtenus par rebouclage
de I'ent@e sur la sortie. On a vu qu'en partant d’'un graphevéfiements quelconque, on obtient
d’abord un sysme dynamique de la forme (9)—(10) que I'on transformeespin certain nombre de
manipulations, en la forme (12). Lintroduction d’'un feedback de la forme (20) oblige encore a des
manipulations pour revendrla forme (21) caraetisge par un retard unitaire, ce qui veut dire que le RdP
correspondant est tel que toute place comporte un et un seul jeton. Les places jonlardds grcs, on
peut dire que les poids moyens des circuits sont obtenus en divisant la somme (au sens habituel), le long
de ces circuits, des temporisations dans les places (qui jouasieldes$ poids des arcs) par le nombre
total de jetons le long de cesamies circuits. On va voir qu’en effet, pour un graphevdiiements plus
géréral comportant de 8a jetons par place, ce qu'il faut utiliser aenibminateur de la fraction donnant
le poids moyen des circuits, c’est bien le nombre total de jetons, et non pas le nombre d’arcs, de ces
circuits.

On consi@re donc encore un grapheegénements maalisant un sys&me dynamique autonome
(obtenu par bouclage des transitions d’eatsur les transitions de sofflequi conduit auxeguations
gérérales

x(K) = AO)X(K) & ADXK—1) @ --- ® A@x(K —a) . (24)

On suppose qua(0) ne contient pas de circuit afin qu'il y ait existence et urici€ la solution de (24)
dansR" . On peut donc d’abord se ramergela forme explicite

X(K) = (AO)" (ADxKk -1 @ --- & A@x(Kk—a)) , (25)

puisa la forme markovienne

gk =Ask—1 (26)
(cf. (21)) avec
& e & &
x(k—a+1
Xx(k—a+2) _ & & €
£(k) = : et A=
X('k) : : : e
(AO)*A@ ... ... ... (AO)AQ

Pour une matrice pohorialels(y) (voir (18)), lavaleur propre gnéraliseeest un nombre. (different
dee et+o00) tel qu'il existe un vecteur non trivial (non identiquex e oua+oo), appe&vecteur propre
généralisé qui soit solution de Bquation

z=~b1Hz . (27)

20le graphe ne comporte plus alors de source ni de puits
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Ici, A~ doit &tre compris au sens du dile, c’esta-dire que c’'est-2 en notations habituelles. Autrement
dit, z est vecteur propre de(r~1) pour la valeur propre.

Theoreme 55. 1l estéquivalent de dire que

(1) A est valeur propre gréralisee de la matrice polydmiale asso@ea (24) ;
(2) A est valeur propre gréralisee de la matrice polygmiale asso&@ea (25) ;
(3) A est valeur propre gréralisee de la matrice polydmiale asso@&ea (26) ;
(4) 1 est valeur propre ordinaire de la matrica.

Démonstration.L''equivalence de (3) et (4) estidente. Celle de (1) et (2) I'est aussi compte tenu de
I'hypothése faite suA(0). Montrons léquivalence de (2) et (4). 8estvecteur propre d&pour la valeur
propre, d'apes la forme de la matricé et en partitionnant en sous-vecteurs dedan consistante
avec la partition de\ en blocs, on voit facilement, en exploitant kes- 1 premgresgquations par blocs,

ques = A3, i =1,...,a—1. Alors, en posart = ¢,, on arrive avec la dere'rée’quation par blocs,
a la conclusion (2). Béiproquement, partant de (2) et posant zetg = A2z, i =1,...,a— 1,
on montre facilement (4). [

Considrons maintenant (27) qui signifie geeest valeur propre au sens habituel de la matrice
“numérique” (A1), Alors e = 0 est le poids moyen d’un circuit du graphe degdence assoei”

a cette matrice, et donc ce circuit est aussi de poids 0. Supposons, sans pertralég que ce circuit
12 p-lppl i+ :
est— ... — »—. Pourtout arc— , il existe au moins un entiex j) tel que

(ﬂo()\._l))quj = 2" (Al ()i

Le poids du circuit est donc (avec la conventipa- 1 ~ 1)

p P P
e=0= ®)»_i(j) (AG())js1; = Z(A(i(j)))jH,j - (Z'(J)) XA,
j=1 j=1

i=1

et donc ) o

5 &=t (A(I(J)))j+1,j

i)

Au numérateur, on a la somme (au sens habituel) des temporisations sur les arcs du circuit, et au
dénominateur, il s'agit de la somme des jetons sur cemas arcs dans la mesune la’matriceA(i)
repesente la partie du grapheed€nements constiag€ des arcs portaimtjetons exactement. C’est
donc cette @gle qui sera applig€a I'avenir pour un graphe di&nements avec un marquage initial
quelconque.

9. STABILISATION PAR FEEDBACK ET OPTIMISATION DE RESSOURCES

9.1. Stabilisation par feedback.La notion destabilité d'un syseme Ecurrent comme (25) ou (21)
ne peut correspondre, comme endlié des systes classiques, au fait que “la sortie tend vers'z”
puisque les trajectoires sont monotones neardissantes. Une notion apprawide stabilg est que
toutes les transitions du graphee#nements “marchent en moyenada néme vitesse” a@s un
transitoire, ce quevite par exemple I'accumulation de produat$interieur d’'un atelier flexible. Une
condition suffisante pour qu’une telle progié soit Ealige est que le graphe correspondant soit fortement
connexe, puisqu’alorsy a unicité de la valeur propre qui fixe la vitesse moyenne de toutes les transitions.

Un graphe d&vénements se psente d'abord “en boucle ouverte” : les ees’sont les transitions-
source o'il faut amener les jetons de I'exieur (les ma#ies pren@res, les @cesa usiner, les palettes
portant ces @ces, etc.) ; les sorties sont les transitions-puits (la sortie éespilsinés, etc.). Les
circuits internes de ce syshe en boucle ouverte correspondent, comme on |'aaviles ressources
“recyclables” (les machines par exemple).

Pour essayer d’obtenir un graphe fortement connexe, donc wnsystable, on reboucle les er@s’
sur les sorties (on n’introduit de nouvellesepés, ou on recycle des palettes, que lorsque deEePi’
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sont sorties — idé de “productiora’la demande”). Les notions ammmandabilié structurelleet
d’observabilié structurelledéfinies ci-dessous permettent d’assurer qu'il existe un rebouclage qui rend
effectivement le graphe fortement connexe.

On dit qu’un systme esstructurellement commandablsi pour toute transition interne, il existe dans
le graphe un chemin d’au moins une egtrers cette transition.

On dit qu’un systime eststructurellement observablsi de toute transition interne, il existe dans le
graphe un chemin vers au moins une sortie.

Lemme 56. Si un systme est structurellement commandable et observable, son graph&tgeendu
fortement connexe par rebouclage, et donc lesystest stabilisable.

Démonstration.En effet, pour deux transitions interneset x,, il existe des transitions d’emeus, us,
et de sortieyy, Y», telles que les cheming — x; — y; existent poui = 1, 2. On constitue un circuit
passant pax; etx, en bouclant, sury; etu; surys. [

9.2. Préservation de la vitesse intrineque du syseme. Par bouclage, on a@de nouveaux circuits
par rapporta’ ceux qui existaient initialement (ceux des machines par exemple) et on risque d’avoir
ralenti le systime : le maximum des poids moyens des circuits n'a pu qu’augmenter avec I'apparition de
nouveaux circuits.

Dans un atelier flexible, la machine qui a le circuit de poids maximum (total des temps d’usinage
le long de ce circuit) constitue le goulotedifanglement du sysiiie et c’est elle qui fixe la cadence la
plus rapide possible de production de I'atelier. Mais seapebouclage son circuit n’est plus critique,
cela signifie gu’elle est inactive une partie du temps, et I'atelier ne fonctionne g@s maximum. On
va voir que dans certaines conditions, on peut stabiliser lemsessans eljrader sa performance, ce
gui constituera un analogue d’uasadltat classique en Automatiquedtidme de placement deolgs
par feedback dynamique pour un syse commandable et observable), sauf qu'ici la valeur propre du
sysEme boua'ne peuefre plaee n'importe o'a priori, mais seulement sur la demi-droitg,[+o0o[, Ag
étant la plus grande valeur propre du sys€ avant rebouclage.

En effet, si, apeS rebouclage, un circuit critiqueesablit avec un poids moyen snpéur au poids
moyen maximum des circuits du sgate en boucle ouverte, c’est que ce circietéariouvellement @&
par les arcs de rebouclage, et donc il emprunte au moins un tel arc de rebouclage. Sisur cet arc on a la
possibili d’'ajouter autant de jetons que I'on veut dans le marquage initial sans faire augmenter dans les
mémes proportions la temporisation de cet arc, alors le ratio (temporisation totale du circuit/nombre de
jetons du circuit) va forement diminuer jusga cesser deedliser le maximum parmi tous les circuits.
Le circuit critique se reforme alors ailleurs. Si un nouvel arc de rebouclage est en cause, et si on peut
répéter I'opération avec ce nouvel arc, on continue ainsi juaee gue le circuit critique n’emprunte plus
d’arc de rebouclage : alors legultat recherahest atteint car le circuit ultimement critique correspond
a un circuit peexistant dans le systie en boule ouverte.

9.2.1. Application a un flowshop.Dans un flowshop, les eces “descendent” I'atelier, c’eatdire
gu’elles visitent les machines toutes dans Enme"ordre (mais elles peuvent sauter certaines machines).
Les arcs re@Sentant les pices peuvent donetre dessie$ verticalement et de haut en bas (eateh
haut, sortie en bas). Les circuits des machines sontsep€s horizontalement. Pour pouvoir dessiner
un tel graphe, il faut d’abord fixer I'ordre de passage desgs sur les machines (ordonnancement).
Supposons qu’aps rebouclage du systie, un circuit critique se forme, et que ce circuit n'est pas
purement horizontal : donc ce n’est pas celui de la machine la plus lente. Puisque ce circuit a au moins
un arc vertical, il en a au moins deux, car s'il descend, il doit remonter. Or les seuls arcs “remontant”
sont ceux des arcs de recyclage des palettes : rajouter des jetons sur ces arca reettmt plus de
palettes en servica I'entrée du systmea l'instant initial.
On vient donc de @montrer que quel que soit I'ordre de passage desepisur les machines que
I'on a choisi a priori, il est toujours possible de saturer la machine la plus lente en mettant assez de
palettes en service. Il s'agiald’un Bsultat dindependance de la vitesse de I'atelier par rappart
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I'ordonnancement méme avec un “mauvais” ordonnancement (on dira plus loin en quel sens), I'atelier
peut fonctionnerl'sa vitesse maximale pourvu qu’il y ait assez d“en cours”, i.e. degsi'en cours
d’'usinage, pkces poktes par les palettes.

9.2.2. Applicationa un jobshop.La difference avec le cas du flowshop tient au fait qu'ici lescps
peuvent visiter les machines dans des ordreewifffs. Par comsjuent, il peut exister des circuits
empruntant des arcs verticauxemé avant rebouclage : donc la machine la plus lente pesibten ne
pase€tre satuee. Cette situationaepend en giéral de I'ordonnancement choisi : elle peut se produire
avec certains ordonnancements mais pas avec d’autres.

Pour pouvoir saturer la machine la plus lente malguit, il fautéventuellement pouvoir rajouter des
jetons sur des arcs verticaux — donc obligatoirement des arcs correspardizpalettes mais qui ne
sont pas forement des arcs de rebouclage : cela peut correspandjeuter des palettes gai’'instant
initial se trouveront entre deux machines, et non pllisntrée de I'atelier, et donc au milieu du processus
de fabrication (pétesa moitié usirées). Si ceci est praticable, alors ésultat pecddent (possibilé'de
saturer la machine la plus lente agEndamment de I'ordonnancement choigjexd au cas du jobshop.

9.3. Optimisation de ressourcesOn vient donc de voir que dans un e structurellement com-
mandable et observable, on peut toujoussprver la vitesse intrirgue du systme en boucle ouverte,
tout en le stabilisant, par simple ajout de jetons sur les arcs de feedback (donc en introduisant des retards
dans lesguations — feedback dynamique). Cependant, on souhaiterait obteasutiat“au moindre
coat”. Par exemple, dans un atelier, il est souhaitable de diminuer les en-cours pour diverses raisons
economiques et pratiques (diminution des immaobilisations, de 'encombremeaseaurde transport
interne et des aires de stockage,tctdés palettes ellesanies, etc.).

Le probEme est donc de mettre en service le moins de moyens possible (minimisatioffodictien
colt repesentant la somme des valeurs immob#is dans le processus de fabrication) tout en atteignant
la performance de vitesse soukaiontrainte celle impoge par le circuit-machine critique sile nombre
de machines esigjh fixé — sinon, ce nombre est aussi une ressoaragtimiser).

On peut formuler ce probhe comme un programmediaire en nombres entiéts Contentons nous
ici de faire remarquer que I'approche progressive “par en dessegsitel pecddemment (on part avec
un minimum de jetons — au moins un par circuit— et on ajoute progressivement des jetons pour “casser”
les circuits critiques g@fants qui ne permettent pas de satisfaire la contrainte) esteoretauyristique
de chercher une solutiance probéime.

Finalement, on doitaliser que la valeur optimale du “seuil”, en nombres de jetons du marquage initial,
gui permet de saturer la machine la plus lente dans un atelier flexidgppend de la forme du graphe
qui dépend elle-rafne de I'ordonnancement du passage desgs sur les machines choisi a priori. Si
comme on I'a vu, en particulier pour un flowshapyel que soit I'ordonnancementa performance
optimale peukfre atteintea'condition d'y mettre les moyens, la quaatité moyens edessaire eend
elle de 'ordonnancement: c’est cela qui distingue un bon d’'un mauvais ordonnancement. L'optimisation
de I'ordonnancement de ce point de vue est une question difficile pour laquelle la visualisation des circuits
critiques peut apporter une certaine aide dans une approche heuristique.

9.4. Exemples.

9.4.1. Un jobshop.On consi@re un jobshop avec deux machines 1 et 2 et deux typeedeh et B.
Les piEces de type A doivent passer d’abord sur la machine 2 puis sur la machine 1, tandis creekes pi’
de type B passent dans I'ordre sur la machine 1 puis 2. Les temps d’'usinage sozs danité table

suivante :
. [A]B]

1
2

Z
3

21, Gaubert a morgrcomment le calcul formel sur desr&s en plusieurs irdérmir€es permet d’arriver de
facon efficacea’la formulation de ce programme en nombres entiers ; voir : S. Gaubbgbrie Lirgaire des
Syseémes dans les Dides Thése Ecole des Mines de Paris, Paris, 1992.
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La machine la plus lente est donc la machine 1 qui met 1ksim€ tempsa traiter une squence de
base contre 9 pour la machine 2. On coesédalors quatre situations d’ordonnancemesttritiés par
les Figures 32a—b—c—d. Les temporisations sont irediglen chiffres dans les places. Les transitions

FIGURE 32

repesentent lesevénements “dbuts d’'usinage”. Les arcs en poirg#l correspondent aux arcs de recy-
clage des palettes et ils portent le marquage initialesgmtant les palettes dans leur position initiale.
La position des jetons sur les circuits verticaux des palettes montrent bien quedes ge type A
commencent par la machine 2 tandis que lesgs de type B commencent par la machine 1.

(a) Lordonnancement sur la machine 1 est A-B et il est B-A sur la machine 2. Autrement dit, la
machine 1 commence sadience de base avec unegqa de type A tandis que la machine 2
commence avec uneque de type B, ce qui est reft par la position des jetons sur les circuits
horizontaux des machines. Cette situation correspoma deadlock visualkéspar le circuit gris
sans jeton sur la Figure 32a. La machine 1 attend useeph qui voudrait d’abord passer sur la
machine 2 qui attend d’abord unesp€ de type B qui voudrait d’abord passer sur la machine 1.

(b) L'ordonnancement sur les machines 1 et 2 est A-B. Le circuit critique est le circuit gris sur la
Figure 32b avec un poids moyen de 20. Pour abaisser ce poids moyen au dessous de 11, il faut
rajouter un second jeton, mais le circuit ne comporte aucun arc de recyclage (arcs ergpintill”

Il faut donc pouvoir @marrer avec une @te en cours d’'usinage (soit un jeton entre 2A et 1A
correspondana une palette supphentaire de type Agja paseé sur la machine 2, soit un
jeton entre 1B et 2B correspondamune palette suppiientaire de type Baj passé sur la
machine 1). Il faut donc au total 3 palettes pour saturer la machine la plus lente.

(c) Lordonnancement sur les machines 1 et 2 est B—A. Le circuit critique est le circuit gris sur la
Figure 32c avec un poids moyen de 20. La situation appelle égsaa dbservations que dans le
cas pecdent.

(d) L'ordonnancement sur la machine 1 est B—A et il est A-B sur la machine 2. Le circuit critique
est le circuit gris sur la Figure 32b avec un poids moyen de 11. La performance optimale est
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donc atteinte dans ce cas avec une seule palette de chaque type.

9.4.2. La technique du “kanban”.Cet exemple est propegar S. Gaubettet il correspondh la stabil-
isation d'un systime par feedback selon une technique d’origine japonaiseespfielhban” (qui veut

dire “étiquette” en Japonais). Considhs le RdP de la Figure 33a qui repente un atelier comp®s’

T\ T\
ONO, ONO,

@

()
2 0
(9 @

/

de deux cellules enesie. La cellule amont contient une seule machine traitant upeepeh 2 unés

de temps. Les pices transitent dans un four de camatifinie” ou elles doivent gjourner pendant au

moins 4 uni€s de temps avant de pouvetré trai€es par la seconde cellule qui comporte deux machines
identiques capables de travailler en palall Le temps d’'usinage dans la seconde cellule est deésunit”

de temps. Dans cette configuration, le circuit amont est de poids moyen 2 tandis que le circuit aval est de
poids moyen 5. La cellule amonetant plus rapide, les @tes vont avoir tendanees’accumuler dans

le four, inutilement.

Pouréviter ce plehonene et stabiliser le syatie, on installe un tableaul’entrée de la prendre
cellule avec degtiquettes. Toute pce qui entre esdtiqueEe. Cetteefiquette accompagne lagué
jusquia I'entrée de la seconde cellule : lorsqu’'unege’ est admise dans cette celluletijuette est
enleée et remise sur le tableau de la preraicellule. Aucune pice ne peugtre admise dans l'atelier
sans qu’unefiguette soit disponible sur le tableau. Cette situation estsepee par la Figure 33b. Le
nouveau graphe est fortement connexe donc lesysEst stable. Mais il faut au moins 3 kanbans pour
gue le circuit nouvellement eé ne soit pas critique et que I'atelier ne soit pas ralenti. Ainsi, il 'y aura
jamais plus de 3 pices simulta@ment dans le four.

@ e

[ G«

FIGURE 33

Exercice 57. Ecrire pour les sysimes avant et aps bouclage lesduations aux dateurs et calculer les
fonctions de transfert de I'eretea la sortie de I'atelier dans le caswkanbans sont disponibles. Discuter
en fonction den.

10. REPRESENTATION DES GRAPHES D’EVENEMENTS TEMPORISES DANS UN DOMAINE 2D

Nous avons vu quliy a deux repesentations possibles des graphessghiements tempoegs, les
dateurs (domainevénementiel) et les compteurs (domaine temporel), qui conduisent toutea deex
repesentation liraire, mais dans des algres diférentes Zmax OU Zmin). Les compteurs sont “grosso

2travaux diriggs du cours
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modo” les fonctions inverses de applications daté&urs t (k) qui sont monotones noredfoissantes.
Cette ogration d'inversion estvidemment non lieéire, le miracleetant qu'’il existe pourtant un con-
texte ai les repesentations restent Baires toutes les deux. Fondamentalement, cette inversion n’est
envisageable que parce que les fonctions maegauEont monotones. On peut dire qu’en dehors du
changement de I'algpre liréaire habituelle en I'akgpre des dimles, une autre originadittharquante de
cette nouvelle tedrie des sysimes par rappod la tréorie classique est le fait que I'on ne sérgésse
gu'a des trajectoires monotones.

Puisque I'on est en psence de deux regséntations, on peut se demander laquelle ef¢m@ble,
ou s'il est indifferent de manipuler I'une ou l'autre. On va voir au travers de diverses avasilis
gu’'aucunede ces deux repsentations n’est totalement satisfaisante, et rgakiérons alors vers une
rep@sentation dans un domaibedimensionne{on dira “2D”) qui est en fait le produit casien des
domainese€nementiel et temporel.

10.1. Une comparaison des re@sentations dateurs et compteurs.

10.1.1. Monotonie des trajectoires.a propréte de monotonie n’est pas une praéi“naturelle” des
solutions dEquations lieaires €currentes dans les di®'s, néme pour des erges monotones. Con-
sidérons par exemple le RdP de la Figure 34. égsdtionsecurrentes en dateurs et en compteurséont

(’x y

FIGURE 34

yk) =2y(k —2) @ u(k) ; y) =2yt —2) @ u() .

¢ Sik<O
k) = ’
ue) {e sik>0,

Pour I'ent€e

on peut Erifier que la sortie
k+1 sikestpair,
k—1 sikestimpair,

o-|

est bien solution, ce qui donne

k [[...—2[-1[0[1]2
yK | ... [=1|—2[1[0[3

qui n'est effectivement pas monotone. L&mmé constatation pourragvidemment aus®tfe faite en
compteurs.

La fonction de transfert du sy@tie en dateurs e€y)* = e® 2y2 @ 4y* @ ... et donc la €ponse
impulsionnelle esk, ¢, 2, ¢, 4, ¢, ... (*®) qui n'est pas monotone non plus. Par ailleurs, lorsque nous

avons pad’de Eponse impulsionnelle au §6.1.4, nous avons admis (sans trop insister!) que I"impulsion

23Nous ne serons pas plusegis$ ici mais il faudrait examiner attentivement commentsme) dans laefinition
des fonctions inverses, les difficet dues au fait que ces applications ne sonsgatement croissantdplusieurs
événements peuvent se produire simuttaieht) et qu’elles sont “moralement discontinues” (i.e. on peut avoir
t(k+1) > tk) +1).

240n rappelle que les fonctions dateurs ou compteurs sogeaaivec le grme symbole qui est celui de la
transitiona laquelle elles sont attagbS. Seul I'argument K, respectivement, permet de savoir de quoi on
parle. On rappelle aussi que le symbe@ler’'a pas le nefne sens dans les deux contextes.

25puisque les coefficients des mamésy, i3, etc. sonegauxas
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a 0”, qui correspona placer une infing de jetonsa T'instant 0 sur I'ente€®, avaite pour transforraé
eny (). Ore=0y°® ey ® sy?> @ ... ne correspond pas une fois de phisirie suite monotone.
D’ailleurs, si une infini&’ de jetons sont arrdsa 0, on devrait avoir pour transfoea’eny de cette suite
d’evénements P° @ 0y @ 0y? @ --- = y*. Il va donc nous falloir expliquer pourquagn un certain
sense = y*.

Exercice 58. Calculer (2y)*y* (qui serait la €ponse impulsionnelle du sgshe de la Figure 34 si
l'impulsion était codtey*). La suite des coefficients des nwmés eny est-elle monotone pour cette
suite?

10.1.2. Simplifications.Considrons la situation de la Figure 35a. On pecitife, en dateurs, que

@ u

(b) uﬂ UT
@ —= @
yx”Z yL

ON

N1
@ @
;o1

y

FIGURE 35

yk =2uk-Dpluk—1)=2®Huk -1 =2uk—-1) ,

ce qui Bsultea la fois de I'algbreZm . et de l'intuition du fonctionnement de ce RdP. Mais alors, il
faudrait, en compteurs, que

yt) = lut —2) @ lut — 1) = L(u(t — 2) @ u(t — 1)) = lu(t — 2) ,

ce qui ne devient clair que si I'on se sert du fait qué — 2) < u(t — 1) puisquet — u(t) est non
décroissante, et du fait que veut dire “min” pour les compteuté En transfornee eny et eng, on en
déduit les egles

ty* @ ry* = maxt, v)y~ , ks' @ k8™ = kMt (28)
Sil'on considere maintenant le cas de la Figure 35b, on a
yO)=2u¢t—-Deolut—-1)=QCeHut—-1) =1lut -1 ,
ce qui Bsultea la fois de I'algbreZ i, et de I'intuition du fonctionnement. Il faut donc que
yk)=1uk —2)dluk — 1) =1uk —2) duk — 1)) = luk — 1) ,

ce qui s’explique ici encore par le fait gbe— u(k) est non écroissante, dong(k — 1) > u(k — 2),
mais qu’ici® signifie “max”. On en @duit donc leseagles

ké' @ k8" = min(k, k)8 , tyk @ty = tymnko (29)
Si on dEcidait de notep*st les mommesty* etks!, alors les egles (28) et (29) seesumeraiend

)/k D yK — ymin(k,/() , 3t P 87 = 6ma><(t,r) . (30)

26rappelons que le premier jeton, ou la premgiactivation de la transitian est nunerog 0
2Tet siU(y) = e, alors on a bierY (y) = H(y)U(y) = H(y), donc on obtient bien le codad(y) pour la
sortie correspondanat 'entrée impulsionnelle
28Dans le contexte des compteurs, du fait que I'ordre dwleiG, est invers par rappora I'ordre habituel, il
faut pciser par rappod guel ordre nous parlons de “croissance” : il s’agit biendg I'ordre naturel ici. C'est
pour éviter cette difficuké” de langage que nous dirons souvent “monotone”, en dateurs comme en compteurs, en
laissant le lecteur y mettre un sens plusqis’en fonction du contexte.
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10.1.3. Ordre du systme. Considronsa nouveau le RdP de la Figure 34 mais avec un satdrnet
dans la boucle au lieu de deux. Alors Exguations seraient

yk =1yk -2 @ uk) , y) =2yt - eu) .

Ce systme est d’'ordre 2}) dans sa re@sentation en dateurs, et seulement d’ordre 1 dans ssegpr’
tation en compteursEvidemment, nous aurions aboatia conclusion inverse si nous avions su@pos’
gu'il y avait un seul jeton et deuxabénnets dans la boucle.

Cependant, on observera que pour le exyst autonome (i.e. quand I'ee&est non contraignante),
un écart deAt se traduit de toute tan par urecartAk = 2 x At, et donc, nefne si apparemment il
faut 2 fois plus de mots arhoire pour simuler le systie en dateurs qu'il n’en faut en compteurs, en
nombre de bits, les mots peuvestte deux fois plus courts en dateurs qu’en compteurs pour assurer
une simulation comportant leemie nombre @¥énements. La “complexdt’du syseme, comme en
nombre de bits plut"qu’en nombre de motsemioire, est donc la erfie dans les deux cas. Mais il y a
une certaine dissyatfie dans les repeentations, ce que nous chercheégter avec la re@dentation
2D.

10.1.4. Histoire de circulation de jetonsConsidrons maintenant le RdP de la Figure 36a. elati-

u

I<—O<—i<‘/—O<—I

TR

(a) avant

L

FIGURE 36. Avant et apes activation de la transition

damment de I'arrigé de jetons pau, le RdP peut passerla situation de la Figure 36b par activation
de la transitiorx;. Nous avons renomenfes variables internes puisque cette activation a affeciés
compteurs ceveénements internes et que nous allons remettezjaations le systhe apes activatioren
repartant de conditions initiales canoniqueRar contre, les variables externest y restent les rafines
puisqu’aucun jeton n'est emtidu sorti. Leequations avant et ags activation de la transition sont

Avant Apres
X1(K) = (k=D @xa(k— 1) , &1(k) =15k =D @ &K
X2(K) = x1(k) @ u(k) , E2(k) = &(k—1) @ uk) ,
y(k) = x2(K) , y(K) = &(Kk) .
Apres quelques manipulations simples lassen exercice, on parvienta forme détat
Avant
x1(K) (1 e\ [xk-1 € _ X1(K)
() = (1 &) Gate=) 2 (&) w0 - voo= 9 (k).
Apres

800\ (1 ¢\ (ak-1\ (e ~ £.(K)
(&(k))‘(e s) (&(k—l))@(e) udo .y =(e ¢ (&(k))'

2ramerga une forme détat (12), il faut urx (k) de dimension 2
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Exercice 59. En utilisantles deuxregles de simplification pour les momes eny donrées en (28) et
(29), montrer que la fonction de transfert correspondant aux deviessdéquations ci-dessus est la
méme et qu’elle estgaleae @ y (1y)*.

On en @&duit donc que I'on est en gsence de deuxealisations internes de laemie fonction de
transfert. Cette situation est classique ezotfie des sysines, et, d’habitude, il existe un changement
de base qui fait passer d'un vecteuetdt k) a I'autre ¢). Ecrivons les deuxaalisations sous la forme

x(k) = Ax(k —=1) & Buk) ,  y(k) =Cx(k) ,
) =As(k—1) @ Buk) , y(k) = Cé(k) .
Dans le cas @cis, on se convainc assez facilement qu’un tel changement de base n’existe pas. En effet,
soit T I'hypothétique matrice Z 2 inversibletelle quex = T&. Alors, on devrait avoir les relations
A=TAT!', B=TB, C=CT'.

Ceci impliquait par exemple, dans le cas corgdci,

{B _ Tg} N & _ Tll T12 e premgre ligne {Tll@ T, = 8} = {Tll = Tp = 8} ,
e Ta T2/ \€

ce qui est incompatible avec le fait qlieest inversible.
En fait, en fonction de l'intermtation physique de la situation, il est clair que la relatidaguelle on

s’attend entrex et est
<§1(k)) _ (Xl(k + 1))
&(K) X (K)

C’est pourquoi il est difficile de trouver un changement de tstiagque Cependant, si nous avions
adop€ une repesentation en compteurs, l@mé relation se seracfite

xa®) _ (1a®)
X (1) &) )
et donc la matrice de changement de base serait alors

1l ¢
X(t) = S£(t) avec S= (8 e)
Exercice 60. Ecrire les€quations en compteurs des deux RdP de la Figure 36. Les mettre sous forme
d’etat. Montrer que le changement de base ci-dessus permet effectivement de passer deg\yati@es
aux matricesA, B, C avec par exempld = S1AS

L'explication est simple. En compteurs, les jetons du marquage initial interviennent dans la
détermination des coefficients des matrices, alors qu'ils interviennent dans les retards pquatemns
en dateurs. Dans ces conditions, en compteurs, I'activation d’'une transition inteztevapt un je-
ton sur chaque place amont, diminue de 1 les coefficients correspondants de la Adtiaphe de
précédence interne) et dB (graphe de transition entre les eds et les transitions intern&s) Ces
coefficients sont rareps dans la ligne correspondanteétte transition. Matriciellement, cela se traduit
par unepré-multiplication par une matrice diagonale qui dans notre cas est bien la matrice

1 -1 ¢
sio( 1)

De plus, les places aval de la transition voient leur marquage augmenter de 1, ce qui affecte la colonne
correspondante dA et C, ceciétant obtenu matriciellement par upestmultiplication par la matrice
inverse de la @é&dente.

30Ceci n’estevidemment possible que si cette diminution de 1 n’enérgas une valeuegative, ce qui suppose
gu'il y avait bien au épart des jetons dans les places amont de la transitioreactiv”
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Alors, faut-il en conclure que I'on a troevénfin un bon argument pourgiérer la repesentation en
compteursacelle en dateurs? Eh bien non! L'exercice suivant explique pourquoi.

Exercice 61. Pour un graphe événements tempogs montrer que si I'on supprime uratohnet dans
toute place en amont d’'une transitiomernedonrée @ supposer gue ce soit possible) et gu’on rajoute un
batonnet sur toute place en aval de lam® transition, la relation e-sortie (exprireé par la fonction

de transfert) ne change pas. Montrer queelgsations ddtat en dateurs avant et apravoir galis€ cette
opération sont rekes par un changement de base alors que ce ne sera asEl ig'cas en compteurs.

10.2. "Filtrage” des trajectoires monotones.

10.2.1. Theorie. La proprétt de monotonie d’une trajectoire de datekik) ou de compteuc(t) se
traduit par

VkeZ , {dk =dk-1D} & {dk =dk edk-D1} ,
VteZ , {ct)=ct—-1} < {ct—1) =ct—-1eac) .

On se souviendra en effet que I'ordre naturel dadédst invers entreZ . €t Zmin. En passant aux
transfornges ery et end, on obtient donc, comme caradsation de cette pro@té,

{Dly)=D(@yD()} & {Dy)=r"D)} . (31)
[CO=CB)@s'CO)} & [CO =) CwO)} . (32)

La démonstration de cesqjuivalences est laisg’en exercice.

Theoréme 62.0n consi@re le didde Zm.]y] des €ries formelles ew a coefficients dan&m., et a
exposants dang muni de I'addition et de la multiplication habituelle desries formelles.

(1) Le sous-ensemble, @ot*Zmna v], desélements de la formg*D(y) est un diéde delements
neutrese pour 'addition ety* pour la multiplicatiort'. Ce didde sera aussi nétd[y].
(2) DansZmal 1, la relation

{D1(y) R D2(y)} & {y*Di(y) = y*Da(y)}

est une relation dquivalence compatible avec la structure deidéo (et donc le quotient
Zmal ¥] /R est aussi un diie).

(3) Toute classe &quivalence — i.e. to@ement d&,.,] y] /R — contient un et un seélement de
D[ v] quiestde pluslaborne sepeure de laclasse. Cétement est “lameilleure approximation
par dessus” de towtlement de la classe par @ement de&[ y], c’esta-dire le plus petielement
ded[y] superieur ouégala D(y), pour unélément quelconque @) de la class#.

(4) Les diddesZma] ] /R etD[y] sont isomorphes.

Démonstration.

(1) Le sous-ensemblg*Z.] ] est stable par addition et par multiplication (i.e. la somme et le
produit de deueléments du sous-ensemble appartiennent aussi au sous-ensenetde)ehte
n'appartient pas ce sous-ensemble. Par contre, puisgtie* = y*, alorsy* est I'élément
neutre (forement unique) de la multiplication pour lefments du sous-ensemble.

(2) Le fait queR soit une relation déguivalence est imediat. La compatibileé’deR avec I'addition
du diade signifie que la classeetjuivalence d®; & D, ne dEpend que de la classe Oe et
de celle deD,, et non pas de ces deux repentants particuliers. Ceeigulte de la distributivit”
de la multiplication par rappowd l'addition. Pour la multiplication, gi€ea la commutativie”
qui est tes importante ici, ea I'associativi€, on ay* (D.:D,) = (y*D;) D, = Dy (y*D,), ce
qui montre que,d aussi, la classe ejuivalence du produit de deeléments ne épend que de

3INous ne disons pas que c’est un sousalialeZmaJ y] car il n"admet pae commeelément neutre.
320n aurait donc pu ausseflhir la relation déquivalence en disant que degigrments sorgquivalents s'’ils ont
la méme “meilleure approximation par dessus” dafis].
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leurs classes dquivalence respectives. On peut doefidf sans ambigté une addition et une
multiplication pour la structure quotient qui devient elle aussi umdgio”

(3) Il estclair que pour towtlémentD, I"eléementy*D est dans la mihe classe @quivalence, gu'il
appartiena®[ y], et gu'il est sugrieur ouegala D puisquey* > e. Soit D’ un autreelément
tel queD’ = x et D’ € D[y], donc D’ = y*D” pour un certairD”. Alors y*D’ > y*D, mais
y*D’ = D’ doncD’ > y*D.

(4) 'y a donc une correspondence biunivoque entre une classpiiddlence (urelément de
Zmad ¥]) et son unique re@sentant dand[ y] (qu’on peut appeler “re@$entant canonique”).
Il est clair que cette correspondence est un isomorphisme diegaisqu’ajouter ou multiplier
deux classes peut se faire en additionnant ou en multipliant leuessegents canoniquesm

Il doit maintenanttre clair que le gfitable diode des transforegs ery des dateurs est le ddED[ y ]
et non paZn.J y]. Ceci dit, pratiquement, quand nous faisons des calculs, nous manipulorevigss s
formelles eny, donc desléments d&..,[ y]. Mais il faut gardera I'esprit que ce faisant, nous parlons
en fait de la “meilleure approximation noectoissante” de €lément manipwd. Comme on vient de le
voir, une classe @quivalence peut avoir plusieurs repentant, et donc on peut formellement faire
des calculs diftrents qui “veulent dire la emhe chose” dan$[y]. Par exemple, on vient de voir que
e estéquivalena’y *. Ceci constitue a posteriori la justification que I'agé&/d’une infini€ de jetonsa”
l'instant 0 puissenéfre codee alors que, “mot pour mot”, cette situation devretite codey *.

Exercice 63. Montrer que si

Y =P ykrk =y X)) =y° (EB x(k)yk> ,

keZ keZ

alors
y(k) = P xi) = supx(l) .
<k =
En dduire, dan9[ y], les régles de simplification (28) et (29) (pour ce qui concerne lesoma&s ery ).

10.2.2. Interprétation geoneétrique. Etant done’unélément deX (y) = Doy X(K)y* dansZmad v1,
on lui associe I'ensemble des poiriks x(k)) dans le plan “discret”. Cet ensemble petre"considie
comme le graphe de I'applicatidn— x(k). Etant done quex(k) esta valeurs dan&,,, I'addition de
deux €ries correspond prendre knveloppe sugrieuredes graphes correspondants. Une autterfa,
de pro&der est d’associerX (y) I’ hypographele I'applicationk — x(k), c’esta-dire la partie du plan
discret qui se situe sous le graphe de 'application, y compris le grapheelmienvoir Figure 37). Cela

,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,

A

Ficure 37. Hypographe

corresponaTidee que sile mommex(k)y* existe dans laggie X (y), alors on ne change pas cetégis”
en lui rajoutant tout moorhe yy* poury < x(k). Dans ces conditions, la somme deis$ se traduit
simplement par I'union des hypographes correspondants.

Exercice 64. Montrer que le produit deesies correspond [a somme vectorielle des hypographes cor-
respondants.

33|l n'y a guére que la classe dequi contient un seulément.
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Finalement, le diafeZ.,J ] estisomorphe au didé des hypographes (consiés comme des parties
du plan discret) muni de I'union pour addition et de la somme vectorielle pour intersection. Si on se
place dang? = Z x Z plutdt que dan& x Z (**), il faut considrer ques correspond 'ensemble vide
et queT correspond tout le plan.

Exercice 65.A quoi correspone dans le diade des hypographes?

Examinons maintenara ¢uoi correspond le dide D[y]. Puisqu’il est isomorph& ¥*Zma] v1,
regardons quoi correspond uelément gnériquey * X. C’est le produit deX, assoat’'a un hypographe
du type de celui de la Figure 37, pat qui code la demi-droite horizontale issue de l'origine du
plan et sétendant vers la droite (c’eatdire la collection des poini®, 0), (0, 1), (0, 2), ...), ou plus
exactement I'hypographe correspondant, caeslire le ohe “Sud-Est” de sommeD, 0). Alors, le
produity* X correspondila somme vectorielle qui se tradugatétriquement par le fait d’accrochar °
chaqgue point de I'hypographe deun adne Sud-ESk. Cette ogration est re@senge sur la Figure 38
ou les nouveaux points rajaeg par rappora ceux de la Figure 37 sont figgg'comme des cas. Le

* e - -

FiGURE 38. Meilleure approximation monotone “par dessus”

résultat obtenu est bien le plus petit hypographe d’une fonction monotone qui contient I’hypographe de
X.

10.3. Passaga la représentation 2D. On vient de voir qu’en “filtrant” leeéments d&m.J 1] pour

ne garder que ceux quigséntent une promi de monotonie de leur trajectoire, on est ardvine
structure algbriqued[ y] ou les Egles de calcul sur leesés formelles ery se sont enrichies d’'une
regle de simplification suppihentaire qui porte sur les exposants (la secondeegdessr(29)) en plus de
celle naturelle sur les coefficients (la premd desegles (28)). On sowmnne gu’une situation analogue
devrait normalement se produire si hous partions initialement d’'unegeptation en compteurs et des
transfornges ens correspondantes, et si nowealisions un filtrage analogue delérments monotones.
Ceci nous conduirait awegles er$ dans (28)—(29).

Exercice 66. Sachant que la pro@# de monotonie se caracise par la propei (32), Enoncer un
théoeme similaire au Tédreme 62 pour le diale Zy,n[ 5]

Plutdt que de suivre cette voie, qui nous conduigihdouveaua une situation v les domaines
evénementiel et temporel sont tedt’de fapn dissynetrique, nous allons essayeredtluer vers la
repesentation 2D wles ograteurs, ets sont trai€s de fapn synetrique.

10.3.1. Autre repésentation d& .. Considrons I'application
o] SiX =¢=—00,
7 -2 x> {Z six=T = 400,
{yeZ|y<x} sinon.
34ce qui engendrerait des difficat sur lesquelles nous ne souhaitons pas atarglfe ici

35La somme vectorielle de deux sous-ensembles est en effet I'union des gamEatin des sous-ensemble
par tous les points de I'autre.
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Cette application est un isomorphisme dad@intreZ,..et 'ensemble des demi-droites de’étendant
vers—oo, ensemble muni de I'union pour I'addition et la somme vectorielle pour multiplication.

Exercice 67. Montrer que I'ensemble des demi-droitesZig'étendant vers-oo muni des opfations in-
diquées est bien un didé et qu'il est bien isomorpleZ, ... Quel estl8lément neutre de la multiplication
dans ce diale de demi-droites.

Nous allons maintenant coder les sous-ensembles (quelconques) de p&dimardees sfies d'une
variable formelles a coefficients bo@éns eti’exposants dars: on noterdB le dioide booEen{e, €} et
B[ 5] les Sries ers. Le codage esedli€ de la f&pn suivante a’un sous-ensembledeZ, on associe
la Srie telle que, pour toute Z, le coefficient def' estégalaesit € T, etae sinon. En particuliea”
@ est assoéla €frie identiguement nulle @tZ lui-méme est assoet la gties* @ (571"

Exercice 68. Montrer que le diale des parties d& muni de I'union et de la somme vectorielle est
isomorphe au dideB[ §] muni des orations habituelles desrsés par le codage ci-dessus.

La dernereétape de notre construction consiatouver le diade inclus dan®[y ] qui correspond
au diade de demi-droites de I'Exercice 67. Pour cela, on remarque qu’une demi-dedgadant vers
—oo est un sous-ensemble @ecaracerise par la propete que si on le translate d’'une umivers la
gauche, on obtient un nouveau sous-enseinblasdans le sous-ensemble depdit. On remarque par
ailleurs (exercice) que I'aggration de translation ci-dessus est traduite d&ns] par la multiplication
d’un élément (repeSentant une partie d&) par §—1. Donc, par isomorphisme, I'imag€($) d’'une
demi-droite dan®B[ y] est caraattisée par la propaté (32).

Exercice 69. Déduire de tout ce qui priede qU&ma, et (8—1)* B[ 8] sont deux diedes isomorphes. Quel
est I'elément neutre de la multiplication dans ce dernierdb@”

10.3.2. Le diade [y, 5]. Nous avons vu que le dide des dateurs es{y] = Y Zmad ] €t que
Zmax €st isomorphe §1)" B[§]. Donc D[] est isomorpheay*[(572) B[] ] [¥] qui est lui-méme
isomorphea’y* (8*1)*IBB|[)/, 8]. Ce dernier diade est na iy, 8]. Pour aboutira ce diode, nous
aurions pu partir d&,i»[ 8] que nous aurions quotiempar la relation dquivalence

[CLOR C(®)} & {(671) Cu8) = (571) C2(8)}

(“filtrage” des trajectoires monotones) pour aboatiun diade isomorphea‘((S*l)*me[[(S]l. Puis, en
remarquant qué&;, est isomorphea y*B[y] (par une construction analogaecelle du §10.3.1), nous
aurions obtenu un didé isomorpha((S‘l)* [y*Bl[y1]1[5], lui-meme isomorphaltii] y, 8].

Enfin, nous aurions pu partir directement dudaB[ y, §] des €ries formelles en deux imtErmirées
(y, 8) a coefficients danB. Ce diade estisomorphe au dité des parties d&> muni de I'union et de la
somme vectorielle comme addition et multiplication, respectivetheBnsuite, en quotientant ce dii@
par la relation d&quivalence

{Xi(r, R Xo(y, O} & {y* (671 Xu(y, ) =y* (67 Xa(y, 8)}

on aurait encore aboudi un diade isomorpha iy, 8].

La multiplication pary* (5‘1)* d'un élément deB[y, 8] revient a “accrocher’a chaque point du
sous-ensemble qui est assgiCetelément (par I'application inverse de celle recheeé'exercice de
la note 36 de bas de page) umte Sud-Est”, dans la mesure p* (8‘1)* est le codage d’un tebeie de
sommet(0, 0).

Exercice 70. Pour urelément deB[ v, 5], on appellevaluationeny, respdegeens, le dege minimum
eny, resp. maximum e#, des mooies apparaissant dans e&ment (i.e. avec un coefficieagala
€). Ces valeurs peuventreégalesa4oo. Montrer que deurléments d&[ y, 8] représentant le mrme
élément delltii] y, 8] ont nécessairement la eme valuation ey et le Téme degg’ené, qu’on peut
donc appeler la valuation (er) et le dege’ (ens) de I'éléement daltii[ y, 8]. En fait, les pEcisions entre

36Exercice. Définir 'application des parties d&° dansB[ y, 8] qui représente cet isomorphisme.
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parentleses ne sont pagoéssaires car, a contrario, le degriy et la valuation ers sont des notions
sans ingrét pour deeléments daltii[ y, §]. Pourquoi?

Le diagramme commutatif de la Figure 38stme tous les cheminements que nous avenstd”
pour aboutira N[y, 8]. Dans ce diade, on manipule desesies formelles ery, §) a coefficients

B[y, 5] (™) — Zmadl¥1
v y* (57Y) y'
A 4 " A2
Zoinl[8] —— (6‘1) — My, 8]

FIGURE 39. Plusieurs fagns d’obtenifltii] y, 6]
bookens et’exposants dar avec en plus degles de calcul habituelles sur leziss, les egles de
simplification (30).
Exercice 71. Montrer que dandltii[ y, 8], on a les€galigs
y T =ve ) =(res) .
Revenons au RdP de la Figure 20. legmiations de ce RdP datigi] y, §] s'ecrivent’

X1 = yX,®8%U, ,

X, = §Xi®ysU,

Xs = Xi@®6X 0 y8°Xs ,

Y = pX,@83X; .
Exercice 72. Calculer pour ce RdP la matrice de transfert daiig] y, §].
10.3.3. Interprétation “informationnelle” des calculs dani(ii[ y, §]. Lorsqu’un dateur (i.e. une suite
d’evénements de erhe nature, comme les activations successives d’w@meanfansition) est cedpar

unélémentX (y, §) de N[y, 8], si cetélément contient le maey st avec le coefficieng, on peut
interpréter ce fait comme ualément d’information qui €honce :

I’@venement nuarote k a lieuau plus Bt a l'instant t.

En effet, la repesentation deX(y, §) dansiltii[y, 8] par une gtie formelle deB[y, §] n'est pas
unique (puisqueX (v, 8) ne dfinit qu’'une classe équivalence dans le dié quotientB[y, 8] /R” ~
Ny, 81), et sile morwmey ¥st est pesent dan, il se peut qu'il ne soit pasadérminant dans la date
exacte de Bvénemenk si il existe un autre masrhey*§” “au Nord-Ouest du poingk, t)”, i.e. tel que

k<k et t=>t, cequenougdrirons («,7)> (k,t) .

Par contre, tout maney's? “au Sud-Est” deg/*st, i.e. tel que(l, 8) < (k, t), ne ser@a’rien car on peut
le rajoutera’ X sans changer ceiément en tant gelément delltii[y, §]. En Frarcais, cela revient
a dire que l'informatiorfl” @&&nement nuérote | a lieu au plus @t a l'instant 6” est plus faible que
I'information analogue dore® par(k,t) sil > ketd < t. Le lecteur est inv@a y réflechir eta s’en
convaincre!

On peut donc voir la somm¥é(y, §) de mormmes comme une somme d’informations sur la trajectoire
du dateux(k). Les Egles de simplification dans I'afpre delltii[ y, 8] vise aéliminer les informations

3"nousecrivonsX pour X (y, 8) afin d’alléger les notations
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inutiles. Ces informations sont&hicuges” par les arcs (c’est-dire les places) du graphees&nements
qui operent des dcalages : une place avec un marquage initiad gitons et aved batonnets dcale
l'information d’une quanti#a en ce qui concerne les nemos dévenements (domair®£&nementiel) et
d’'une quant&’b en ce qui concerne les dates (domaine temporel). Ceci est obtenllitigns 5] par la
multiplication par le monfey 5. Enfin, les transitions “additionnent” les informatiorehi¢uges par
les arcs qui aboutisseatces transitions (ou les “recoupent”) erecgritéventuellement lesliminations
des informations inutilesaja évoqlees.

11. RATIONALITE, REALISABILITE, PERIODICITE

L'un des Esultats fondamentaux de laethrie des systhes ligaires classiques est le suivant : une
condition récessaire et suffisante pour qu'une matrice de transferestisable par un syse liréaire
stationnaire aveetat de dimension finie est que ce soit une matrice de transfert rationnellea-clgst-"
dont les coefficients sont des fractions rationnelles de la varsaapérateur symbolique deedivation
en temps continu) om (opérateur symbolique d’avance en temps discret). Nous allessbtievement
évoquer unesultat analogue pour les matrices de transfert &y, §]. Cependant ici lEquivalence
entre rationali¢’et €alisabilie s’accompagne d’une auteguivalence avec la notion deniddicite. En
effet, nous avonseaja vu au §8.5.3 que leeponse impulsionnelle d’un syshe liréaire stationnaire de
dimension finie pesente une pro@# de Eriodicité. L'équivalence de cette proptd avec la rationalk”
— cette derrete notion vaefre dfinie — esta mettre en paradle avec le fait bien connu qu’un nombre
rationnel a un dveloppementeimal Eriodique.

11.1. Rationalité, causalig. On dira qu'un€lément delltii]y, 8] est rationnel s’il 'un de ces
repesentants au moins peetté obtenu par un nombfi@i d’opérationsd, ® et* a partir de I'ensemble
{e, e, v, 8}. Ondira qu'une matrica coefficients daniitii[ y, §] est rationnelle si tous ses coefficients
sont rationnels.

En fait, cette notion contient aussi une notionaisalie dans la mesurewp par les opfations
autoriges, on ne peut obtenir que des exposants megatifs dey ets. Mais, pour ce qui est des
exposants dé, on peut obtenir d’autres reggéntants d’'uelément delltii[y, 8] en multipliant 'un
d’entre eux pa|(8*1)*. Par consquent, on ne peut donner ungfidition de la causakt’en parlant du
signe non egatif des exposants énd’'un repesentanguelconqued’un élément delltii]y, §]. On
vérifiera que le fait qu’il existe un repsentané exposants uniquement noegatifs peuefre caraafist
par la éfinition alternative suivante : on dira qu'wtémentX de Ntk y, 8] est causals’il est égala
¢, ou si, d'une part, sa valuation (en— voir Exercice 70), naé valX, est non Bgative, et si, d’autre
part, X > y¥@* pour I'ordre> naturel delltii[ y, §].

Exercice 73. Montrer que le sous-ensemble adgéments causaux d&i[[y, 5] est un sous-diaie.

11.2. Realisabilité, polyndmialite. On dira qu’'un€lément delltii[ y, 8] est realisables’il existe un
graphe dévénements mono-emte/mono-sortie dont cel€ment est la fonction de transfert, ou plus
préci€ment, s'il existe trois matriceS, A, B a coefficientpolynémiaux et causawdansiitiiy, §]
telles que cetléement puisse s€rireC A*B. Evidemment, pour que cetteriture soit possible, il faut que
les dimensions (finies!) des trois matrices soient compatibles, en particuli€r spieune matrice-ligne
et queB soit une matrice-colonne. On ne perd reeaupposer qué est caree (il suffit de compdterC
ou B par des).

Unélémentdaltii[ y, §] estpolyndmial s’iladmet au moins un repsentant polyornial danB[ y, 8].
Ainsi e est polyromial méme si une autre repséntation deest la griey* (5*1)* qui contient une infing”
de termes. Une autre caradtation degléments polyofiaux delltii] y, 8] est la suivante : uelément
X est polyrmimial s'il estégalas ou si sa valuation (ep), notée valX et son dege{ens — voir Exercice 70),
noté degX, sont tous les deux finis. On observera gg*59%e9% > X : en faity @ *§99X > X estle plus
petit morome qui a cette propete. Unélément dallii[ y, ] estmonémial s'il estégalas ou s’il admet
un repesentant moorhial. Une @finition équivalente reviera dire, siX # ¢, que X est mommial si
X — J/valx(sdegxl
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On dit qu'une matrice estedlisable si elle est la matrice de transfert d’'un graplexé&iti€éments
(ayant donc un nombre d’ee&s, resp. de sortiesgal au nombre de colonnes, resp. de lignes, de cette
matrice). |l revient au e de dire qu’une matrice estlisable si tous ses coefficients s@dlisables.

En effet, la premere &finition implique que chaque coefficie(t j) de la matrice est la fonction de
transfert de I'eneeu; vers la sortiey, lorsque I'on met toutes les autres e®su,, n # j, égalesa.
Réciproquement, si on sakealiser chaque coefficieft, j) de la matrice par un tripIe(tCi,-, Ay, Bi,-),
alors on saitealiser la matrice sous la forn@2A*B. Montrons le pour une matrice2 2. Supposant
que chaque coefficierit, j) s’eécritC;; A, B pour des matrices polgmiiales, on efifie que la matrice
2 x 2 s'écritC A*B avec

Air ¢ £ £ B,y ¢

_ Cll C12 & & _ & A12 & & _ & BlZ
C= ( & & 021 C22 ’ A= & & A21 & ’ B = le &
& & & A22 & ng

Evidemment, on ne ptend pas que cettealisation est de taille minimale!

On peut donner uneefihition apparemment beaucoup plus restrictive, mais erefpitvalente, de
la réalisabilig. On peut dire qu’'une matrice estatisable si elle peutatrireC(y A; @ § A;)*B ou les
guatre matrice€, A;, A, et B sont maintenard coefficientdoolkens

11.3. Reriodicite. On dira qu’un€lément delltti[ y, 8] est périodiques’il peut sécrireP @& Q M* ou
P et Q sont des polyafes etM est un moonfe. Une matrice esepiodique si tous ses coefficients sont
périodiques.

Une autre dfinition de la gtiodicité, apparemment plus restrictive mais en &jtivalente, est la
suivante : urelément delltii[y, 8] est périodique s'il admet un repsentant danB[y, §] qui peut
s’écrire

P& ('é)Q'8)" ,
ou v, 7, r, s sont des entiers noregatifs, etP et Q sont des polyames enly, §) a exposants positifs et
de dege en(y, §) inferieur ouegala (v — 1, ¢ — 1), resp.(r — 1,s — 1). Le polyrdme P repesente
ici la partie transitoire de largeyr — 1) et de hauteu¢r — 1), tandis que le polyorhe Q repesente le
motif périodique commetgnt apes ce transitoirea(Cause de la translation pats®), de largeurr — 1)
et de hauteu(s — 1), répété indéfiniment selon la pentg/r (& cause de la multiplication p&p's%)”).
La Figure 40 donne un exemple paue 5,1t =4,r =4,s = 3.

10

0 5 10

FIGURE 40. RepEsentation de @ y§ @ y252 @ y°8° @ y°5* (e ® y28 @ y%8?) (y*8°%)"

11.4. Théoréme fondamental. Nous pouvons maintenaehoncer (sanseahonstration — cf. [4]) le
théoeme suivant.

Theoreme 74.Pour unélement H daltii[ y, 8], ou pour une matrice H coefficients dar8tii] v, 8],
les trois propositions suivantes saduivalentes :

(1) H estrationnelle;
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(2) H est alisable ;
(3) H est geriodique.

L'un des prob&mes ouverta 'heure actuelle est celui de laafisation minimale.

12. DATES AU PLUS TARD

Jusqua maintenant, on a suppogle des dates d’epgétaient doneés aux transitions-source et que
I'on cherchaita calculer les dates de sortie aux transitions-puits dans I'’hgpetti'un fonctionnement
au plus 6t. On peut se poser le prashe dual suivantetant doneés des dateeditees de sortie, quelles
sont les dates d’erg€ au plus tard qui assurent le respect de ces objectifs (non pas exactement, mais
avec des dates de sortieénBures oegales aux datesdies donaés)? Il s’agit donc d’une sorte de
probleme inverse, les doeesetant fournies aux sorties et lestiltats recher@s concernant les ergs.

Sur le cas de I'exemple de la Figure 20,atablit les€quations&currentes de ces dates au plus tard :
a toute transition, pour calculer la date au plus tard d’'une activatioreagmk, on doit considter
toutes les transitionsn avalde celle-ci, et prendre parmi elles la date la plus contraignante,a-ése "
la plus petite, en tenant compte “en marcheese’l 'des @écalages habituels induits par les jetons du
marquage initial et des temporisations des places im@iares. Ceci donne lesultat indige”sur la
Figure 41 en partant des sorties et en remontant jusqu’'ausesnfon @signe pax(k) la date au plus
tard d’activation de nuero d’'ordrek de la transition nomeex). La forme matricielle estérite dans

Ui

Uz X3(K) = min(xz(k+ 1) — 2, y(k) — 3)
éD Xo(K) = min(xy(K+ 1), X3(k) — 1, y(k + 1))
X1(K) = min (x2(k) — 1, X3(k))

@

D{ 000 = %K) — 3, (k) = o(k + 1) — 1
@(/
@

e & ¢ & e ¢

Xk =XK1 ¢ e]®dXk+1]|e ¢ ¢

e 1 ¢ g & 2

U @YK (e ¢ @Tk+D (e e ¢
© 3 ¢ e €
{ Uky=Xk) e e|]dX(k+1D|e 1
y e € e ¢

FIGURE 41. Dates au plus tard

Zmax (€1 NON pa<Znn) gracea un changement de signe sur les deux membregaigetions (formule
classique : mak-a, —b) = —min(a, b)) eton a pos”

X=(—x X —X) , Y=-y, U=(-u —up)

Noter aussi que I'on utilise ici des vecteurs-ligne quemmta gauchedes matrices (qui sont exacte-
ment les netes que celles qui interviennent dansdqgdtions directes des dates au pbis tLe fait
d’opérera gauche provient du fait que I'on “remonte le graphe”, castire que les dates d’une transi-
tion sont maintenant calce#’sa partir des dates des transiti@rs aval Les dcalages ek sont aussi
rétrogrades : on remonéda fois le graphe et les nuierds dévénements (senstrograde dans le domaine
evenementiel). Cesduations sont&s analogues awequations de I'état adjoint” en tkorie classique
de la commande optimale. Observer aussi que lesrdifices entre “dates au plas’tét “dates au plus
tard” (correspondant aux sorties impes obtenues lors du calcul au plog germettent de calculer des
“marges” : celles-ci qui sont nulles mettent&vridence legvénements sur lesquels towldi'accidentel
entrahera un retard sur la sortie.



