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Prologo

Este curso intensivo dictado por el Prof. Guy Cohen en la Facultad de Ciencias
Exactas, Ingenieria y Agrimensura de la Universidad Nacional de Rosario (FCEIA-
UNR) en abril de 2000 fue precedido por el que dictara en noviembre de 1988 el
Prof. Jean-Pierre Quadrat sobre “Semi-anillos en Matemdtica Aplicada”, que fuera
publicado como el No. 28 de esta Serie CUADERNOS.

Ambos forman parte del ciclo de cuatro cursos intensivos previstos en el mar-
co del Programa de Capacitacion e Iniciacion en la Investigacion sobre “Sistemas
de Eventos Discretos y Redes de Comunicacion” que vincula al INRIA (Institut
National de Recherche en Informatique et en Automatique) de Francia con el Ins-
tituto de Matematica “Beppo Levi” de la FCEIA-UNR. Es con satisfaccion que
seflalamos que jovenes investigadores que han participado en varias actividades
del Programa intervienen desde comienzos de 1999 en un proyecto de investiga-
cion y desarrollo que el equipo METALAU del INRIA tiene a su cargo, tarea que
incluye el estudio de casos concretos en sistemas de transporte, lo que ya ha dado
lugar a la publicacion de varios articulos en revistas especializadas. Por otra parte
miembros de dicho equipo han asumido la direccién de una tesis de doctorado en
matematicas actualmente en curso en nuestra Facultad.

Deseamos finalmente agradecer a todos quienes han permitido con su dedica-
cién y apoyo la materializacién de la etapas ya cumplidas, como aquéllas en curso,
del Programa y, en particular, al CONICET, a la Fundacién Antorchas, al Ministere
des Affaires Etrangeres de Francia, al ENPC, al INRIA y al Proyecto Alapedes del
Programa Europeo TMR.

Consejo Cientifico del Instituto de Matemadtica “Beppo Levi”

Ce mémoire est une introduction a la théorie des systémes a événements dis-
crets que 1’on peut modéliser comme des systemes dynamiques linéaires grace a
I’utilisation d’une nouvelle classe d’algebres, dont I’algebre max-plus est un pro-
totype simple. Ces systémes constituent en fait une sous-classe de réseaux de Petri
temporisés désignés comme des “graphes d’événements” et dont le mécanisme
dynamique de base est constitué de phénomenes de synchronisation entre proces-
sus concurrents. Pour moi, et pour mon ami Jean-Pierre Quadrat, auteur du cours
précédent dans la série de cours autour de ces thémes donnés a 1’Université de
Rosario, la découverte de ces systémes et de ces outils algébriques remonte au
début des années 80, et ces thémes n’ont cessé de nous occuper depuis lors. A
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ces travaux ont été associés depuis le début, et au fur et 2 mesure, de nombreux
collegues qu’il serait sans doute trop long de mentionner tous ici.! Je ferai une
exception pour Stéphane Gaubert qui s’est joint a nous depuis de nombreuses
années. Les contributions de tous ces collegues font aujourd’hui partie intégran-
te d’une théorie qui a fini par acquérir ses lettres de noblesse et qui a rejoint, au
plan mondial, d’autres courants de pensée et d’autres sources d’inspiration qui ont
tous en commun I’ utilisation des ces outils algébriques marqués par I’idempotence
de I’addition.

Jean-Pierre, Stéphane et moi-méme avons été souvent sollicités pour donner,
dans un bref exposé ou dans une série de cours, un apercu de cette théorie et de
ses ramifications. Nous 1’avons toujours fait avec le plaisir que 1’on peut trouver a
enseigner des choses simples mais ayant, dans leur simplicité, une certaine esthéti-
que. Ce fut en particulier le cas pour moi a Rosario pour cette raison, mais aussi
pour les raisons suivantes :

» le climat particulierement studieux et chaleureux créé par ce public avec
lequel j’ai été en contact la-bas pendant deux semaines ;

= les a-cotés touristiques qui ont entouré ce voyage (et notamment une semaine
qui a précédé le cours lui-méme, semaine consacrée entierement a la décou-
verte du Nord-Ouest de 1’ Argentine) qui ont gravé dans la mémoire de ma
compagne et dans la mienne (et aussi sur divers supports vidéo et informati-
ques) des images inoubliables de ce pays attachant ;

» et enfin, last but not least, la présence constante d’Edmundo Rofman, qui,
avant, pendant, et aprés ce voyage et ce cours, et jusqu’a sa matérialisation
dans ce mémoire final, nous a entourés de toute son attention bienveillante.

Je dois aussi remercier les rédacteurs de ce mémoire, Ricardo Katz et Ernesto Kof-
man qui ont pallié ma méconnaissance quasi-compléete de la langue hispanique et
ont ajouté leur touche personnelle a ce mémoire, ainsi qu’Elina Mancinelli et Pa-
blo Lotito qui ont eux-mémes pris part au cours oral en I’illustrant de leurs propres
contributions.

Guy Cohen
CERMICS Institut National de Recherche
Ecole Nationale des Ponts et Chaussées en Informatique et en Automatique
6-8, avenue Blaise Pascal Domaine de Voluceau, Rocquencourt
Cité Descartes, Champs-sur-Marne B.P. 105
77455 MARNE-LA-VALLEE cedex 2 78153 LE CHESNAY cedex

guy.cohen@mail .enpc.fr

'Mais Jean-Pierre I’a quand méme fait dans le texte qu’il a placé au début du Cuaderno No. 28 et
leurs noms apparaissent évidemment dans les listes des publications.
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Capitulo 1

Introduccion a las redes de Petri

Las redes de Petri son una herramienta grafica, debida a Carl Adam Petri, que
se utiliza para representar fendmenos tales como la dindmica de eventos, la evolu-
cioén en paralelo, la dependencia condicional (como la sincronizacién), la compe-
tencia por recursos, etc. Estos fendmenos aparecen frecuentemente en sistemas de
produccidn, protocolos de comunicaciones, computadoras y redes de computado-
ras, software de tiempo real, sistemas de transporte, etc. Todos estos sistemas son
conocidos en la actualidad como sistemas de eventos discretos.

1.1. Componentes basicos

1.1.1. Punto de vista de la teoria de grafos

Una red de Petri es un par (G, M) compuesto por un grafo dirigido biparti-
to § =(E, V) y una marca inicial M. El conjunto de los nodos V estd dividido
en dos subconjuntos disjuntos P y 7. Los elementos de P reciben el nombre
de lugares mientras que los elementos de T reciben el nombre de transiciones.
Los lugares seran representados por: P;, i = 1,...,|P]| y las transiciones por:
T;, j=1,...,|T|. Los arcos de E van de los lugares a las transiciones o bien de
las transiciones a los lugares. Como el grafo es bipartito los arcos no pueden ir de
un lugar a un lugar ni de una transicién a una transicién. Graficamente los lugares
serdn representados mediante circulos y las transiciones mediante barras (ver Fi-
gura 1.1). A los arcos se les asigna un peso el cual estd dado por un nimero entero
(en ausencia de indicacion se considera que el peso es 1). A fin de completar la de-
finicion formal de una red de Petri, debe introducirse una marca inicial. La marca
inicial asigna un entero no negativo M; a cada lugar P;. Graficamente, M; puntos
0 marcas seran colocados en el circulo que representa a P;. El vector columna M,
cuyas componentes son las M;, recibe el nombre de marca inicial de lared de Petri.
Diremos que un lugar P; es anterior a una transicién T, si hay un arco que va de
P; a T;. Andlogamente, diremos que un lugar P; es posterior a la transicién T, si
hay un arco que vade T a P;.

Habitualmente los lugares representan condiciones y las transiciones represen-
tan eventos. Una transicion (es decir, un evento) posee un cierto nimero de lugares
anteriores y posteriores que representan las pre-condiciones y post-condiciones de
dicho evento. La presencia de una marca en un lugar (cuando el peso de todos los
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Figura 1.1: Evolucién de una red de Petri

arcos es 1) puede interpretarse como que la condicién asociada a dicho lugar se
verifica. Otra interpretacion posible es la siguiente: M; marcas son colocadas en un
lugar para indicar que hay M; recursos disponibles.

Dentro del enfoque clasico de las redes de Petri, la marca de la red de Petri es
identificada como su estado. Los cambios de estados ocurren segtin las siguientes
reglas de evolucion:

= una transicién 7; puede dispararse o activarse (en dicho caso se dice que
estd habilitada) si cada lugar anterior a 7; contiene al menos tantas marcas
como el peso del arco que los une;

= cuando una transicion 7; es disparada o activada se elimina de cada lugar
anterior a dicha transicién tantas marcas como el peso del arco que los une.
También se agrega a cada lugar posterior a 7; tantas marcas como el peso del
arco que los une (ver Figura 1.1).

Observacion 1.1. En lugar de asociar pesos a los arcos, podemos suponer que

todos los arcos tienen peso uno; pero permitir varios arcos “paralelos” entre lugares
y transiciones (ver Figura 1.2).

-0 = =0

Figura 1.2: Arcos paralelos en lugar de pesos en los arcos

1.1.2. Punto de vista del algebra lineal

En este caso el andlisis se centra en el estudio de las marcas en los lugares.
Consideremos como en la seccion anterior el vector (columna) M de las marcas,



1.1. Componentes basicos 3

es decir que M; es el nimero de marcas que hay en el lugar P;. Sea Ant la matriz
de dimension | P| x |T'|, en donde Ant;; es el peso del arco que vade P; a T; (si
dicho arco no existe se toma Ant;; = 0). Andlogamente, sea Post la matriz de
dimensién |P| x |T|, en donde Post;; es el peso del arco que va de T; a P; (si
dicho arco no existe se toma Post;; = 0). A partir de esta definicién puede verse
que la transicion T; estd habilitada para dispararse siy s6losi M > Ant.;. En dicho
caso, el disparo de la transicién 7; conduce a la nueva marca M , la cual verifica la
siguiente ecuacion:

M = M +Post.j — Ant ; .
Si definimos la matriz A & Post — Ant, entonces se verifica que:
M =M+ Au
donde u es el vector columna definido por: u; =1y u; =0sii # j.

Ejemplo 1.2. Para la red de Petri de la Figura 1.1 obtenemos:

0 1 1 10 0 -1 -1
00 1 10 0 0 -1
At=13 9 of " P =lo 12 4|5 1 2
10 0 00 1 10 1

Entonces las sucesivas marcas que se obtienen por la secuencia de disparos facti-
bles T3, T», Ty, Ty, estan dadas por:

ooy (o) (o) o (o
0+A?=2’2+A(1)=3’
0 1 1 1
o) oy () () ey
+4alo] = , +al1]=

3 . 0 0 . 1
1 0 0 0

Notemos que la marca final M de esta secuencia de disparos (factibles) también
puede obtenerse por:

? 0 0 1 0 ? 1
M = +A|O|+A|T|+A|O)+ALLl] = +A|2

0 0

0 1 0 0 0 0 1

En general, la marca M que se obtiene después de una secuencia de disparos
factibles puede obtenerse como:

M:M—{—Au,
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donde u es el vector columna cuya componente i-€sima es el nimero de veces
que aparece la transicion 7; en la secuencia de disparos dada (es decir que u es la
suma de los vectores que representan a los disparos individuales de la secuencia).
Esto sugiere cierta linealidad en el enfoque considerado; pero como veremos mas
adelante, no es asi.

1.1.3. Semantica de las redes de Petri

Los diferentes componentes de una red de Petri tienen habitualmente las si-
guientes interpretaciones:

= las marcas representan recursos en el amplio sentido de la palabra. Pueden
ser tanto recursos fisicos, como recursos no materiales, tales como: informa-
cién, mensajes, etc.;

= los lugares es donde los recursos pueden esperar o almacenarse;

» las transiciones representan acciones que consumen recursos para luego
transformarlos, o bien producir nuevos recursos;

= los pesos de los arcos que van de un lugar a una transicion, representan el
nimero minimo de recursos de la clase almacenada en dicho lugar que son
necesarios para llevar a cabo la accion representada por la transicion;

= los pesos de los arcos que van de una transicién a un lugar representan el
nimero de recursos de la clase que es almacenada en dicho lugar que son
producidos al llevarse a cabo la accidn que representa la transicion;

= el nimero total de marcas en una red de Petri no necesariamente debe con-
servarse pues, por ejemplo, una transicién puede representar la operacion
de ensamblaje de una parte compleja a partir de partes elementales, o bien
inversamente, puede representar el desguace de una parte compleja en par-
tes elementales. También los mensajes pueden combinarse para producir un
nuevo mensaje (por ejemplo, sumar dos niimeros) o0 un mismo mensaje pue-
de enviarse a varios lugares.

1.2. Ventajas y desventajas de la representacion “lineal”
clasica

1.2.1. Desventajas

Una marca M se dice que es alcanzable desde la marca M, si existe una secuen-
cia de disparos factibles que convierten a la marca M en M. En dicho caso, hemos
visto que si u es el vector representante de dicha secuencia de disparos (es decir,
u; = n si la transicién 7; aparece n veces en la secuencia), entonces se verifica
que:

M =M+ Au .
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Sin embargo, la existencia de un vector no negativo u tal que M = M + Au, no
implica que la marca M sea alcanzable desde M, ya que la condicién M’ > Ant;
debe verificarse en cada paso en el que se pasa de la marca M’ a la M"” por el
disparo de la transicion 7;. Ademads, el vector u no dice nada acerca del orden en
que las transiciones deben dispararse, el cual es importante.

Debido a estas restricciones, el sistema no es realmente lineal y en realidad el
principio de superposicién no se verifica.

1.2.2. Invariantes.
1.2.2.1. Invariantes de lugares

Supongamos que v es un vector fila de dimensién | P| el cual verifica que vA =
0. Entonces vM (lo cual puede interpretarse como la suma ponderada del nimero
de marcas en los lugares con los pesos dados por las componentes del vector v)
se mantiene constante cualquiera sea la secuencia de disparos, pues si M es una
marca alcanzable desde M, entonces resulta que:

M =M+ Au = vM = vM + vAu = vM .
Ejemplo 1.3. Para la red de Petri de la Figura 1.1 tenemos que:

I -1 —1
©10na=@ 10| T 7
0

Por lo tanto, el nimero total de marcas en los lugares P, y P4 se mantiene constante
independientemente de los disparos que se realicen.

1.2.2.2. Invariantes de transiciones

Supongamos ahora que u es un vector columna de dimensién |7| y con com-
ponentes no negativas el cual verifica que: Au = 0. Entonces, cualquier secuencia
de disparos factible que tenga al vector u como representante conserva la marca
inicial, pues

M=M-+Au=M.

Sin embargo, como fue indicado anteriormente, dicha secuencia de disparos
factible puede no existir.

Ejemplo 1.4. Para la red de Petri de la Figura 1.3 obtenemos:

1 -
1 0
-2 1 2
-1 0

I -1
A=
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m P T P 2 7 P
Xg&uﬁ 5 \2&)%)
OP :) T ®P4

Figura 1.3: Conservacién de la marca inicial por la secuencia {73, T}

En este caso podemos ver que la secuencia de disparos T3, T es factible (y con-

serva la marca inicial); pero la secuencia 77, T3 no lo es. Ambas tienen el mismo
t

vector representante u = (1 0 1) .

1.2.3. Otros conceptos y propiedades
1.2.3.1. Conflictos

Definicion 1.5. Se dice que dos tansiciones T; y 7 estdn en un conflicto estructu-
ral cuando:

3k : Anty; x Antkj #0,

lo cual significa que Py es un lugar anterior a ambas transiciones 7; y 7;.
Se dice que un conflicto estructural es efectivo para la marca M si ademas
ambas transiciones T; y T; pueden dispararse, es decir, M > Ant,; y M > Ant.;.

Ejemplo 1.6. En la red de Petri de la Figura 1.3, las transiciones 7, y T3 estan
en un conflicto estructural (P; es un lugar anterior a ambas transiciones) y dicho
conflicto es efectivo en el caso de la Figura 1.3-(a); pero no lo es en el caso de la
Figura 1.3-(b).

El término conflicto proviene del hecho de que si 7; y T estdn en un conflicto
estructural efectivo, entonces puede suceder que solamente una de estas transicio-
nes pueda dispararse (y no ambas a la vez porque no hay “suficientes” marcas en
los lugares anteriores a las mismas como para que esto suceda), y entonces es nece-
sario decidir cual de las dos transiciones se disparard. En cierta forma, dos transi-
ciones que estan en un conflicto estructural compiten por los recursos almacenados
en el lugar anterior que ambas comparten.

1.2.3.2. Paralelismo

Definicion 1.7. Se dice que dos tansiciones 7; y T estdn estructuralmente en pa-
ralelo cuando:

(Ant.,-)’ . Al’l‘t.j =0,

lo cual significa que 7; y T; no tienen lugares anteriores en comun.

Se dice que el paralelismo es efectivo para una marca M si, ademds, ambas
transiciones T; y T; pueden dispararse (estdn habilitadas), es decir, M > Ant; y
M > Ant.j.
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Ejemplo 1.8. En la red de Petri de la Figura 1.3, las transiciones 7} y T, estan
estructuralmente en paralelo. Dicho paralelismo es efectivo en el caso de la Figu-
ra 1.3-(b); pero no lo es en el caso de la Figura 1.3-(a).

1.2.3.3. Vivacidad

Definicion 1.9. Una transicién T; se dice viva, cuando desde cualquier marca al-
canzable desde la marca inicial, existe una secuencia de disparos factibles que con-
duce a una marca en la cual la transicion 7; estd habilitada para dispararse.

Una red de Petri se dice viva si todas sus transiciones son vivas.

Notemos que si una transicion es viva, entonces puede dispararse indefinida-
mente (es decir que existe una sucesion de disparos factibles en donde dicha tran-
sicién aparece infinitas veces). Si una transicién no es viva, entonces se la podria
sacar de la red de Petri pasado cierto tiempo de funcionamiento de la misma.

Ejemplo 1.10. La red de Petri de la Figura 1.1 no es viva pues la secuencia de
disparos considerada en dicha figura conduce a una marca en la cual ninguna tran-
sicién estd habilitada para dispararse (esta situacion recibe el nombre de “dead-
lock™).

1.2.3.4. Acotacion, seguridad

Definicion 1.11. Un lugar P; se dice k-acotado si su marca no es mayor que k para
todas las marcas alcanzables. Un lugar se dice seguro si es 1-acotado. Una red de
Petri se dice segura si todos sus lugares son seguros.

Notemos que si un lugar P; de una red de Petri representa a un lugar de al-
macenamiento con cierta capacidad finita k (un depdsito por ejemplo), entonces el
mismo deberia ser k-acotado si la modelizacion es correcta. Mds adelante veremos
un método sencillo para asegurar dicha acotacion.

Ejemplo 1.12. La secuencia de disparos 753, T} de la Figura 1.4 conduce a una
marca que es igual a la marca inicial, salvo por el hecho de que el lugar P; tiene una
marca mas. Por lo tanto, repitiendo dicha secuencia de disparos k veces obtenemos
k marcas en P, y entonces el lugar P3 no es acotado.

Matematicamente tenemos que (u es el vector representante de la secuencia
T3, Tl)i

o= 0 0
1 0 -1 0 0
Au=1_1 1 (1) =11] " o
1 0 1 0 0

y entonces
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@d E—O—f—®
NN QQ\, 2
oD SO

Figura 1.4: Red de Petri no acotada

Como M > M, la secuencia T3, T} sigue siendo factible, y entonces es posible
repetir este procedimiento para hacer crecer la marca de P; (pues (Au); > 0)
indefinidamente.

A partir de este ejemplo podemos ver que cuando una red de Petri admite una
secuencia de disparos factibles cuyo vector representante u verifica:

Au >0,

entonces dicha red de Petri no es acotada (se aplica exactamente el mismo razona-
miento que en el ejemplo anterior para llegar a la conclusion de que la marca no es
acotada en los lugares P; para los cuales se verifica que: (Au); > 0).

1.2.3.5. Marcas alcanzables

La mayoria de la propiedades anteriores podrian verificarse si se conociese el
conjunto de las marcas alcanzables desde la marca inicial. Sin embargo, el calculo
de todas las marcas alcanzables desde la marca inicial es en general una tarea muy
complicada. En la Figura 1.5 puede observarse dicho cédlculo en un caso sencillo.

1.3. Introduccion del tiempo y comportamiento sistemati-
co

1.3.1. Tiempos asociados a lugares y transiciones

La teoria original de las redes de Petri trata del ordenamiento de eventos, y en
la misma, la dindmica de la red ha sido considerada como una cadena de eventos
(los disparos de las transiciones) restringida inicamente por condiciones ldgicas
(una transicion puede dispararse sélo si estd habilitada). Entonces preguntas tales
como: ; cuando un evento se produce ? no son consideradas. Por lo tanto, para
poder responder a preguntas relacionadas con la evaluacién de la performance de
una red (como por ejemplo, ¢ cuan rapido puede una red producir ?), es necesario
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Figura 1.5: Conjunto de marcas alcanzables

introducir el tiempo. Esto puede hacerse asocidandole tiempos a las transiciones y a
los lugares:

» tiempos asociados a los lugares: estos son los tiempos minimos que las mar-
cas deben permanecer en un lugar antes de contribuir a habilitar el disparo
de una transicion posterior a dicho lugar. Los mismos reciben el nombre de
tiempos de espera;

= tiempos asociados a las transiciones: estos son los tiempos que separan el
comienzo (el consumo de marcas de los lugares anteriores) y la finalizacién
(la produccién de marcas hacia los lugares posteriores) del disparo de una
transicion. Los mismos reciben el nombre de tiempos de disparo.

Los tiempos de disparo pueden utilizarse, por ejemplo, para representar tiem-
pos de produccion en el caso de los sistemas de produccién (en donde las transicio-
nes representan habitualmente a maquinas). Los tiempos de espera, pueden utili-
zarse para representar tiempos de transporte (es el caso en el que el lugar representa
a una ruta o canal que comunica dos procesos); o bien, tiempos de almacenamiento
minimos (como por ejemplo en el caso en que una pieza debe enfriarse antes de
que se pueda aplicarle el siguiente proceso).

Los tiempos de disparo y de espera pueden ser constantes en el tiempo, o pue-
den variar segtin cual sea el nimero de la marca en llegar a un lugar o en disparar
una transicion, o segtin el tiempo, o aleatoriamente.

Observacion 1.13. En realidad, no hay pérdida de generalidad en suponer que
todos los disparos son instantdneos (es decir que todos los tiempos de disparo son
nulos), pues aquellas transiciones con tiempo de disparo no nulo pueden dividirse
en dos transiciones instantaneas (que representan el comienzo y la finalizacién del
disparo) separadas por un lugar que tiene por tiempo de espera al tiempo de disparo
de la transicion original (ver Figura 1.6).
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transicion con transicion con lugar con  transicion con
tiempo de tiempo de tiempo de tiempo de
disparo ¢ disparo 0 espera ¢ disparo 0

| = 0

Figura 1.6: Transformacion que se utiliza para que los disparos sean instantaneos

1.3.2. Transiciones de entrada y salida

Las transiciones que no poseen lugares anteriores reciben el nombre de tran-
siciones de entrada (o fuentes). Los disparos de las mismas se deben a decisiones
externas (son “controladas” desde el exterior). Las transiciones que no poseen lu-
gares posteriores se llaman transiciones de salida (o sumideros). Los disparos de
las mismas nos indican cuando se producen marcas desde la red hacia el exterior.

Las mismas definiciones pueden hacerse para los lugares (los lugares de en-
trada deben ser provistos de marcas desde el exterior). En realidad, como veremos
mads adelante, de acuerdo a cual sea la clase particular de red de Petri bajo conside-
racién, puede resultar mas apropiado “terminar” la red con transiciones (sin lugares
de entrada ni de salida) o con lugares (sin transiciones de entrada ni de salida).

1.3.3. Reglas de funcionamiento

Hasta aqui Gnicamente restricciones 16gicas fueron impuestas al disparo de las
transiciones; pero nada se ha dicho acerca de cuando una transicién debe dispa-
rarse. Habiendo introducido el tiempo, es posible definir ahora un comportamiento
sistemadtico mediante la siguiente regla.

= Tiempo mas rapido de funcionamiento: las transiciones son disparadas tan
pronto como sea posible, es decir, en el primer instante en el cual resultan
disponibles todas las marcas que son necesarias para llevar a cabo el disparo
(es decir que han estado en el lugar correspondiente por lo menos el tiempo
de espera de dicho lugar).

Siguiendo la regla anterior resulta que si ademds son conocidas.

= Reglas de prioridad: estas son reglas que sirven para arbitrar en los lugares
que tienen un conflicto (las mismas indican que transicion debe dispararse
cuando se produce un conflicto, ver §1.2.3.1).

= Trayectorias de entrada: son funciones u; : N — R (una para cada transi-
cion de entrada U;) donde u; (n) es el instante en que la transicion de entrada
U; se enciende por n-ésima vez.

entonces es posible determinar todos los instantes en los cuales se producen los
eventos en la red de Petri, como por ejemplo, los sucesivos disparos, el arribo y la
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partida de marcas de un lugar, etc. En particular, es posible determinar los instantes
en que se producen los disparos de las transiciones de salida, los cuales conforman
las trayectorias de salida.

1.4. Estructuras especiales

1.4.1. Competencia y sincronizacion
1.4.1.1. Competencia por proveer: uniéon en un lugar

Esta situacién se da cuando un lugar tiene varias transiciones anteriores (ver
Figura 1.7). En este caso existen varias “fuentes” que proveen de marcas a dicho
lugar.

Figura 1.7: Unién en un lugar

Como ejemplo de una situacion de este tipo podemos citar el caso en el cual
el lugar representa a un depésito de cierto producto que es fabricado por varias
maquinas diferentes (las transiciones representan a dichas maquinas).

1.4.1.2. Competencia por consumir: bifurcacion en un lugar

Esta situacion se da cuando un lugar tiene varias transiciones posteriores (ver
Figura 1.8). Estas transiciones “compiten” por los marcas de dicho lugar. Se trata
de un conficto estructural el cual ya fue estudiado anteriormente (ver §1.2.3.1).

\*2

Figura 1.8: Bifurcacion en un lugar
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1.4.1.3. Sincronizacion en la provision: bifurcacion en una transicion

Esta situacién se da cuando una transicion tiene varios lugares posteriores (ver
Figura 1.9). En este caso las marcas (las cuales pueden representar recursos, partes,
mensajes, etc.) son enviadas en forma simultdanea hacia los consumidores posterio-
res.

Figura 1.9: Bifurcacién en una transicion

Por ejemplo, este caso se presentaria cuando la transicién representa a una ope-
racién en la cual una pieza compleja es dividida en varias partes mas elementales
(desguace).

1.4.1.4. Sincronizacion en el consumo: union en una transicion

Esta situacion se da cuando una transicién tiene varios lugares anteriores (ver
Figura 1.10). Las marcas esperan en estos lugares hasta el instante en el cual resulta
disponible la tltima marca que es necesaria para habilitar el disparo de la transicién
(es decir que ha estado en el lugar correspondiente al menos el tiempo de espera de
dicho lugar). En dicho instante son consumidas simultdneamente todas las marcas
que son necesarias para el disparo de la transicion.

O—

Figura 1.10: Unidn en una transicion

1.4.2. Algunos mecanismos de control
1.4.2.1. Previniendo los disparos simultineos de una transicion

Debido a las definiciones que hemos realizado, nada impide que una transi-
cion realice varios disparos simultdneamente (si el disparo de una transicion no es



1.4. Estructuras especiales 13

intantaneo, entonces puede suceder que dicha transicion sea disparada por segun-
da vez, sin que el primer disparo se haya completado). Si se desea evitar dicho
fenémeno (como por ejemplo, cuando una transicion representa a una maquina
que realiza cierta tarea sobre una pieza; pero que no puede trabajar sobre dos o
mads piezas a la vez) se debe agregar un lugar extra asociado a dicha transicion. Es-
te lugar extra debe tener como tnica transicion anterior y posterior a la transicion
considerada . Esto se representa en la Figura 1.11 con o sin la transformacion que
se utiliza para obtener que el disparo de todas las transiciones sea instantaneo (ver
Figura 1.6).

transicién con transicién con lugar con transicién con
tiempo de tiempo de tiempode  tiempo de
disparo t disparo 0 espera t disparo 0
( Jlempo de L _tiempo ;
#puesta en ~puesta en
marcha 6 marcha 6
0
O o5
servidor servidor
libre ocupado

O, O

Figura 1.11: Reciclado de una transicién

El agregado de este “bucle” recibe el nombre de reciclado de la transicion.
Ademads se podria asignar un tiempo de espera positivo al “lugar de reciclado” para
forzar un tiempo minimo entre la finalizacién de un disparo y el inicio del siguiente
(esto puede interpretarse como un tiempo de “puesta en marcha’). Notemos que la
posicion de la marca en el “bucle” indica si la transicién estd “ocupada” o “deso-
cupada”.

1.4.2.2. Control del flujo

Una modificacion similar al reciclado permite acotar el flujo de marcas a través
de una transicién con tiempo de disparo nulo (ver Figura 1.12). Notemos que si
la marca inicial del lugar extra asociado a la transicién (el cual al igual que en
el reciclado debe tener como tunica transicidon anterior y posterior a la transicion
considerada) es m, y si su tiempo de espera es ¢, entonces el fluyjo maximo de
marcas a través de la transicion considerada es de m marcas por cada ¢ unidades de
tiempo.
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transicion con
tiempo de
disparo 0

> >

lugar con
tiempo de
espera 3

Figura 1.12: Flujo maximo de 2 marcas por cada 3 unidades de tiempo

1.4.2.3. Lugares con capacidad finita

En la modelizacion de muchos sistemas fisicos resulta natural encontrar que
algunos lugares poseen cierta cota superior en el nimero de marcas que pueden
contener. Por ejemplo, este seria el caso cuando un lugar representa a un depdsito
que posee una capacidad finita. Esta acotacién puede lograrse de la siguiente ma-
nera. Supongamos que deseamos que el lugar P posea una capacidad maxima de
K marcas. Consideremos el caso en el cual P tiene a 7; como su Unica transicion
anterior y a 7; como su tinica transicion posterior (esta construccion puede exten-
derse en forma directa a casos mds generales). Entonces se agrega un lugar extra
P’ de tal manera que posea a 7; como su Unica transicién anterior y a 7; como su
tinica transicién posterior. Si la marca inicial de P es u (1 < K), entonces a P’ se
le asigna la marca inicial K — u (ver Figura 1.13). Como el nimero total de marcas
en Py P’ se mantiene constante (notemos que cada vez que se saca una marca de
uno de estos lugares se agrega una marca al otro), resulta que el nimero maximo
de marcasen P es K.

Figura 1.13: Depésito con capacidad maxima 6 (el depdsito contiene 4 elementos
y hay dos lugares libres)
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1.4.2.4. Sincronizacion del disparo de transiciones

A veces puede suceder que dos o mas transiciones de una red de Petri repre-
senten la misma operacion fisica. En ese caso dichas transiciones deberian sincro-
nizarse para que se enciendan siempre simultineamente. Esto puede lograrse en
al menos dos formas (una de las cuales no es del todo aceptable desde el punto
de vista de la teoria cldsica de redes de Petri; pero como veremos mds adelante,
es matemadticamente correcta en el aspecto de expresar simultaneidad) las cuales
equivalen a “unir” a las transiciones consideradas (ver Figura 1.14).

© . 1 () |

Figura 1.14: Dos mecanismos para sincronizar dos transiciones

1.5. Redes de Petri especiales

1.5.1. Sin sincronizacion: maquinas de estado, automatas
1.5.1.1. Caracteristicas

Las redes de Petri sin sincronizacién son aquellas en las cuales todas las tran-
siciones tienen a lo sumo un lugar anterior y a lo sumo un lugar posterior (ver
Figura 1.15). En dichas redes no resulta apropiado tener transiciones de entrada o
de salida, y por lo tanto, resulta conveniente “terminarlas” con lugares (en dicho
caso cada transicién posee exactamente un lugar anterior y un lugar posterior). Las
redes de Petri en la cuales cada transicion posee exactamente un lugar anterior y un
lugar posterior reciben el nombre de mdquinas de estado. En las maquinas de esta-
do la asignacion de tiempo a las transiciones y lugares no es importante (su inico
efecto es el de retardar los disparos de las transiciones) ya que la cuestion principal
es l6gica (marcas alcanzables, eliminacién de bloqueo, etc.). En las mismas, el con-
trol principal es el disparo de las transiciones. Cuando el nimero total de marcas
es uno, podemos pensar que la inica marca indica cual es el estado del sistema (los
lugares representan los posibles estados del sistema), y la red que obtenemos pue-
de interpretarse como un autémata. Si ademads cada lugar posee exactamente una
transicion posterior, entonces dicho autémata resulta ser deterministico. Si este no
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es el caso, el autémata no es deterministico (como en la Figura 1.15) y entonces
entre cada par de estados es posible tener varias trayectorias. Si en el caso no de-
terministico se asignan probabilidades a los arcos que salen de un lugar, entonces
obtenemos que el autémata es estocastico.

T Py fb) P

P, )

O /\
L) @)
T

3 p3

Figura 1.15: Méquina de estados que se obtiene al eliminar la sincronizacion en la
red de Petri de la Figura 1.1

1.5.1.2. Invariantes

Como en una maquina de estados cada transicion tiene exactamente un lugar
anterior y un lugar posterior, la matriz A = Post — Ant tiene exactamente un —1 y
un 1 por columna (supondremos que todos los arcos tienen peso uno). En realidad,
A puede pensarse como la matriz de incidencia nodo-arco! del grafo dirigido que se
obtiene cuando se reemplaza a cada transicion por un arco que va del lugar anterior
al lugar posterior a dicha transicién (los nodos de este grafo son los lugares de la
red de Petri inicial). A partir de esta observacién, y de resultados simples de la
teoria de grafos, obtenemos las siguientes consecuencias.

= Invariante de lugares: como A tiene exactamente un —1 y un 1 por columna
resulta que

(1 ... )A=0.
Por lo tanto, el niimero total de marcas en una maquina de estados permanece

constante.

Para que una red de Petri sea viva su marca inicial debe ser no nula. Para
una maquina de estados esta condicién es también suficiente si la misma es
fuertemente conexa.

'La componente A;; de la matriz de incidencia nodo-arco del grafo dirigido § = (E =
{er,...,er}, V ={vy, ..., v,}) se define como: 1 sie; = (v, v;) para algin /, —1 sie; = (v;, v)
para algun /, 0 en cualquier otro caso.
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= Invariante de transiciones: supongamos que u es el vector (columna) ca-
racteristico de un circuito,” es decir que las componentes de u correspon-
dientes a los arcos (transiciones) del circuito valen 1, y las restantes valen 0.
Entonces se verifica que:

Au=0.

En consecuencia, cuando en una maquina de estados todas las transiciones
de un circuito son disparadas una sola vez, entonces se obtiene nuevamen-
te la marca inicial (ver por ejemplo los circuitos {T>, 71} vy {73, T1} en la
Figura 1.15).

1.5.2. Sin conflictos: grafos de eventos
1.5.2.1. Caracteristicas

Las redes de Petri sin competencia son aquellas en las cuales todos los luga-
res tienen a lo sumo una transicién anterior y a lo sumo una transicion posterior
(ver Figura 1.16). Para dichas redes de Petri no resulta apropiado tener lugares de
entrada o de salida, y por lo tanto, resulta conveniente “terminarlas” con transi-
ciones (logrando de esta manera que cada lugar posea exactamente una transicion
anterior y una transicion posterior). Las redes de Petri en las que cada lugar posee
exactamente una transicion anterior y una transicién posterior reciben el nombre de
Grafos de Eventos. Un grafo de eventos no puede modelizar conflictos (Ia marca de
un lugar puede ser “‘consumida’ por una Unica transicion predeterminada); pero si
puede modelizar sincronizacién. Por lo tanto, la asignacién de tiempo a los lugares
y a las transiciones juega un rol importante en la dindmica de dichos grafos. En los
Grafos de Eventos los lugares juegan el rol de arcos (que tienen marcas y que van
desde su tnica transicidn anterior a su tinica transicion posterior) y las transiciones
el rol de nodos.

1.5.2.2. Invariantes

Como en un Grafo de Eventos cada lugar tiene exactamente una transicion
anterior y una posterior, la matriz A = Post — Ant tiene exactamente un —1
y un 1 por fila (supondremos que todos los arcos tienen peso uno). La matriz A
puede pensarse como la matriz de incidencia arco-nodo® de un grafo (aquel en
el cual se reemplaza a los lugares por arcos), de donde obtenemos las siguientes
consecuencias.

= Invariante de transiciones: como

Al:]=o0,
1

2Recordemos que en una miquina de estados pensamos a las transiciones como arcos.
3La matriz de incidencia arco-nodo es igual a la transpuesta de la matriz de incidencia nodo-arco
que ya fue definida.
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Figura 1.16: Grafo de eventos que se obtiene al eliminar los conflictos en la red de
Petri de la Figura 1.1

resulta que si en un Grafo de Eventos todas las transiciones son disparadas
una sola vez, entonces se obtiene nuevamente la marca inicial.

= Invariante de lugares: si u es un vector (fila) caracteristico de un circuito
(pensando a los lugares como arcos), es decir que las componentes de u
correspondientes a los arcos (lugares) del circuito valen 1 y las restantes
valen 0, entonces se verifica que

uA =0.

Por lo tanto, el nimero total de marcas en cualquier circuito de un Grafo de
Eventos es constante.

Un Grafo de Eventos es vivo solamente cuando existe al menos una marca
en cada uno de sus circuitos (pues por la propiedad anterior una transicion
de un circuito sin marcas nunca puede dispararse). Se puede demostrar que
esta condicion también es suficiente si el Grafo de Eventos es auténomo (es
decir, sin transiciones de entrada).

Utilizando la transformacion representada en la Figura 1.6, podemos suponer
que solamente hay tiempos de espera asignados a los lugares (es decir que el dis-
paro de todas las transiciones es intantaneo). Cuando estos tiempos de espera son
constantes (que ademas consideraremos enteros definiendo apropiadamente la uni-
dad de tiempo), los mismos son representados mediante barras colocadas en los
lugares correspondientes. Por ejemplo, en la figura siguiente se representa a un
lugar con una sola marca y un tiempo de espera de dos unidades de tiempo.

D)
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1.5.3. Separacion de conflictos y sincronizacion: redes con libre elec-
cion

Supongamos que una red de Petri verifica la siguiente propiedad: si un lugar
P; es anterior a la transicion 7; , entonces P; es el tnico lugar anterior a 7;. En-
tonces en dicha red de Petri, una bifurcacién en un lugar no puede ser seguida
inmediatamente por una unién en una transicién (ver Figura 1.17). En este caso la
eleccion de la transicion posterior al lugar P; que consumird una marca del mismo
es libre, y no estd condicionada por una restriccién de sincronizacién sobre dicha
transicion (si ademads del lugar P; la transicién 7; tuviese otro lugar anterior Py sin
marcas, entonces esta transicion no estaria habilitada para dispararse, y por lo tanto
no podria consumir una marca de P;, con lo cual la eleccién dejaria de ser libre).
En este caso los conflictos y las sincronizaciones estan “separados”.

excluye

Figura 1.17: Libre eleccion, primer definicién

Otra condicién menos restrictiva que asegura esta propiedad de libre eleccién
es la siguiente: si dos transiciones T; y T} tienen un lugar anterior en comun, enton-
ces tienen el mismo conjunto de lugares anteriores (ver Figura 1.18). En este caso,
dos transiciones posteriores a un lugar estan sujetas a las mismas restricciones de
sincronizacion, y por lo tanto, la eleccién de la transicién que consumird una marca
de dicho lugar no resulta afectada por restricciones de sincronizacion.

:|Tk Q—»}Tk

situacion correcta situacion incorrecta

Figura 1.18: Libre eleccidn, segunda definicién

Existen otras condiciones equivalentes como por ejemplo: si dos lugares P; y
Py tienen una transicién posterior en comun, entonces tienen el mismo conjunto de
transiciones posteriores.
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La clase de las redes de Petri que poseen esta propiedad de libre eleccidn parece
ser la clase menos restrictiva en la cual resultan tratables cuestiones tales como
vivacidad, acotacién, etc. Muchos resultados se basan en la descomposicién de
una red en subredes que sean Grafos de Eventos (conectadas mediante lugares con
eleccion), o bien, en subredes que sean maquinas de estados (conectadas mediante
transiciones con sincronizacion).



Capitulo 2

Semi-anillos idempotentes, dioide

En este capitulo estudiaremos ciertas estructuras algebraicas que estin moti-
vadas por el deseo de obtener modelos “lineales” para una clase de redes de Petri
temporalizadas (grafos de eventos).

Comenzaremos con la estructura de semi-anillo, la cual comparte varias carac-
teristicas con el algebra lineal convencional. En estas estructuras, la suma puede
0 no simetrizarse, es decir, se puede o no extender el conjunto de manera tal que
cada elemento posea un elemento opuesto.

Luego consideraremos los semi-anillos idempotentes o dioides que son semi-
anillos en los cuales la suma es idempotente. Una consecuencia del hecho de que
la suma sea idempotente es que no es posible definir el elemento opuesto. Sin em-
bargo, una relacion de orden queda naturalmente definida como consecuencia de
que la suma es idempotente, y entonces, un semi-anillo idempotente posee carac-
teristicas en comun tanto con el algebra lineal convencional como con los lattices o
semilattices. Esta relacion de orden juega un rol muy importante, tanto es asi, que
se puede decir que lo que se pierde por la ausencia de elemento opuesto se recupera
en cierta forma gracias a la relacién de orden.

2.1. Definicion y ejemplos

2.1.1. Semi-anillos

Definicion 2.1. Un semi-anillo es un conjunto S en el cual estdn definidas dos
operaciones llamadas suma (representada por @) y multiplicacion (representada
por ®) que verifican los siguientes axiomas:

= asociatividad de la suma

a®b)®c=adb®c), Va,b,ceSs§,;

= conmutatividad de la suma

adb=bda, Va,beS;

» asociatividad de la multiplicacién

@®b)®c=a®b®c), Va,b,ceSs§,;

21
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= la multiplicacion es distributiva con respecto a la suma

a®@b®c)=@b)d o),
bB)R®a=0bR®a)®(c®a), VYa,b,ceS§;
es decir, la multiplicacién es distributiva con respecto a la suma tanto a de-
recha como a izquierda (notemos que una afirmacién no implica a la otra

porque la multiplicacidn no es necesariamente conmutativa);

= existe un elemento nulo

deeS: a®e=a, VYaeSs,;

m existe un elemento unidad

JeeS: aQRe=eQRQa=a, VaelS,;

= ¢l elemento nulo es absorbente

ceQa=aQR®e=¢, VYaelSs.

Ejemplo 2.2. Como primer ejemplo de semi-anillo tomemos S = R U {—o0} (lo
mismo vale para S = QU {—o0} 0 § = Z U {—o0}) y definamos

a®b=mix{a,b}, a®b=a+b, Va,beSs.

Entonces se puede verificar ficilmente que S con estas operaciones verifica
todos los axiomas anteriores (notemos que es necesario agregar a R el —oo, pues
en caso contrario, la suma no tendria elemento nulo). En este caso tenemos que
e = —oo y e = 0. Observemos también que la suma es idempotente, es decir,
a®a =,VYa € S. Este semi-anillo serd representado por R sx.

Ejemplo 2.3. Otro ejemplo de semi-anillo es el conjunto de los nimeros naturales
N con la suma y multiplicacién habituales.

Observacion 2.4. Muchas veces el simbolo ® serd omitido como sucede habitual-
mente en el dlgebra convencional. Desde aqui en adelante

a®...®a
————

k veces

serd representado por a* y a? serd igual a e.
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2.1.2. Idempotenciay orden

Definicion 2.5. Si en un semi-anillo S la suma @ es idempotente, es decir si
aba=a, Vaels,

entonces diremos que S es un semi-anillo idempotente o un dioide.

Cuando la suma & es idempotente, queda inmediatamente asociada a ella una
relacién de orden, como lo indica el siguiente teorema.

Teorema 2.6. En un dioide S se verifica la siguiente equivalencia:
a=a®b<dc:a=b®c, Va,bes.

Estas afirmaciones equivalentes definen una relacion de orden (parcial) = en
S que estd definida por:

a>b<=a=adb.
Esta relacion de orden es compatible con la suma, es decir
a>b=a®c>bdc, Vcels,
y con la multiplicacion, esto es
a>b=ac>bc, YceS

(lo mismo para la multiplicacion a izquierda). Ademds todo par de elementos a 'y b
de S posee una menor cota superior (que llamaremos simplemente cota superior)
la cual estd dada por a @ b y € es el menor elemento de S.

Demostracion.

m Sia = a® b, entonces tomando ¢ = a, resultaque b ¢ = b P a = a.
Inversamente, si a = b @ ¢, entonces sumando b a ambos lados de esta
igualdad obtenemos: a b= b b c)Db=(bDb)Dc=bDHc =a.

m Para mostrar que > es una relacion de orden es necesario probar que es
reflexiva, antisimétrica y transitiva.

1. Reflexiva(a = a ,Va € S):

aba=a=a>a, Vaes§.

2. Antisimétrica(a > b,b > a = a = b):

a>b=a=a®b

ba=b=b®a }=>a=a®b=b@a:b,
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Transitiva(a > b, b > ¢ = a > ¢):

{a:b} {a:a@b} 1Oc=a®bdc
=

a=a®b =
b>c b=b®c b—bec
a®c=ad®b
:a=aEBb }=>{a_a®c}:>{azc}.

Comoa>b=a=a®b,resultaquea®c=a®b®c=a®bDchHc =
(a®c)d(bdc),yporlotantoa G c > b P c.

Comoa > b= a=a®b,resultaque ca = c(a®b) = ca®ch,y entonces
ca > cb.

Claramente a &b > aya @ b > b pues
(a®b)®a=@®a)®b=a®b,
y andlogamente, (a ®b) Bb=ad (b Db) =a Db .
Ademdssic > ayc > b,resultaquec =c®ayc=c® b,y entonces
c=c®c=chDa®DcPDb=cPDadb,

lo cual implica que ¢ > a & b. Por lo tanto, a & b es la menor de las cotas
superiores de a y b.

Finalmente comoa @ ¢ = a ,Va € S, resultaque a > ¢ ,Va € §, es decir
que ¢ es el menor elemento de S (como ¢ es el elemento neutro de la suma,
de esta ultima propiedad se podria concluir que todos los elementos de S son
mayores que el “cero” y por lo tanto “positivos”). O

Notemos que la relacién de orden > inducida por @ es un orden fotal, es decir

a>b obien b>a, Va,beS

siy solamente si

adb=a o a®b=>b, Va,bes.

El teorema anterior nos dice que toda suma idempotente induce una estructura

de sup-semilattice, es decir, induce una relacién de orden parcial de tal manera que
todo par de elementos posee una cota superior (recordemos que llamamos simple-
mente cota superior a la menor de las cota superiores). Podriamos pensar también
en sentido inverso. Supongamos que D es un sup-semilattice (con elemento mini-
mo &) y representemos con a V b a la cota superior de a y b. Es facil verificar que
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si definimos la suma de dos elementos como su cota superior, entonces la opera-
cion suma resultante es idempotente (ademds de asociativa y conmutativa). Ahora
la cuestion es la introduccidn de otra operacion ® que verifique todos los axiomas
de la definicién de semi-anillos, en particular, debe ser distributiva respecto a la
suma V.

Observacion 2.7. Una consecuencia importante del hecho de que la suma @ sea
idempotente es que un elemento a no posee opuesto (es decir, no existe b tal que
a @ b = ¢) salvoen el caso en que a es ¢, ya que

adb=c=>¢ec>a;

pero como a > ¢, resulta entonces que a = ¢.
También la suma @ no es cancelativa, es decir, a & b = a & ¢ no implica en
general que b = c. Por ejemplo en R4«

5063 =max{5,3} =5=max{5,1} =5 1.

2.1.3. Ejemplos de semi-anillos idempotentes

En la siguiente tabla (extracta de [10]) pueden encontrarse los semi-anillos
idempotentes mas comunes asi como su drea de aplicacion.

I S | ® | ® | & | e | Aplicacion | Nombre ||
R U {400} min + +o00 0 camino mas corto R
R U {400, —c0} | min + 400 0 camino mas corto Rinin
R U {—o0} max + —00 0 camino mas largo Rinax
R* U {+o0} max min 0 | +oo | capacidad mixima | R .
[0, 1] max X 0 1
RF méx x 0 1 N
{0, 1} max min 0 1 l6gica B
P(z¥) U | prod.lat. | @ lenguages L

Notemos que el orden inducido por la suma @ en Ry, es el orden inverso al
habitual, es decir, > es < (por ejemplo, como 1 & 3 = min{l, 3} = 1, resulta que
1> 3).

Ejemplo 2.8. Sea 2R ¢ conjunto formado por todos los subconjuntos del plano
RR?, incluyendo a @ y a R?. Definamos a la suma @ como U y a la multiplicacién
® como + (suma vectorial), es decir

A®B=A+B={xeR*|x=y+z,yeA, zeB}.

2 . . . .2
Entonces 2% con estas operaciones es un dioide en donde la relacién de orden >
es D. Este es un ejemplo en donde la relacién de orden es parcial.
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Ejemplo 2.9. Un ejemplo similar en dimensiéon uno se obtiene considerando el
subconjunto L de 2% compuesto por todos los intervalos de la forma (—oo, x] don-
de x € R, mds el conjunto vacio, y con las mismas operaciones que en el ejemplo
anterior. Notemos que este dioide es isomorfo (la definicidon exacta serd dada mas
adelante) a R, 5« por la biyeccion:

Si x = —00;

RU{—-0c0} > L :xt+> )
(—o0, x] en caso contrario.

2.1.4. Subdioide

Definicion 2.10. Un subconjunto D de un dioide S se dice que es un subdioide si
mececDyeeD;

= D es cerrado con respecto a la suma @ y a la multipliacién ®, es decir,
a®beD,a®beD  Va,beD.

Notemos que la primera condicién es importante. Por ejemplo, B no es un
subdioide de R:géx’ml,n (ver la tabla anterior) pues +o0o ¢ {0, 1}. El dioide (Z U
{—o0}, max, +) es un subdioide de R,x.

2.2. Homomorfismos, isomorfismos y congruencias

2.2.1. Homomorfismos

Definicion 2.11. Una funcién IT de un semi-anillo D en un semi-anillo S se dice
que es un homomorfismo si

[Madb) =M@ el vy Il()=¢e, Va,beD, (2.1a)
Ma®b)=T(a)QIKHB) y Il(e)=e, Va,beD. (2.1b)

Por supuesto que las operaciones que aparecen en el lado izquierdo (respecti-
vamente en el lado derecho) son las operaciones de D (respectivamente de §).

Supongamos que I1 es sobreyectiva. Veamos entonces que la primera parte de
(2.1a) (respectivamente (2.1b)) implica a la segunda parte, que por lo tanto resulta
ser redundante. Debemos mostrar que I1(e) es un elemento nulo de S (y por lo
tanto es igual a ¢ ya que en un semi-anillo el elemento nulo es Gnico). Sea ¢ € S.
Como [T es sobreyectiva sabemos que existe a € D tal que I1(a) = c. Entonces a
partir de la primera parte de (2.1a) obtenemos que

che)=Tl)Pc=Ia)@®I(e) =Tl(aPe) =Il(a) =c.

Como c es arbitrario, resulta entonces que I1(g) = e.

Una funcién que verifica inicamente la primera parte de (2.1a) (respectivamen-
te la primera parte de (2.1b)) recibe el nombre de @-morfismo (respectivamente
®-morfismo).
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Definicién 2.12. Sean D y S dos conjuntos ordenados.! Entonces se dice que una
funcién IT de D en S es mondtona si

a>b=1TIl(a) = 11(b), Va,beD.

Si D y S son semi-anillos idempotentes, entonces todo 6-morfismo IT es una
funcién mondtona, ya que

a>b=>a=a®b=TIl(a)=Tl(a®b) =TIl(a) ®T1(b) = Il(a) = I1(bH) .

Sin embargo, una funcién mondtona no es necesariamente un @-morfismo. Una
funcién mondétona solamente verifica que

[M(a®b) > (a)dI1(b), Va,beD
pues

a®b>a=Tl(a®b) >=TIl(a)

a®b>b=T(a®b) = () }in(a@b)in(a)eaﬂ(b)

donde la dltima implicacion se debe a que I[1(a) & I1(b) es la menor de las cotas
superiores de [1(a) y I1(b).

2.2.2. Isomorfismos

Definicion 2.13. Una funcién IT de un semi-anillo D en un semi-anillo S se dice
que es un isomorfismo si I1~! existe y tanto IT como IT~! son homomorfismos.

Lema 2.14. Si I1 es un homomorfismo biyectivo de D en S, entonces Il es un
isomorfismo.

Demostracién. Bastarfa probar que IT1~! verifica (2.1a). Sean ¢, d € S. Entonces
como

N el '(d)=1T")e NI ') =cod,
resulta que
N'ced) =" el '@,

y por lo tanto IT~! es un @®-morfismo. Andlogamente se puede probar (2.1b). [

'Es decir que tanto en D como en S estd definida una relacién de orden (posiblemente parcial).
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2.2.3. Congruencias

Definicion 2.15. Una congruencia en un semi-anillo S es una relacién de equi-
valencia R en S que es compatible con la suma @ y con la multiplicacién ®, es
decir

AaRb= (a®c)RbLODc), @Q®c)RMb®c), Va,b,ce S.
(lo mismo para la multiplicacién a izquierda por c).

Lema 2.16. El espacio cociente de S por una congruencia R (es decir, el conjunto
de las clases de equivalencias S/ R) es un semi-anillo con la suma y la multiplica-
cion inducidas por las operaciones de S.

Demostracion. La principal dificultad radica en mostrar que estdn bien definidas
la suma y la multiplicacién inducidas en S/ R,? esto es, que no dependen de los
representantes de las clases que se tomen. Supongamos que a R ¢ y b R d. Entonces
debemos mostrar que (a @ b) R(c & d) (con esto quedaria demostrado que la suma
estd bien definida). Pero

aRc= (a®b)R(cb)

bRd = (c®b)R(c®d) }:>(Cl®b)fR(CEBd),

Un razonamiento andlogo demuestra que la multiplicacion estd bien definida.
La verificacién de los axiomas de semi-anillos es directa a partir del hecho de que
S es un semi-anillo. O

Una clase especial de congruencia, que jugara un rol importante mds adelante,
estd dada por el siguiente lema.

Lema 2.17. Sea I1 un homomorfismo del semi-anillo S en el semi-anillo D. En-
tonces la relacion de equivalencia Ry definida por

aRnbsT(a)=I10HB), Va,bels,
es una congruencid.

Demostracion. La verificacion de que R;; es una relacion de equivalencia es direc-
ta. Veamos que es una congruencia. Supongamos que a Ry b y sea ¢ € S. Entonces
como

[Ma®c) =T(a)®I(c) =T1(h) ®TI(c) =TI(bD c) ,

resulta que (a @ ¢) Ry(b @ ¢) y por lo tanto Ry es compatible con la suma. Un
razonamiento andlogo demuestra que R es compatible con la multiplicacién. [

2Estas operaciones estdn definidas por:
lal®@ bl =la®blylal @bl =[a ®D],

donde [a] es la clase de equivalencia de a, es decir {b € S | bR a}.
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Notemos que el espacio cociente S/ Ry es isomorfo a IT (S) (el cual también
es un semi-anillo) por la biyeccion:

S/ Ry — TI(S) : [a] = T1(a) .

Ademads S/ Ry es isomorfo a S si IT es inyectiva.

2.3. Mas acerca de la relacion de orden en un dioide

Como ya hemos visto, un dioide tiene asociada naturalmente una relacion de
orden que le confiere una estructura de sup-semilattice. También hemos visto que
un dioide posee un elemento base o minimo (&) que es menor que cualquier otro
elemento. En esta seccion estudiaremos mas propiedades de los semilattices y lat-
tices, asi como su relacion con la multiplicacién ®.

2.3.1. Dioides completos
2.3.1.1. Completitud y completacion

Definicion 2.18. Un sup-semilattice completo es un conjunto ordenado en el cual
cada subconjunto finito o infinito de elementos posee una menor cota superior.
Andlogamente se define un inf-semilattice completo. Un lattice completo es un inf-
semilattice y sup-semilattice completo.

A partir de esta definicion resulta natural definir:

Definicion 2.19. Un dioide es completo si

= es un sup-semilattice completo (entonces se define la suma de un conjunto
infinito de elementos como la menor cota superior de ese conjunto),

» la propiedad distributiva de la multiplicacién con respecto a la suma se ex-
tiende a sumas infinitas (como veremos mds adelante, esta condicion puede
pensarse como la propiedad de semicontinuidad inferior de la multiplica-
cién).

Todo dioide completo S posee un elemento maximo T (T > a ,Va € §)el
cual estd dado por la suma de todos los elementos de S, es decir

T=@a.

aes

Notemos que T es absorbente para la sumapues T@a = T , Va € Sy ademds

T®8=(@a>®8=@(a®8)=8.

aes aes
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Ejemplo 2.20. R,,s;x no es un dioide completo ya que, por ejemplo, el conjunto
N no posee cotas superiores. Para que R4 sea completo es necesario agregar el
elemento T = +o0. El dioide completo que se obtiene de esta manera se representa
por Rps. Entonces T ® ¢ = ¢ se traduce en la regla (—oo) + (+00) = —o0.
Observemos que R =R U {—00} U {400} con la operacion ® (la suma habitual)
ya no tiene estructura de grupo pues no existe T

Observacion 2.21. Un subdioide de un dioide completo no es necesariamente
completo. Por ejemplo, (Q U {—oo} U {400}, mdx, 4+) es un subdioide de R y4x;
pero no es completo.

2.3.1.2. Maxima cota inferior

Teorema 2.22. Un sup-semilattice completo que posee un elemento minimo o base
es un lattice completo.

Demostracion. Sea C un subconjunto de un sup-semilattice completo S. Debemos
probar que C tiene una maxima cota inferior (es decir, mayor que cualquier otra
cota inferior de C). Sea T el subconjunto de todas las cotas inferiores de C. Este
subconjunto es distinto del vacio pues contiene al menos al elemento minimo o
base. Sea ¢ la minima cota superior de 7', la cual sabemos que existe pues S es un
sup-semilattice completo. Veamos que ¢ es la maxima cota inferior de C. Primero
veamos que ¢ es cota inferior de C (y por lo tanto pertenece a 7). En realidad T
estd acotado superiormente por cada b € C (por definicion de 7). Como ¢ es menor
o igual que cualquier cota superior de T (por definicién de minima cota superior),
resulta que b > ¢, Vb € C, y por lo tanto ¢ € T. Entonces, ¢ es menor o igual
que todos los elementos de C y mayor o igual que cualquier cota inferior de C (los
elementos de 7'). Por lo tanto, ¢ es la maxima cota inferior de C. O

Como un dioide completo S es un sup-semilattice completo y ademds posee un
elemento minimo &, por el teorema anterior sabemos que todo subconjunto de S
posee una maxima cota inferior (que desde ahora en adelante llamaremos simple-
mente cota inferior). La cota inferior de a y b serd representada por a A b. Entonces
se verifica la siguiente equivalencia:

a>>bsa=a®dbsb=anb, VYa,beS. 2.2)

Notemos que la operacidn A es asociativa, conmutativa, idempotente y tiene
elemento neutro T. Ademas se verifica que

ana@a®b)=a®(anb)=a, Va,bes§,
pues
(a®b)>=a=an(a®db)=a
y a>(@@Ab)=a®@Ab)=a, Va,bes.
Esta ultima propiedad recibe el nombre de ley de absorcion.

Ejemplo 2.23. En el dioide <2R2, U, +> la cota inferior A es simplemente la N.
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2.3.1.3. Relacion entre ® y A

La equivalencia (2.2) puede dejar la impresién de que la suma & y la cota
inferior A juegan roles simétricos en un dioide completo. Esto es verdad desde el
punto de vista de la estructura de lattice; pero no es verdad en lo que concierne a
la relacién con la segunda operacién de un dioide, es decir, la multiplicacion ®.
Como la multiplicacién a izquierda por ¢ (andlogamente para la multiplicacion a
derecha) es una funciéon mondétona (ver Teorema 2.6) se verifica que

(ca) AN(cb) =c(anb), Va,b,ceS
pues

a>aAnb= (ca) = c(aNb)

b>anb= (ch) > clanb) }:>(ca)/\(cb):c(a/\b), Ya,b,ce S .

Esta propiedad recibe el nombre de sub-distributividad de ® con respecto a A.
Cuando un dioide es totalmente ordenado se puede demostrar la distributividad
de ® con respecto a A; pero esto no es cierto en general para un dioide con una
relacion de orden parcial, como lo demuestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.24. Consideremos el dioide <2R2, U, +>. Si tomamos

a={1,0}), b={0D} y e=[-1,11x[-1,1]
entonces resulta que

clanb)y=c+@nNb)=c+ 9 =43,
(ca) A (cb) = (c+a)N (c+Db)
= ([O, 2] x [—1, 1])0([—1, 17 x [0, 2])
=[0,1] x [0, 17,

y por lo tanto (ca) A (cb) = ¢ (a A b); pero (ca) A (cb) # c (a A D).

Existen situaciones en las cuales la distributividad de ® con respecto a A se
verifica para ciertos elementos. En el siguiente lema se presenta uno de estos casos.

Lema 2.25. Si a admite una inversa a izquierda b 'y una inversa a derecha c, en-
tonces

» b = cy a esta linica inversa la representaremos por a”';

ma(xAy)=ax ANay, Vx,y.

Lo mismo se verifica para la multiplicacion a derecha por a y a la multiplica-

cion tanto a izquierda como a derecha por a™".
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Demostracion.

m Como b = be = b(ac) = (ba)c = ec = c, la inversa a izquierda y a
derecha es tunica.

» Sean £ = ax, n = ay (lo cual es equivalente a que x = a~'&,y = a~'n).
Entonces

Enn=aa ' (EAn) zala'Enan]=alx Ayl <ax nay =& A,

y por lo tanto a (x A y) = ax A ay. ]

2.3.2. Dioide arquimediano

Supongamos que S es un dioide completo. Nos preguntamos ahora cuando el
elemento maximo T es absorbente para la multiplicacién, es decir, cuando

TRa=a®T =T, VaecS\{e}. 2.3)

Esta propiedad puede demostrarse para los dioides arquimediano que definimos a
continuacion.

Definicion 2.26. Un dioide S se dice arquimediano si
VaeS\{e}, VbeS, IcydeS: aQec>byd®ax>b.

Ejemplo 2.27. Todos los dioides que presentamos son arquimediano salvo por el

dioide R;éx’mm .

Teorema 2.28. Si S es un dioide completo y arquimediano, entonces
T®a=a®T=T, VaeS\{e}.

Demostracion. Probaremos esta propiedad para la multiplicacion a izquierda tni-
camente (la demostracion para la multiplicacién a derecha es andloga). Por la de-
finicién de dioide arquimediano sabemos que dado a € S\ {¢}, paracada b € §
existe ¢, € S tal que a ® ¢, > b. Entonces

a®T=a®(@b):a@(@cb>=@(a®cb):@b=T,

beS beS beS beS

yporlotantoa® T = T. ]

Teorema 2.29. Siun dioide S es completo, arquimediano, y si la multiplicacion es
cancelativa, entonces es isomorfo al dlgebra de Boole B.

Demostracion. Como se verifica (2.3) y como la multiplicacién es cancelativa,
resulta que todo elemento diferente de ¢ es igual a T. Por lo tanto, S se reduce a
{e, T} O
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2.3.3. Dioide distributivo

Estamos interesados ahora en la relacién entre las operaciones @ y A. La cota
inferior A no es necesariamente distributiva con respecto a la cota superior &, ni
tampoco la cota superior & es necesariamente distributiva con respecto a la cota
inferior A (la distributividad s6lo puede asegurarse en el caso de cadenas, es decir,
cuando la relacién de orden es total). Como las funciones x = x @cy x — x Ac
son monoétonas para cada ¢, tenemos que se verifican las siguientes desigualdades:

@nb)®c=x@®c)NbDc)
y (a@a®byrc>=@nc)®bBAc), Va,b,ceSs§,

lo que significa que @ es subdistributiva con respecto A, y que A es superdistribu-
tiva con respecto a &.

Definicién 2.30. Un lattice’ S se dice distributivo si
avVibArc)=(@@VvbAN@Vve), Ya,b,ceS.

Se puede demostrar que la condicion anterior es equivalente a la condicion:
anbve)y=(@Ab)v(aArc), VYa,b,ceS§.

Ejemplo 2.31. El siguiente es un ejemplo de un lattice completo que no es distri-
butivo. Consideremos el conjunto de todos los intervalos de R (incluyendo a @'y
a R) con la relacion de orden > definida por 2. Entonces la cota superior V (0 @)
de cualquier familia (finita o infinita) de intervalos es el menor intervalo que con-
tiene a toda la familia, es decir, es la envolvente convexa de la unién de todos los
intervalos de la familia. La cota inferior A es simplemente la N. Entonces, tomando
a=[-3,-2],b=1[2,3]yc =[—1, 1] obtenemos que (a V b) A ¢ = ¢, mientras
que (aAc)V(bAc) =a.

Definicion 2.32. Un dioide S se dice distributivo si es completo y ademas se veri-
fica que

/\c ®a=/\(6®a) ,

ceC ceC
@ clAha= @ (cna),
ceC ceC

para cada subconjunto Cde Sy a € S.

3Un lattice es un sup y un inf-semilattice, es decir, un conjunto ordenado en el cual todo par
de elementos posee una (mdxima) cota inferior y una (minima) cota superior. Representaremos con
a Vv b (respectivamente con a A b) a la cota superior (respectivamente inferior) de a y b.
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Notemos que en esta definicion se pide que la propiedad distributiva se veri-
fique también para subconjuntos infinitos. En este caso ambas condiciones deben
verificarse, ya que para subcojuntos infinitos, las dos condiciones no son mas equi-
valentes como se afirmaba en la definicion de lattice distributivo.

Ejemplo 2.33. El ejemplo anterior nos proporciona un ejemplo de un dioide no
distributivo si definimos la multiplicacién ® como la suma (aritmética convencio-
nal) + de intervalos (lo Gnico que es necesario verificar es la propiedad distributiva
de ® con respecto a P).

Observacion 2.34. Un dioide distributivo tiene también una estructura de dioide
con las operaciones & o DYy ® & \. Lo mismo sucede con d 2N Yy ® o P.
Las caracteristicas especiales de este dioide es que T coincide con & y que ademds
la multiplicacién es conmutativa e idempotente.

2.4. Dioides derivados de un dioide ‘“escalar”

2.4.1. Dioide de matrices
2.4.1.1. Desde los escalares hacia las matrices

Sea S un dioide “escalar” arbitrario. Consideremos el conjunto S"*" formado
por todas las matrices cuadradas n x n con elementos en S. Definamos sobre este
conjunto la suma y la multiplicacién convencionales a partir de las operaciones
suma @ y multiplicacién ® de S, es decir, definamos

[A® Blij = A;; ®Bij, [A®B]; =@k(Aik®Bkj), Vi,j=1,...,n,
VA, B € §"" .

Entonces el conjunto S"*" con estas operaciones adquiere una estructura de dioide.
Notemos que la matriz identidad (es decir, el elemento neutro de la multiplicacién)
es la matriz que tiene en la diagonal a e (el elemento neutro de la multiplicacién
de §) y fuera de la diagonal a ¢ (el elemento neutro de la suma de §). La matriz
identidad sera representada por e. El elemento neutro de la suma en S$™*" es la
matriz con todas sus componentes iguales a &, la cual también serd representada
por €.

Observacion 2.35. Hemos considerado matrices cuadradas tinicamente pues la
multiplicacién de dos matrices de $”*” es una matriz de S”*" (la multiplicacién es
una operacién cerrada en $”*"*) y entonces también es posible darle una estructura
de dioide a S"*". Sin embargo, desde el punto de vista practico y para la mayoria
de los temas que consideraremos mas adelante, en particular para los sistemas de
ecuaciones lineales, nosotros trabajaremos con matrices que no son cuadradas, y en
especial con vectores fila y columna. Entonces es necesario completar las matrices
que no son cuadradas con vectores fila o columna con componentes iguales a € de
forma tal de convertirlas en matrices cuadradas, y luego se debe verificar, que para
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el problema considerado, esta parte adicional no interfiere en el problema, y por lo
tanto, la misma sélo agrega una parte trivial al problema.

Notemos que atin cuando S sea un dioide conmutativo,* S™*" generalmente no
lo es.

Como la relacion de orden inducida en §™*"

es
A>BenS"" & A;; = BjjenS, Vi,j=1,....n,

(esto es consecuencia de que la suma en $"*" esta definida componente a compo-
nente) resulta que por mds que S sea totalmente ordenado, S"*" no lo es. Ademas,
si S es completo, S”*" también lo es y se verifica que:

(A/\B)iJ':Aij/\B,‘j, Vi,j=1,...,fl, VA,BES”XH.

Si S es distributivo, $"*" también es distributivo. Atn cuando S sea arquimediano,
S no es arquimediano como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.36. Tomemos n = 2 y consideremos las matrices

=) o= ()

donde a # &,b # ¢e. Observemos entonces que no existe una matriz C tal que
AC > B, pues siempre (AC),, = &; pero b # ¢. Por lo tanto, $2*? no es arquime-
diano cualquiera sea el dioide S.

Observacion 2.37. Las matrices dificilmente tienen inversas o son sobreyectivas o
inyectivas atin en el caso en el cual la multiplicacién “escalar” posee una estructura
de grupo como en R 4x. Por ejemplo, la matriz

(- <)

(cualquiera sea el dioide) tiene rango 2 en el sentido de que ni sus columnas ni sus
filas son proporcionales. Sin embargo, esta matriz no es sobreyectiva ya que por
ejemplo el vector (8 e)l no pertenece a su imagen (notemos que en la imagen de
esta matriz, la primera componente de cada vector es mayor o igual que la segunda
componente, pues esto se verifica para los vectores columna de la matriz).

2.4.1.2. Grafos asociados a las matrices

Existen dos tipos de grafos dirigidos con pesos asociados a sus arcos que pue-
den asociarse a una matriz con componentes en un dioide.

Definicion 2.38. El grafo de transicion asociado a una matriz A de dimensién
n X p, es un grafo bipartito dirigido con n + p vértices, en el cual existe el arco
que vadel vértice j € {1, ..., p}al vértice p +iconi € {1,...,n}siA;; #e.

#Un dioide se dice conmutativo cuando la multiplicacién es conmutativa.
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En dicho caso, el peso asociado a este arco es A;; (ver Figura 2.1).

M M L, H o, ™
M M M M o ™
M M M M b Md
o M M ;M M, M, ™
M M Co Uy M ™ ™

Figura 2.1: Grafo de transicion de una matriz 7 x 7

Definicién 2.39. El grafo de precedencia® asociado a una matriz A de dimensién

n x n,es un grafo dirigido con n vértices, en el cual existe el arco que va del vértice
Jjefl,...,n}alvérticei € {I,...,n}siA;; # e.Endicho caso, el peso asociado
aeste arco es A;; (ver Figura 2.2).

Figura 2.2: Grafo de precedencia asociado a la matriz de la Figura 2.1

Observemos que el grafo de transicion de una matriz cuadrada n x n, el cual
posee 2n vértices, puede transformarse en el grafo de precedencia de dicha matriz
(con n vértices) de la siguiente manera: basta con unir el vértices i con el vértice
n+i del grafo de transicion para obtener el vértice i del grafo de precedencia, donde
i =1,...,n.Porejemplo, observemos que es posible utilizar este procedimiento
para obtener el grafo de la Figura 2.2 a partir del grafo de la Figura 2.1.

La suma de dos matrices A y B de igual dimension, corresponde a la composi-
cioén en paralelo de los respectivos grafos de transicion o de precedencia, es decir,
existe un arco entre dos vértices si existe un arco entre dichos vértices en al menos

SEsta definicién se aplica Ginicamente a matrices cuadradas.
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uno de los grafos asociados a las matrices y su peso asociado es la suma () de los
pesos asociados a dicho arco en los dos grafos.

El producto C = A ® B de A por B (A de dimensiénm x n'y B de dimension
n X p) corresponde a la composicién en serie de los respectivos grafos de transicion
como se representa en la Figura 2.3. En este caso, el peso C;; del arco que va del
vértice j al vértice i en el grafo de transicidén asociado a la matriz C, se obtiene
“sumando” los pesos de todos los caminos paralelos® (de longitud dos) que van del
vértice j al vértice i en el grafo que se obtiene al concatenar las grafos de tran-
sicién de las matrices A y B. Notemos que si el dioide considerado es totalmente
ordenado, entonces esto corresponde a quedarse con el camino de maximo peso
que vade j ai.

_______

L] L] L]
p nodos n nodos m nodos

i

n
(A®B);j = P Au® By
k=1

Bak A
A

Figura 2.3: Producto de matrices y composicion en serie

Como consecuencia de esta interpretacion, la componente (i, j) de la matriz
AF resulta ser el peso maximo entre los pesos de los caminos de longitud k que van
del vértice j al vértice i en el grafo de precedencia de A. En realidad, si el dioide
no es totalmente ordenado, es la cota superior del conjunto de los pesos de estos
caminos. Andlogamente, la componente (i, j) de lamatrizA @ A @ - - - ® A* esel
peso maximo entre los pesos de todos los caminos de longitud menor o igual que
k que van del vértice j al vértice i

2.4.2. Dioides de polinomios y series de potencias

Comenzando con un dioide de “escalares” S, podemos considerar el conjunto
de las series de potencias o polinomios formales en una o varias variables con
coeficientes en S. En el caso de varias variables (por ejemplo, z; y z2), nosotros
solamente consideraremos variables conmutativas (es decir que por ejemplo, 7z,
y 7221 son el mismo objeto). Los exponentes k; de z; pueden considerarse tanto en
N como en Z; en este ultimo caso hablaremos de series de Laurent.

®En un grafo, el peso de un camino es el “producto” de los pesos de los arcos que lo componen
(si la multiplicacién ® no es conmutativa, entonces es importante el orden en que aparecen los arcos
en el camino). La longitud de un camino es el nimero de arcos que lo componen.
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Definicion 2.40. Una serie de potencias formal en p variables (conmutativas) con

coeficientes en S es una funcién f de N” o Z” en §. Para todo k = (kl, N kp) €
: ki kp

NP o ZP, f (k) representa el coeficiente de z}' ...z, .

Definicion 2.41. Un polinomio es una serie de potencias f con soporte finito, es

decir, el conjunto

sop(f) = {k € ZP | f (k) # ¢}
es finito.

Observacion 2.42. Contrariamente a lo que sucede en el dlgebra lineal habitual,
no debe confundirse a un polinomio o a una serie de potencias formal (con coefi-
cientes en R,4,) con las funciones numéricas que ellas definen. A cada polinomio
o serie de potencia f estd asociada una tnica funcién f definida por

Iz (@méxy’_)@méx, 2> f(z) = @f(kl,...,k,,)zlf‘...zl;";

keZr

pero dos polinomios formales diferentes pueden tener asociada la misma funcién
polinomial, con lo cual la correspondencia entre polinomios formales y funciones
polinomiales no es uno a uno. Por ejemplo, los polinomios formales f (z) = 2@ z>
y g (z) =2 @ 1z @ z? definen la misma funcién polinomial pues

207 =(192>=201z®2>, VYzeRpi -

En el conjunto de las series de potencias formales se definen las siguientes
operaciones:

fog: (fen®=rkegk ,
feg: (feak =@ roogy .

i+j=k

Estas son las definiciones habituales de suma y multiplicacion de series de poten-
cias. Notemos que el producto no es otra cosa que la convolucién. Es facil verifi-
car que el conjunto de las series de potencias con estas operaciones es un dioide
el cual representaremos con S[zi, ..., z,]l. Como es habitual utilizamos los mis-
mos simbolos para representar a las operaciones de S y a las de S[[z1,...,z,].
El elemento neutro de la suma de este nuevo dioide, que representaremos nue-
vamente con &, estd definido por f (k) = e, Vk, y el elemento neutro de la
multiplicacién, que representaremos con e, estd dado por: f(0,...,0) = ey
f (k) =¢e, Yk # (0,...,0). Observemos que cuando k varia en Z?, la definicién
de f ® g involucra sumas infinitas, y entonces para que la misma tenga sentido, es
necesario suponer que S es completo (esta condicidén no es necesaria para definir
el dioide de los polinomios). El subconjunto de los polinomios es un subdioide de
Slzi, ..., zp1] que representaremos con S[zi, ..., Z,].
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La relacién de orden inducida en el conjunto de las series estd dada por

f=ge fk)y>=gk) , Vk,

y por lo tanto, S[zi, ..., z,] no es totalmente ordenado atin cuando S si lo fue-
se. El dioide S[z1, ..., z,]l es conmutativo si S es conmutativo (esto se debe a
que consideramos variables conmutativas tinicamente). Si S es completo, entonces
Sz, ..., z,] también es completo; pero S[zi, ..., z,] no lo es, como lo muestra
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.43. Consideremos el subconjunto infinito de polinomios
{Z’f...zl;,} . Como la suma de los elementos de este subconjunto no es
keN

un polinomio, resulta que S[zi, ..., z,] no es completo.

Si en S estan definidas las cotas inferiores, por ejemplo cuando S es completo,
entonces estas cotas inferiores se extienden a S[z1, ..., z,]1y a S[z1, ..., 2,1 por

(fAg)ky=Ffk)yngk) , Vk.

Si S es distributivo, entonces S[zi, ..., z, ]| también es distributivo. Ain cuando §
sea arquimediano, Sz, ..., z,0y Slz1, ..., zp] nolo son necesariamente cuando
los exponentes varian en N”, como lo indica el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.44. Sea p = 1, f = z y g = e. Notemos entonces que no existe / tal
que f @ h > g, pues (f ® h) (0) = ¢ para toda serie &7 y ademds g (0) = e.

Cuando los exponentes varian en Z” tenemos el siguiente lema.

Lema 2.45. Si S es arquimediano, entonces Slzi,...,zpll y Slz1, ..., 2,1 son
también arquimediano si los exponentes varian en 7" .

Demostracion. Sean f # ¢y g dos series de potencias. Debemos mostrar que
existe una serie de potencias & tal que f ® h > g. Como f # ¢, existe [ € Z7 tal
que f (I) # e. Definamos la serie f por: f O=fDy f (k) = ¢ cuando k # [.
Claramente f > f y entonces es suficiente mostrar que existe £ tal que f ®h > g.

Notemos que ( f® h) (k) = f (1) ® h(k —1). Como S es arquimediano, para
cada k € ZP, existe un a; tal que f (1) ® a > g (k). Entonces basta con definir

h (k) = ayy; para que se cumpla que f ®h > g. Notemos que si g es un polinomio,
entonces & también lo es. O

2.5. La ecuacion implicitax = ax @ b

En esta seccién estudiaremos la ecuacion implicita x = ax @ b la cual, como
veremos mas adelante, juega un rol importante. Consideraremos esta ecuacion en

B . — — =X
el contexto de un dioide completo como lo son en particular Zysx, Zmin, A

Zméxllz]] y (Zméxllz]]>nxn

max °
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Teorema 2.46. La menor solucion de x = ax @ b, y también de la desigualdad
X = ax ® b, es a*b donde a* (la estrella de Kleene de a) estd definida por

a*défe@a@azea---. (2.4)

Demostracion. En primer lugar notemos que a* existe porque el dioide se supone
completo. Como

oo oo oo
a(a*b)®b=a (@Mb) ob=Pdvob=db=ab.
k=0 k=1 k=0

a*b es solucién de la ecuacion x = ax @ b y de la desigualdad x > ax @ b. Si x
es solucion de x = ax @ b (respectivamente de x > ax @ b), entonces luego de k
reemplazos de x por ax @ b en el lado derecho de esta igualdad (respectivamente
desigualdad) obtenemos que

x=ak+1x69(e®a69---69ak)b:(e@a@---@ak)b

(respectivamente que x > aftlx @ (e bad---P ak) b > (e bad---P ak) b).
Como esto es vilido para todo k, obtenemos que x > a*b. O



Capitulo 3

Grafos de eventos temporizados como
sistemas lineales

Consideramos Grafos de Eventos Temporizados (GET) con pesos de arcos
igual a 1 y temporizacién constante y solamente en lugares. Demostraremos que
tales sistemas pueden ser modelados como sistemas “lineales”; pero con un signi-
ficado diferente al visto anteriormente.

3.1. Punto de vista del “dater”

3.1.1. ; Qué es necesario para comenzar una simulacion ?

Es conveniente considerar que los GETs estan “delimitados por transiciones”,
es decir, todos los lugares tienen transiciones anteriores y posteriores. Esto no im-
plica ninguna restriccion real porque:

» cualquier lugar de entrada tendria sus marcas provistas desde el exterior, las
que pueden pensarse como provenientes de una transicidn anterior controla-
da desde el exterior.

= cualquier lugar de salida puede estar seguido por una transiciéon que se acti-
varfa inicamente por las marcas que arriban a dicho lugar.

Llamaremos a las transiciones de entrada: u;, siendo j = 1, ..., m, etc. los
daters asociados. De la misma forma, las transiciones de salida seran llamadas
v, = 1,..., p, y por tltimo, las transiciones internas se denominaran x;,i =
1,...,n.

Adoptando la regla de que las transiciones sean disparadas tan pronto como
sea posible,y teniendo en cuenta la ausencia de conflictos, lo tinico que se necesita
conocer para realizar una simulacioén es:

= cuando las transiciones de entrada son activadas (por decisiones externas)
durante todo el transcurso de la simulacion;

= cuando las marcas presentes en el marcado inicial estaran disponibles (puede
considerarse que dichas marcas estaban presentes desde cierto tiempo antes
de comenzada la simulacion).

41
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Conocido esto, serd posible determinar cuando ocurriran todas las transiciones
internas y de salida.

3.1.2. Ecuaciones de daters

Presentamos los daters asociados con cada transicién. Para una transicion lla-
mada x;, la variable correspondiente x; (k) se interpreta como el instante en el cual
ocurrird el k-ésimo disparo de la misma. Desde el comienzo de la simulacién los
disparos sucesivos de una transicion son numerados de manera secuencial, a partir
de un origen universal (generalmente cero, aunque podria ser negativo). Luego, la
funcién k +— x; (k) es no decreciente (debido a que varios disparos pueden ocurrir
simultdneamente, puede no ser estrictamente creciente)

El tiempo puede medirse en una escala real, racional o entera. Por esto x; (k) €
RoQocZ.

Las ecuaciones de daters resultan de las siguientes consideraciones:

= sila transicion x; estd ubicada posteriormente a la x; y separada de esta por
un lugar denominado P;;, entonces el k-ésimo disparo de x; consumird la
marca producida por el disparo nimero k —M;; de x, siendo M;; el marcado
inicial del lugar P;;.;

I .Pij T|:|l
Figura 3.1:

= siel tiempo de espera en el lugar P;; es t;;, el disparo niimero k de la transi-
cién x; no puede ocurrir hasta que hayan transcurrido al menos #;; unidades
de tiempo desde el disparo nimero k — M;; de la transicion x;;

= teniendo en cuenta esta consideracion para todas las transiciones x; ante-
riores a x;, el maximo de todos estos instantes determinara el instante del
disparo nimero k de la transicion x;.

Finalmente, sean ®i los indices de las transiciones anteriores a x;. La ecuacion
fundamental del GET es:

x;(k) = max (x;(k — M;j) + 1;j) . 3.1
JE°i

3.1.3. Inicializacion

Las ecuaciones vistas son validas siempre y cuando las marcas consideradas
hayan sido producidas por disparos de las transiciones durante la simulacion. Si el
numerado de los disparos comienza con k = 0, estas ecuaciones valdran cuando
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k > M;;. Sin embargo, las ecuaciones son vilidas sin restricciones cuando las mar-
cas del marcado inicial no contribuyen al maximo. Esto es cierto con la siguiente
condicién suficiente:

las marcas del marcado inicial estan listas para usar en tiempo —oo. Se
habla entonces de condiciones iniciales candnicas.

Mas adelante, se verd también como forzar condiciones iniciales arbitrarias (no
canonicas).

3.1.4. Forma matricial

De la ecuacion genérica (3.1) (valida con la restriccion hecha en §3.1.3), resulta
evidente que la forma general de la ecuacién de daters del GET completo es la
siguiente:

x(k)y =Apx(k) ®Aixk—1)®---® Bouk) @ Bjutk—1)® ..., (3.2a)
y(k) = Cox(k) ® Cix(k —1) @ --- @ Dou(k) ® Dyutk —1)® ..., (3.2b)

m x(-), u(-), y(-) son vectores columna de dimensiones n,m y p respectiva-
mente;

m A;, B;, C;, D; son matrices de dimensionesn X n,n X m, p X ny p X m;
El nimero maximo de matrices (no nulas) de cada tipo es igual al maximo
marcado inicial de los lugares del GET, como se explicard mas adelante;

= la regla para conformar el elemento (r, s) de la matriz A; es el siguiente: si r
es una transicion interna inmediatamente posterior a la transicion interna s
y si hay i marcas en el marcado inicial del lugar P,,, entonces (A;),s €s no
nula (i.e., distintade ¢) y es igual al tiempo de espera del lugar P,,. En otras
palabras, si se considera el grafo del GET con las transiciones como nodos
y los lugares como arcos y si se mantienen solamente los nodos internos y
los arcos con exactamente i marcas iniciales, entonces este es el grafo de
precedencia de A; (con pesos en los arcos igual a los tiempos de espera de
los lugares correspondientes);

= de la misma forma, B; se basa en el grafo que mantiene solamente los nodos
correspondientes a las transiciones de entrada e internas y arcos con exac-
tamente i marcas iniciales entre una transicién de entrada y una transicion
interna; pero ahora este es el grafo de transicion correspondiente;

= también de forma andloga, C; se basa en el grafo que mantiene los nodos
internos y de salida, y arcos con exactamente i marcas iniciales entre una
transicion interna y una transicion de salida, siendo este también el grafo de
transicion de dicha matriz.
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= la matriz D; se define igual que las anteriores; s6lo que ahora el grafo man-
tiene solamente los nodos de entrada y salida y arcos con exactamente i
marcas iniciales;

m ¢l dlgebra utilizada es max-plus;

» las condiciones iniciales son x (k) = ¢ para todo k negativo, lo que refleja
la suposicion de §3.1.3 asumiendo también que el primer disparo de cada
transicion que modifica el marcado inicial del lugar anterior es el nimero 0.

3.1.5. Forma canonica
3.1.5.1. Eliminacion de la parte implicita

Las ecuaciones (3.2) son aparentemente implicitas ya que x (k) estd presente en
ambos lados de (3.2a). Desde un punto de vista matemadtico, se vio como resolver
tales ecuaciones implicitas en §2.5. Utilizando el Teorema 2.46, sabemos que la
menor solucién de (3.2a) en este dioide completo estd dada por:

x(k) = Aj(Aix(k— 1) @ - ® Bou(k) ® Biutk — 1) @ ... .

Este “simple” argumento para librarse de la parte implicita debe ser examinado
mads cuidadosamente desde un punto de vista practico.

1. Teniendo en cuenta que hemos estado confinados en R4, algunos elemen-
tos de x (k) podrian resultar iguales a T = +o00. { Qué implicard esto en la
practica ?

2. Hemos tomado la menor solucidn: si ésta no es Unica, ¢, cudl es el sentido de
esta eleccion ?

La respuesta a la tltima pregunta estd en relacion con las dos “reglas del juego”
que repetimos a continuacion:

1. las transiciones se disparan tan rdpido como sea posible, lo que compatibi-
liza el menor posible “dater” con las ecuaciones;

2. las ecuaciones implicitas son validas “fuera de la influencia del marcado
inicial”’; se seleccionaron las condiciones iniciales de forma tal que cualquier
otra seleccién puede solamente retardar todos los eventos posteriores.

Respecto a la pregunta anterior, el significado de que algin x; (k) sea infinito
implicaria que el k-ésimo disparo de la transicion x; ocurra en tiempo 400, 0 sea,
no ocurra nunca. Esto podria s6lamente ocurrir si algunos elementos de Ajj son
iguales a +oo. Teniendo en cuenta la definicidn (2.4) de la estrella de Kleene y a
la interpretacion de las potencias sucesivas de una matriz en términos de los pesos
de los caminos de su grafo de precedencia, para que esto ultimo ocurra, resulta
necesario que el grafo de precedencia de Ay contenga circuitos con pesos positivos.
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Teniendo en cuenta que este grafo es el que se obtiene manteniendo solamente
transiciones internas y lugares (arcos) entre las mismas sin marcas iniciales, la
presencia de circuitos con peso positivo en dicho grafo implica que las transiciones
presentes en tales circuitos no puedan ser disparadas nunca (es un problema de
vivacidad).

Luego, es razonable asumir que tales situaciones no tendran lugar. Si Ag no
contiene circuitos, podra ser llevada a una forma estrictamente triangular infe-
rior con una apropiada numeracidn de las transiciones internas, y luego, la ecua-
cion (3.2a) no serd verdaderamente implicita. Este es el caso obvio cuando la serie
de potencias que define la estrella de Kleene tiene un nimero finito de términos no
nulos.

En el andlisis hecho, la presencia de circuitos sin marcas en el marcado inicial;
pero con peso nulo (i.e. tiempo de espera de los lugares igual a 0), es algo contro-
versial. Desde el punto de vista de los especialistas en redes de Petri esta situacion
no debe ser considerada como ““viva”. Sin embargo, desde el punto de vista alge-
braico, si bien se pierde unicidad en la solucién de (3.2a), la menor solucién (que
es la que interesa) sigue siendo dada por dicha férmula.

Desde el punto de vista practico, la “vivacidad” de un circuito sin marcas y con
tiempo de espera nulo puede justificarse suponiendo que se permite “tomar marcas
prestadas del exterior durante un tiempo cero”. Luego, cada transicién involucrada
en dichos ciclos puede dispararse y luego devolver la marca prestada instantanea-
mente.

3.1.5.2. Ecuaciones de estados

La etapa posterior a la obtencidn de la forma candnica es transformar las ecua-
ciones para limitar los retardos a retardos unitarios sélamente en la parte interna
del sistema. De esta forma, se intenta llegar a las siguientes ecuaciones candnicas:

X k) =AX(*k—1)® Bu(k) , (3.3a)
y(k) = CX (k) ® Du(k) , (3.3b)

con nuevas definiciones de X, A, B, C, D. Esta es la manipulacién estandar en la
teoria de sistemas, que se lleva a cabo a través de la incoporporacién al nuevo vec-
tor de estados X de suficientes versiones retardadas de las anteriores variables x; y
uj de forma tal que X (k — 1) contenga toda la informacion necesaria para calcular
X (k). Con esta nueva representacion, el nuevo GET correspondiente tendra exac-
tamente una marca en el marcado inicial en todos los lugares ubicados entre dos
transiciones internas y no tendrd marcas en los lugares ubicados entre transiciones
de entrada e internas y entre transiciones internas y de salida. La manipulacion ne-
cesaria para llegar a las ecuaciones canénicas serd explicada durante el desarrollo
del ejemplo que sigue.
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3.1.6. Resolucion de un ejemplo
3.1.6.1. Obtencion de las ecuaciones

Consideremos el GET de la Figura 3.2. A partir de la misma, se obtiene la
siguiente ecuacion de daters:

1 I
e O
!

. %(Qj

‘\H/
=
[ *)

O
©

3.1.6.2. Eliminacion de la parte implicita

El primer paso consiste en eliminar la parte implicita. En general, no es adecua-
do calcular Ajj. Obsérvese que Ag es estrictamente triangular inferior. La ecuacion
de x (k) es explicita. Luego x| (k) puede ser sustituida por su expresién en el lado
derecho de la segunda ecuacién, obteniendo x; (k) de manera explicita. Finalmente,
x1(k) y x5 (k) pueden sustituirse en la tercer ecuacion para calcular x3 (k) de manera
explicita. De esta forma obtenemos:

e e ¢ 3 ¢ e €

x(k)y=1le 1 elxtk—1D)d |4 cluk)d|e 1 utk—-1),
e 2 2 5 ¢ e 2

y(k) = (8 3 3)x(k) ® (8 e s)x(k —-1).
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3.1.6.3. Eliminacion de las variables de estados “espiuireas”

Analizando el GET correspondiente a las nuevas ecuaciones (Figura 3.3) po-
demos observar que ahora x; es una transicion de salida en lugar de una transicién
interna. Matematicamente, esto se traduce en el hecho que x| no aparece mds en

Figura 3.3: GET tras eliminar la parte implicita

el lado derecho de las ecuaciones (en todas las matrices A; y C;, la primer colum-
na es cero). Luego, serd posible eliminar x; del vector de estados. Con esto, las
ecuaciones quedan:

Xp (1 &\ (x2 4 ¢ e 1
<x3>(k)—<2 2) <x3>(k—1)®<5 8>u(k)®<8 2>u(k—1),

vy =( 3) (ij) ") ® (e ¢ (ij) k—1).

El GET correspondiente se muestra en Figura 3.4.

3.1.6.4. Confinacion de los retardos a la parte interna

Las ultimas ecuaciones obtenidas no estan ain en la forma canénica (3.3), por-
que up(k — 1) todavia aparece en la ecuacién de x(k), y xp(k — 1) aparece en

la ecuacién de y(k). Para llegar a la forma candnica serd necesario agregar dos

. def .
nuevas variables de estado: xq(k) = uo (k) (esta nueva variable llamada x; no

tiene relacion con la anterior x; que fue eliminada del vector de estados viejo) y
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U ——

Figura 3.4: GET tras la eliminacion de las variables de estado espireas

def . iy . ..
x4(k) = x3(k—1). Finalmente, tras este tltimo paso, se obtiene la forma candnica:

X1 £ € & ¢ X1 e e
Xp L1 oe e X 4 ¢
X4 £ e & ¢ X4 e €

y(k)=(8 e 3 e) (x1 X2 X3 X4)T(k).

El GET correspondiente se muestra en Figura 3.5.

Figura 3.5: GET tras eliminar retardos en arcos de entrada y salida
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Ejercicio 3.1. Considerar los esquemas (a) y (b) de la Figura 1.14, determinar
las ecuaciones explicitas de dichos sistemas y mostrar que ambos conjuntos de
ecuaciones son equivalentes al del esquema (c) en la misma figura.

3.2. Matrices transferencia via la transformada y

3.2.1. La transformada y

Por el uso repetido de (3.3a), se tiene (con x(—1) = e de acuerdo a las condi-
ciones iniciales candnicas)

k
x(k) = @ A'Bu(k — i)
i=0

(con A? = ¢, matriz identidad) y luego, con (3.3b),

k
y(k) = @D CA'Bu(k — i) ® Du(k) . (3.4)
i=0

Lo anterior al tltimo término Du(k), es la “convolucién” de la secuencia de entra-
das {u(-)} con la secuencia de matrices

i) 2 CA'B, ieN, (3.5)

secuencia que en la teoria clasica de sistemas es llamada resupuesta al impulso
del sistema (los coeficientes CA’ B son llamados coeficientes de Markov). Dado
que todas las operaciones son en algebra max-plus, se trata mas bien de una sup-
convolucion: suponiendo por simplicidad que u e y son vectores de dimension 1,
con la notacién usual, la ecuacion (3.4) se escribira:

y() = méx ( max (h(0) +u(k = i), D+u)) .
1=U,...,

Una tarea bdsica en la teoria de sistemas es componer sistemas para obtener
sistemas complejos a partir de bloques mas simples de construir. Las principales
operaciones son composiciones serie, paralelo y feedback como se muestra en la
Figura 3.6. Realizar estas operaciones con la representacion entrada-salida de (3.4)
no es una tarea facil. Este es el motivo por el cual la “transformada z” ha sido
introducida en la teoria cldsica de sistemas. La transformada y presentada ahora es
el equivalente para sistemas max-plus lineales (y es mds bien andloga a z~!).

Para una “sefial” {u(k)}rcz, la transformada y, denominada U (y), es la serie
formal de potencias (en realidad, una serie de Laurent con k € Z en lugar de N) en
la variable formal y con coeficientes u(-), definida como:

Uy) = @Puky* . (3.6)

keZ
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Composicién en serie

S ' S
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I

Sa u Sa |
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Y

Composicién en paralelo Composicion en feedback
Figura 3.6: Composicidn de sistemas

Obsérvese que

yU(y) = Puyy™ = Puk — ny*

keZ keZ

que es la transformada y de la sefial {v(k)}xez con v(k) = u(k — 1). Esta observa-
cidn se traduce en la relacion simbdlica:

yuk) =ulk —1),

y v es denominado operador “backward shift”.

3.2.2. Obtencion de la matriz transferencia de un sistema

Volviendo a las ecuaciones candnicas (3.3) y considerando las transformadas
y de las sefiales u(-), x(-), y(-), de la ecuacion (3.3a) se obtiene

X(y)=vAX(y)® BU(y) .

Esta es una ecuacion implicita de X (y) en el dioide de matrices de series de po-
tencia en y con coeficientes en dlgebra max-plus. Por varias razones mencionadas
anteriormente, es conveniente considerar dlgebras max-plus completas tales como
ZLingx 0 Rpgx.

Debido a los argumentos discutidos en §3.1.5.1, tiene sentido tomar la menor
solucion de la ecuacion anterior, lo que lleva a

X(y)=yA)'BU(y) .
Usando (3.3b), se obtiene

Y(y) = (C(yA)*B@® D)U(y) . (3.7)
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Esta es la relacién que expresa el comportamiento entrada-salida del sistema dan-
do la transformada y de la salida como funcidn de la transformada y de la entrada.
El “operador”

H(y)=C(yA)*"B® D (3.8)

se denomina matriz transferencia del sistema. Se trata de una matriz cuyo nimero
de filas es igual a la dimensién del vector de salida y, el nimero de columnas es
igual a la dimensién del vector de entrada u, y sus elementos son series formales
de potencia en y con coeficientes en Zimax O Rumix.

Obsérvese que C(y A)* B en (3.8) es la transformada y de la respuesta al im-
pulso definida en (3.5). Obsérvese también que la (sup-)convolucion (3.4) de la
respuesta al impulso /(-) por la sefial de entrada u(-) fue transformada en un pro-
ducto de las series de potencias C(y A)* B 'y U(y) (con coeficientes matriciales).!

En un GET puede calcularse la matriz transferencia desde cualquier transicion
o subconjunto de transiciones J (aunque no sean transiciones de entrada) hacia
cualquier transicién o subconjunto de transiciones O (aunque no sean transiciones
de salida) mediante el siguiente procedimiento:

= siuna transicion 7; en J no es una transicion de entrada, agregar un nuevo lu-
gar anterior a dicha transicion (sin marcas y con tiempo de espera nulo) y una
nueva transicion anterior a dicho lugar; considerar que este nueva transicion
de entrada sustituyendo a 7; en J;

= si una transicion 7; en O no es una transicion de salida, agregar un nuevo
lugar (sin marcas y con tiempo de espera nulo) posterior a dicha transicién
y una nueva transicion de salida posterior a este lugar; sustituir 7'; en O por
esta nueva transicion de salida;

» calcular la matriz transferencia del nuevo sistema completo con las entradas
y salidas adicionales;

» extraer desde esta matriz transferencia “grande” la matriz transferencia con
indices de columnas en J e indices de filas en O; obsérvese que esto equivale
a ignorar las salidas que no estén en O y suponer todas las entradas que no
estén en J iguales a ¢.

El valor ¢ es el valor de entrada menos restrictivo que pueda imaginarse, ya
que corresponde a disparar la transicion de entrada un nimero infinito de veces en
tiempo —oo, provocando una infinita cantidad de marcas listas para usar en los lu-
gares posteriores al tiempo —oo. Recordar que en general, una secuencia de dispa-
ros que ocurren en tiempos d(0), d(1), ..., es representada por su transformada y
Dren d(k)y*. Aqui, para todo k, d(k) = —o0 = «.

'Esto puede relacionarse con el hecho que la aplicacion de la transformada de Laplace a una
convolucién la convierte en un producto, lo que constituye uno de los motivos por los cuales se

utilizan matrices transferencia para los sistemas de tiempo continuo lineales y estacionarios en la
teorfa cldsica de sistemas
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3.2.3. Matriz transferencia y respuesta al impulso

Como ya se dijo, la matriz transferencia es simplemente la transformada y
de la respuesta al impulso. Para simplificar la notacion, consideraremos un sistema
SISO (Single Input Single Output). Esto implica considerar la funcién transferencia
desde una entrada particular i hacia una salida particular j.

Supongamos que utilizamos una trayectoria de entrada representada por
U(y) = e. Luego, la salida Y(y) = H(y)e = H(y). Por consiguiente, H (y)
es la transformada y de la trayectoria de salida correspondiente a esa trayectoria
de entrada particular: asi, esta trayectoria de salida deber4 coincidir con la respues-
ta al impulso.

Para deducir cual es la trayectoria de entrada representada por e, obsérvese que:

e=0y06{98y®8y2®...

donde aparece un primer inconveniente: la secuencia de coeficientes de los mono-
mios de potencias crecientes de y no es no decreciente, como debiera ser para los
“daters”. Supongamos, y luego volveremos sobre este tema, que se puede decir que
e ~ y* en donde todos los coeficientes son iguales a 0, esto es, un ndimero infinito
de disparos en tiempo O en la entrada. Esto es un “impulso” y entonces, se justifica
Ilamar a la correspondiente trayectoria de salida como “respuesta al impulso”.

3.24. Resolucion de un ejemplo (continuacion)

Volvemos al ejemplo discutido en §3.1.6 correspondiente a las Figuras 3.2 a
3.5. Como se dijo, para calcular la matriz transferencia de este sistema se puede
comenzar desde cualquier conjunto de ecuaciones de los que se obtuvieron en dicha
seccion. Comenzaremos desde la forma inicial correspondiente a la Figura 3.2.

Como también se dijo, no es practico en general calcular expresiones tales
como (yA)* mediante la aplicacién de la definicion de la estrella de Kleene. Es
mads facil resolver ecuaciones escalares implicitas de manera progresiva (como en
la eliminacién de Gauss) que resolver ecuaciones vectoriales implicitas. Esta idea
seria explicada a través del ejemplo.

Para abreviar, la transformada y serd notada utilizando maytsculas; pero sin
mencidn explicita del argumento y (por ejemplo, U en lugar de U (y)). Luego,
partiendo de las ecuaciones iniciales, obtenemos sucesivamente:

x1(k) = x2(k — 1) @ 3u (k) = X, = y X, &30, ,
xk) =1x1 (k) ® lus(k —1) = X, = 1X,® 1yUs ,
x3(k) = x1(k) ® 1x2(k) ®2x3(k — 1) = X3 = X1 ® 1X, ® 2y X3,
y(k) =x2(k — 1) ®3x3(k) = Y =y X, ®3X3.

Luego, substituyendo la expresién de X en la ecuacion de X»,

Xo=1yXo ®4U,© lyUs = Xo = (1y)*(4U; & 1y )
= X1 = (34U & 1y*(1y)'Vs .
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Estas expresiones de X | y X, utilizadas en la ecuacién de X5 llevan a:

X3=0C@4y(1y)*)U; & 1(1y)*@U, & 1yUs) & 2y X3
=CBeUy)* @y ®@5)U @2y (1y)*Us &2y X3
= (1y)*GU, ®2yU) ® 2y X3,

ya que se puede verificar directamente que 4y (1y)* < 5(1y)*. Mds ain, mds
tarde veremos por qué se puede decir que 4y < 5, lo que en este momento parece
extrafio ya que en general no se pueden comparar monomios en y de diferentes
exponentes.

En consecuencia,

X3 =Qy)*y)*(5U; @2y U»)
= Q2y)"5U; & 2yU>) .

La dltima igualdad es una consecuencia del siguiente lema y del hecho que 1 2 =
2.

Lema 3.2. En un dioide conmutativo (o sea, un dioide con multiplicacion conmu-
tativa), se tiene

a*b* = (a ®b)*.

La demostracién se deja como ejercicio.

Siguiendo con el ejemplo, hasta acd hemos obtenido X, X,, X3 en forma
explicita como expresiones de Uj, U,. Aun resta expresar ¥ en la misma mane-
ra explicita para obtener la matriz transferencia.

Y =y(y)*(4U1 @ lyUz) & 32y)*(5U1 ® 2y Uy)
= 4y ()" @82y )Ui @ (1> (1y)* & 5y 2y)*) Us
=8Q2y)" U1 ®5y2y)*Us .
La dltima igualdad puede ser justificada por la expansion de las estrellas de Kleene
involucradas y la utilizacién de las reglas de cdlculo en adlgebra max-plus para los

coeficientes de los monomios en y de la misma potencia. Sin embargo, una forma
mejor es observar que

= 2y)* = ()

» 4y < 8y ly? < 5y, que atin no parece claro debido a la comparacién de
monomios de diferente potencia.

Finalmente, factorizando 5(2y)* en la dltima expresion de Y (recordando que
8 =3 ® 5), se obtiene la matriz transferencia:
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3.2.5. Simplificacion del sistema por el calculo de la matriz transfe-
rencia

Se puede ver ahora que, desde un punto de vista entrada-salida, el GET de la
Figura 3.2 tiene el mismo comportamiento que el GET de la Figura 3.7 ya que la
matriz transferencia es la misma. Una importante consecuencia de la manipulacion
algebraica en Zméx[[]/]] 0 Eméxl[y]] es el poder de simplificacién de sistemas en un
modo automadtico (computacional).

Figura 3.7: Un GET equivalente al de la Figura 3.2

Ejercicio 3.3. Demostrar que los dos GET de la Figura 3.8 tienen la misma fun-
cion transferencia.

(@ [ u (b)

ou
X1 {r\@ ®A//%x2

7?@ @ o
[ )
\ /gE s &‘H—’O—’H)’

=0

Figura 3.8: Dos GET equivalentes

3.2.6. Imposicion de condiciones iniciales no canoénicas

Volviendo al tema de las condiciones iniciales candnicas definidas en §3.1.3,
por medio de un ejemplo simple (que puede ser facilmente adaptado para consi-
derar situaciones generales), se verd como tener en cuenta condiciones iniciales
no candnicas. Supongamos que en la Figura 3.9-(a) queremos que las dos marcas
iniciales del lugar P estén listas para ser utilizadas en los instantes de tiempo 1
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y 3 respectivamente para el disparo de la transicién x; (pensar cudles serian sus
tiempos de llegada a P). Una forma de conseguir esto manteniendo la regla de
condiciones iniciales candnicas (esto es, todas las marcas del marcado inicial estan
listas para usar al comienzo de la simulacion) es la siguiente:

@ T_} R \fb)
=esr G0

Figura 3.9: Control de las condiciones iniciales

m agregar una nueva transicién x3 anterior a P y un nuevo lugar Q anterior a
x3 como se ve en la Figura 3.9-(b); ademads, x3 recibe una nueva transicién
de entrada w a través de un nuevo lugar R;

= marcar Q con el marcado anterior de P y transferir el tiempo de espera de P
a Q (ahora P no tiene mds marcas iniciales y tiene tiempo de espera nulo);

= considerar la siguiente trayectoria para la nueva transicion de entrada w:
1,3,3,...,0sea, la primer activacién (nimero 0) se hace en tiempo 1, la se-
gunda en tiempo 3, y todas las demds también en tiempo 3 (de forma tal que
haya un nimero infinito de marcas disponibles en tiempo 3 en el lugar R).

Puede verse facilmente que las dos primeras marcas que lleguen al lugar P
estaran listas para usar en tiempos 1 y 3 como se queria. Las siguientes marcas
que llegaran al lugar P (producidas por los disparos de x; tras el comienzo de la
simulacién) estaran listas para usar en P al mismo tiempo que estén listas para usar
en O,y al mismo tiempo que estdn en P en la parte (a) de la figura.

La transformada y de esta trayectoria de w es

Wy)=1y"@3ye3y’e---=1a3y*
con la notacion tradicional
atT=a®a* =a®a®*®... donde a*=eDa’. 3.9

Sea H (y) la matriz transferencia global (correspondiente a las condiciones ini-
ciales candnicas) del sistema del que la Figura 3.9 muestra s6lo una parte, y sea
H,,(y) la matriz transferencia desde la transicién de entrada w hasta el vector de
salida completo. Luego, la salida correspondiente a las condiciones iniciales de-
seadas estd dada por:

Y(y) =H)U(y)® H,(y)(1 @ 3y™) .
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Notese que ahora la relacion entrada salida no es mads lineal, sino afin, debido a la
presencia de condiciones iniciales no nulas (equivalente a una entrada adicional w
con los valores dados).?

3.2.7. Una controversia sobre las condiciones iniciales

Hemos considerado que las marcas iniciales (con condiciones iniciales canoni-
cas) estan disponibles desde el tiempo —o0, lo cual puede interpretarse como una
aparente paradoja.

Considérese por ejemplo la situacion de la forma candnica de las ecuaciones
obtenidas en §3.1.5: es evidente que corresponden a un GET con exactamente una
marca en los lugares ubicados entre transiciones internas, y de acuerdo a las con-
venciones hechas, esas marcas estan alli desde —oo. Si consideramos ahora una
transicion interna con todas las transiciones anteriores siendo también internas,
esta transicién puede ser disparada desde —oo (ya que hay una marca en cada
lugar anterior lista para ser utilizada). Entonces, ; por qué esta transicion no se dis-
paré antes consumiendo las marcas que luego no deberian estar alli en el marcado
inicial en el tiempo O ?

La primer observacion la haremos sobre una situacién mas simple. El siguiente
GET es quizas el mas simple que pueda imaginarse. Esta seria la representacién

o]

Figura 3.10: Shift y

en redes de Petri del shift y (la funcion transferencia entrada-salida es y). Nue-
vamente, la marca inicial deberia haberse ido por el disparo de la transicién de
salida. Dada una trayectoria de entrada cuya transformada es U (y), la correspon-
diente trayectoria de salida es yU(y), o sea, la k-ésima marca que entra a través
de la transicién de entrada (en tiempo u(k)), lo hace al mismo tiempo que la marca
nimero k + 1 sale por la transicidn de salida. De aqui que el rol de este GET es
simplemente desplazar la numeracién en 1 entre la entrada y la salida debido a la
presencia de una marca en el marcado inicial.

Respecto a la primer marca (nimero 0) puede decirse que salié en tiempo
—o0 = ¢ dado que en la transformada y de la trayectoria de salida, esto es yU (),
el coeficiente que acompaiia a ' es “cero” (no existe el monomio), esto es, ¢. Te-
nemos entonces la confirmacion de que la marca del marcado inicial se fue en —oo
y luego, debido a este evento, los siguientes eventos (disparos de la transicion de
salida debidos a marcas que realmente entran al sistema por la transicién de salida)
son numerados en una escala desplazada en uno con respecto a los disparos de la
entrada.

’En la teorfa de sistemas cldsica, se suele utilizar un procedimiento andlogo para introducir con-
diciones iniciales no nulas a través de la incorporacion de entradas adicionales. En este caso las
funciones tales como la H,, se suelen denominar pseudo-transferencias.
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Como vemos, desde un punto de vista algebraico, todo parece ser consistente.
La paradoja permanece si se insiste en pensar que el marcado inicial es “una foto
del GET tomada en tiempo 0” (el tiempo inicial de la simulacién).






Capitulo 4

Teoria de residuacion

La mayor parte del material de este capitulo pertenece a la teoria de lattices.
Como hemos visto en el capitulo 2, un dioide completo es, en particular, un lattice
completo debido a la estructura de orden inducida por la suma. La estructura adi-
cional que provee la multiplicacion practicamente no serd utilizada, exceptuando
por supuesto cuando consideremos funciones en las que interviene la multiplica-
cién (por ejemplo, cuando consideremos la residual de la funcién x — a ® x).

4.1. Funciones monédtonas y continuidad

4.1.1. Funciones monotonas

En esta seccidon caracterizaremos a las funciones mondtonas (ver Defini-
cién 2.12) en términos de conjuntos inferiores y superiores.

Definicion 4.1. Sea D un conjunto ordenado. Un conjunto inferior es un subcon-
junto no vacio I de D que verifica la siguiente propiedad:

{b<ayacll=bel.

Un conjunto inferior cerrado (generado por a) es un conjunto inferior de la forma
{b | b < a} el cual serd representado por [<—, a]. Un conjunto superior es un
subconjunto no vacio S de D que verifica la siguiente propiedad:

fa<xbyaeS}=besS.

Un conjunto superior cerrado (generado por a) es un conjunto superior de la forma
{b : a < b} el cual sera representado por [a, —].

Notemos que un conjunto inferior cerrado es un conjunto inferior que contie-
ne a su (menor) cota superior . Andlogamente, un conjunto superior cerrado es un
conjunto superior que contiene a su (mayor) cota inferior . En Ry,;x los conjuntos
inferiores cerrados son intervalos de la forma (—oo, a], mientras que los conjuntos
inferiores son intervalos de la forma (—o00, a] o bien (—o0, a). Andlogamente, en
Rix, los conjuntos superiores cerrados son intervalos de la forma [a, +00). En la
Figura 4.1 se representan estos conjuntos en el caso de un lattice parcialmente or-
denado. En dicha figura se representa a un lattice utilizando un diagrama de Hasse,

59
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en donde los nodos representan elementos, los arcos entre elementos indican si los
mismos son comparables por la relacién de orden (se utiliza la propiedad transitiva
para representar un nimero minimo de arcos) y el elemento que se encuentra arriba
de otro (conectado por un camino) es el mayor.

conjunto inferior
cerrado

. )
conjunto infens®

Figura 4.1: Conjunto inferior y conjunto inferior cerrado

Si I es un V-morfismo (&-morfismo en el caso de dioides) 0 un A-morfismo,’
entonces IT es una funcién monétona (ver §2.2.1). En particular, si D es un dioide,
como para cada a € D la funciéon x — a ® x es un @-morfismo, resulta que
la misma es una funcién mondétona. Sin embargo, como fue comentado en §2.2.1,
una funcién monétona no es necesariamente un @-morfismo ni un A-morfismo
(ver Ejemplo 2.24).

Lema 4.2. Sea I una funcion del lattice D en el lattice S. Entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

1. II es monotona;

2. lapre-imagen T1~! ([<—, a]) de todo conjunto inferior cerrado es un conjun-
to inferior o es el conjunto vacio;

3. la pre-imagen H_l([a, —>]) de todo conjunto superior cerrado es un con-
junto superior o es el conjunto vacio;

4. Tl es un V-supermorfismo, es decir,

[M(xVvy) = Ix)VvII(y), Vx,yeD;

5. I1 es un A-submorfismo, es decir,

MxAy) <IIx)AII(y), Vx,yeD.

"Una funcién IT de D en S (lattices) es A-morfismo si IT1(a A b) = TI(a) A T1(b), Ya,b € D.
Un Vv-morfismo se define en forma andloga.
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Demostracion.

1=2 Supongamos que I1 es mondtona. Sea x € 1'1_1([<—, a]) si este conjunto no
es vacio. Entonces, por definicién de pre-imagen, IT1(x) < a. Sea y < x.
Entonces I1(y) < II(x) < a, y por lo tanto y € 1'1_1([<—, a]). Con esto
queda demostrado que IT~! ([<—, a]) es un conjunto inferior.

2=1 Supongamos que y < x. Como x € 1'1_1([ <, H(x)]) y ademds como
por hipétesis IT~! ([ <, H(x)]) es un conjunto inferior, resulta que y €

n! ([ <, l'I(x)]). Entonces I1(y) < IT1(x) y por lo tanto I1 es una funcién
monaotona.

143 Esandlogaal < 2.
1=4 Supongamos que I1 es monotona. Entonces

xVy>x=TI(xVy)>TI(x)

xVy>y=IlxvVvy)>=TI(y) }in(xvy)zl'l(x)vn(y)

donde la tdltima implicacion se debe a que IT(x) Vv I1(y) es la menor de las
cotas superiores de IT1(x) y I1(y). Por lo tanto, IT es un V-supermorfismo.

4=1 Supongamos que y < x. Entonces x = x V y. Por hipétesis tenemos que
[MT(x) = II(x v y) > IT(x) v II(y) y entonces [1(y) < I1(x). Por lo tanto,
[T es una funcién monotona.

145 Esandlogaal < 4. O

Cuando D es una cadena las afirmaciones 4 y 5 del lema anterior se verifican
con igualdad. Por ejemplo, si D es una cadena, entonces x V y es igual a y o x,
y por lo tanto IT(x Vv y) es igual a [1(y) o I1(x), con lo cual IT(x Vv y) es igual a
[T(y) Vv II(x). Entonces en este caso I es un V-morfismo. Lo mismo se verifica
para la afirmacion 5 y en ese caso I1 es un A-morfismo.

Si D y S son lattices completos, entonces es facil verificar que las afirmaciones
4 y 5 también se verifican cuando V y A operan sobre subconjuntos infinitos.

4.1.2. Continuidad

Definicion 4.3. Una funcién IT de un lattice completo D en un lattice completo S
se dice semicontinua inferior (s.c.i.) si para cada subconjunto (finito o infinito) R
de D se verifica:

n(\/x>=\/n(x).

xXeR xXeR
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Andlogamente, I1 se dice semicontinua superior (s.c.s.) si se verifica:
H(/\x) = AT
xeR xeR

Una funcién se dice continua cuando en semicontinua inferior y superior.

Una funcién semicontinua inferior (respectivamente semicontinua superior) es
en particular un V-morfismo (respectivamente un A-morfismo).

Observacion 4.4. Notemos que obtenemos la nocién habitual de semicontinuidad
inferior (respectivamente superior) cuando aplicamos la definicién anterior de se-
micontinuidad inferior (respectivamente superior) a una funcién monétona de R en
R. De aqui la terminologia utilizada.

Lema 4.5. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

n [ es semicontinua inferior;

w la pre-imagen T1! ([<—, a]) de todo conjunto inferior cerrado es un conjun-
to inferior cerrado o es el conjunto vacio.

Andlogamente, las siguientes dos afirmaciones son equivalentes:

u [] es semicontinua superior;

» [a pre-imagen H_l([a, —>]) de todo conjunto superior cerrado es un con-
junto superior cerrado o es el conjunto vacio.

Demostracion. Probaremos inicamente la primera equivalencia. Supongamos que
IT es semicontinua inferior. Entonces, por el Lema 4.2, IT es mondtona y la pre-
imagen R = 1'1_1([<—, a]) de todo conjunto inferior cerrado es un conjunto infe-
rior (si es distinto del vacio). Si x € R entonces [1(x) < a y por lo tanto

n(\/x>=\/n(x)5a.

xXeR xXeR

Entonces la cota superior de R = 17! ([<—, a]) pertenece a dicho conjunto con lo
cual [T~! ([<—, a]) es un conjunto inferior cerrado.

Supongamos ahora que la pre-imagen de todo conjunto inferior cerrado es un
conjunto inferior cerrado. Entonces, por el Lema 4.2, I1 es mondtona y para todo
subconjunto R de D se verifica que:

H(\/x) = \/ 1) . (4.1)

xXeR xXeR

ren ([« Vnw))

xXeR

Como
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y como por hipétesis 1! ([ <~ Vser H(x)]) es un conjunto inferior cerrado,

resulta que la cota superior \/, . x de los elementos de R pertenece a

n—1<[ <V n(x)D ,

y entonces
H(\/x) <\ 0. (4.2)
xXeR xXeR
De (4.1) y (4.2) obtenemos entonces que
H(\/x) = \/H(x),
xXeR xXeR

y por lo tanto IT es semicontinua inferior.
La demostracion de la segunda equivalencia es andloga. O

Ejemplo 4.6. Consideremos la funcién IT : Rinix — Zmax definida por:

no= @ v,

{yezméx yix}

donde el simbolo < tiene el significado habitual. Notemos que IT(x) es simple-
mente la parte entera del nimero real x. Esta funcién es un @&-morfismo y un
A-morfismo. También es semicontinua superior (esto es consecuencia, como ve-
remos mas adelante, de que IT es la residual de la funcién x — x de Zomix €N
Rumsx). Sin embargo IT no es semicontinua inferior, pues tomando por ejemplo

R = {5 - (ﬁ) |ne N},resulta:

H(\/x):H(S):57E4:\/4:\/H(x).

xXeR xXeR xXeR

Lema 4.7. El conjunto de las funciones semicontinuas inferiores de un dioide
completo D en si mismo es un dioide completo con las operaciones suma @ y
multiplicacion ® definidas por:

Nead: x> IMkx)® PKx);

Ne: x — M(dW)) .
Andlogamente, el conjunto de las funciones semicontinuas superiores de un dioide
completo D en si mismo es un dioide completo con las operaciones suma @ y
multiplicacion @ definidas por:

N&P: x> M) ADK);

NYe: x> M(dw).
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Demostracion. Probaremos solamente la primera afirmacién pues la demostracion
de la segunda es andloga. Es sencilla la verificacion de que la multiplicacion y la
suma de dos funciones semicontinuas inferiores es una funcién semicontinua infe-
rior. El elemento neutro de la suma g es claramente la funcién que es identicamente
igual a &, mientras que el elemento neutro de la multiplicacién e es la funcién iden-
tidad en D. La propiedad distributiva a derecha de la multiplicacién con respecto a
la suma es consecuencia directa de las definiciones de la suma @ y la multiplica-
cién ®, mientras que la propiedad distributiva a izquierda es consecuencia de estas
definiciones y del hecho de que las funciones son semicontinuas inferiores. El he-
cho de que este nuevo dioide sea completo es consecuencia directa de la definicion
de la suma @ y de que el dioide D es completo. Los restantes axiomas de un dioide
pueden comprobarse facilmente. O

Observacion 4.8. Como por el lema anterior el conjunto de las funciones semi-
continuas inferiores de un dioide completo D en si mismo es un dioide completo,
entonces sabemos que esta definida la operacion cota inferior sobre este conjunto,
la cual representaremos con A. Sin embargo, en general no se verifica que

(MA®)(x) =T(x) A P(x) ,
pues la funcién de la derecha no es necesariamente semicontinua inferior.

Ejemplo 4.9. Sea D = (@méx)z, en donde las operaciones estan definidas compo-

. . = —2
nente a componente a partir de las operaciones de R4, y sea S = (R , D, ®), en
donde la multiplicacién es la misma que en D; pero la suma estd definida por:

i By = x si(xp>y) o (xp=y1y x2>y);
y si(xp<y) o (xi=y1y x=<y);

es decir, @ es la suma inducida por el orden lexicogrifico de R>. La relacién
de orden en D es la relacion de orden parcial habitual. Consideremos la funcién
IT: D — S dadaporlabiyeccién canénicax +— x. Esta funcion es monétona pues
x < yen D implicaque x < y en S. Sin embargo, esta funcién no es semiconti-
nua inferior ni superior. Para ver que I no es semicontinua inferior, consideremos
por ejemplo el conjunto inferior cerrado generado por (2, 3). Este conjunto estd re-
presentado en la Figura 4.2. Como la pre-imagen por I1 de este conjunto coincide
con dicho conjunto, y como ademads los conjuntos inferiores cerrados en D son co-
nos sud-oeste cerrados, resulta por el Lema 4.5 que I1 no es semicontinua inferior.
Andlogamente se puede mostrar que Il no es semicontinua superior.

Este ejemplo es interesante pues muestra que una funcién biyectivay monoétona
no tiene necesarimente una inversa monétona (que x < y en S no implica que
x < yen D). Sin embargo, si I1 es una funcién monétona de un dioide D con una
relacion de orden total en un dioide S, entonces IT~! también debe ser monétona.
Para probar esta propiedad sean a, b € Stalesquea < b (a < b, a # b). Entonces,
como D es totalmente ordenado (y IT biyectiva), se debe verificar que IT"!(a) <
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Figura 4.2: Conjunto inferior cerrado para el orden lexicografico

I1-'(b) o bien T~ (b) < T~ (a). Supongamos que IT~'(h) < IT~!(a). Entonces
como [T es mondtona se tendria que l'I(l'I_l(b)) < l'I(l'I_l(a)), es decir, b < a,lo
cual es un absurdo. Por lo tanto 1! (a) < I1~1(b), y entonces I1-! es mondtona.
En este dltimo caso, si D y § son también dioides completos, entonces se puede
probar la continuidad tanto de IT como de IT~.

Lema 4.10. Sean D y S dos dioides completos y I1 un homomorfismo de D en S.
Consideremos la congruencia definida por

xRpy & Nx)=T(), Vx,yeD.

Si I1 es semicontinua inferior (respectivamente superior), entonces cada clase de
equivalencia posee un mdximo elemento (respectivamente minimo) el cual puede
entonces considerarse como un representante canonico de dicha clase.

Demostracion. Supongamos que I1 es semicontinua inferior. Sea [x] la clase de

. . _ def .
equivalenciade x y sea x = EBye[x] y la (menor) cota superior de los elementos
de [x]. Debemos mostrar que x € [x]. Como IT es semicontinua inferior tenemos
que:

M(x) = n(EB y) =Py = nw=rnw,
yelx] yelx] yelx]

y por lo tanto x € [x]. El caso en el cual IT es semicontinua superior se demuestra
en forma similar. O

4.2. Elementos de la teoria de residuacion

4.2.1. Resultados basicos

Los principales objetivos de la teoria de residuacién son los de invertir funcio-
nes monotonas y el de dar una respuesta al problema de resolucion de una ecuacion
de la forma IT(x) = b, donde IT es una funcién mondtona entre dos lattices com-
pletos. Cuando IT no es sobreyectiva, la ecuacion anterior no tiene solucién para
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ciertos valores de b; mientras que cuando IT no es inyectiva, la solucién puede no
ser Unica. La idea para resolver este problema es la de debilitar la nocién de solu-
cion a la de subsolucion, es decir un elemento x que verifica que I[1(x) < b, o bien
a la de supersolucion, es decir un elemento x que verifica que I1(x) > b. Luego
se toma a la menor cota superior (respectivamente la mayor cota inferior) del con-
junto de las subsoluciones (respectivamente supersoluciones) como la “solucién”
de la ecuacion. Esto es posible siempre y cuando el conjunto de las subsoluciones
(respectivamente supersoluciones) sea no vacio. La eleccién del enfoque que se
utilizard depende de las propiedades de continuidad que verifica I1. El primer en-
foque se toma cuando IT es semicontinua inferior ya que en ese caso la menor cota
superior del conjunto de las subsoluciones también es una subsolucion (es la ma-
yor subsolucién). Si en este caso representamos con I1%(b) a la mayor subsolucién,
entonces se verifica que:

ey = \/ x y I(F®)=b.
{(x[TT(x)=b}

Dualmente, se considera el segundo enfoque cuando IT es semicontinua supe-
rior ya que en dicho caso la mayor cota inferior del conjunto de las supersoluciones
es una supersolucién (es la menor supersolucion). Si representamos con [1°(b) a
esta menor supersolucién, entonces se verifica:

mey= N x y I(T°®)=b.
{x|TT(x)=b}

Observacion 4.11. Notemos que si existe una solucién “real” de la ecuacién
[T(x) = b (es decir, que la verifica con igualdad), entonces cualquiera de los dos
enfoques (siempre y cuando sean aplicables) dard como respuesta una solucién
X3 2

real”.

Teorema 4.12. Sea I1 una funcion mondtona del lattice completo D en el lattice
completo S. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. Para todo b € S existe la mayor subsolucion de T1(x) = b (esto es, el
conjunto de las subsoluciones no es vacio y posee un elemento mdximo).

2. TI(e) = & y I es semicontinua inferior” (o equivalentemente, la pre-imagen
de todo conjunto inferior cerrado es distinto del vacio y es un conjunto infe-
rior cerrado).

3. Existe una funcion T1* de S en D que es monétona y semicontinua superior
tal que:

MoI1% < I (identidad en S); 4.3)
M* I > Ip (identidad en D). (4.4)

2Representaremos con ¢ al menor elemento (o elemento base) de cualquier lattice completo.
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Cuando T1 verifica estas propiedades se dice que es residuable, y entonces la fun-
cion TI* (univocamente determinada por (4.3) y (4.4)) recibe el nombre de residual

de T1.

Demostracion.

1=3

3=2

Para cada b € S, definamos IT?(h) como la mayor subsolucién de IT(x) = b
(la cual existe por hipétesis). Es facil verificar que la funcién IT* definida de
esta manera es monotona. La desigualdad (4.3) es directa a partir de la defi-
nicion de subsolucién. Para probar la desigualdad (4.4), tomemos b = IT(x)
para cada x € D. Como en particular x es una subsolucién correspondiente
a dicho b, por la definicién de IT#(b) resulta que x < IT¥(b) = I1% o TI(x), y
por lo tanto se cumple (4.4).

Probaremos ahora que IT* es semicontinua superior. Como I es monétona
sabemos que para cada subconjunto B C S se verifica:

nﬁ< A\ b) = A\ ®) . (4.5)
beB beB
Utilizando el hecho de que IT es monétonay la desigualdad (4.3) obtenemos:
n(/\n%)) < A\d-mf®) < A\b.
beB beB beB
Por la definicién de I1* resulta entonces que:
N\ ) < nﬁ< A\ b) : (4.6)
beB beB
De (4.5) y (4.6) obtenemos entonces que I1* es semicontinua superior.

Por (4.3) tenemos: IT - IT¥(¢) < &, y entonces IT o [T%(g) = ¢. Como & <
1% (e), resulta que [T(e) < ITo %) = ¢, y por lo tanto I1(e) = €.

Veamos que IT es semicontinua inferior. Sea X C D. Como I1 es mondtona
sabemos que se verifica:

\/H(x)jl'l(\/x). (4.7)

xeX xeX

Para cada x € X definamos b, = I1(x). Por la desigualdad (4.4), IT*(b,) >
X, y por lo tanto

H(\/x) < n(\/ nﬁ(bx)> < nonﬁ<\/bx>

xeX xeX xeX

<\ b=\ 1. @8

xeX xeX
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donde utilizamos el hecho de que IT* es monétona y que se cumple la desi-
gualdad (4.3). De las desigualdades (4.7) y (4.8) resulta entonces que I es
semicontinua inferior.

2=1 Debido a que I1(e) = ¢, el subconjunto X, de las subsoluciones de I1(x) =
b es no vacio para cada b € S. Como I1(x) < b para cada x € X; y como
ademas IT es semicontinua inferior, resulta:

H(\/x): \/ IMx)=<b.
xeXp xeXp

Por lo tanto \/ x, X también es una subsolucién de I1(x) = b (es la mayor
subsolucidn).

Notemos finalmente que como por definicién la mayor subsolucion es tnica,
las equivalencias anteriores definen una tnica funcién IT°. O

Observacion 4.13. Si IT es una funcion residuable, entonces se verifica:
N[« x]) = [ <, T*()] .
Ademds como I1(T) < T, resulta que 4T = T, y por lo tanto n5m =T.

Tenemos el siguiente teorema para el caso en el cual nos interesamos en buscar
la menor supersolucion en lugar de la mayor subsolucién .

Teorema 4.14. Sea I1 una funcion mondtona del lattice completo D en el lattice
completo S. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. para todo b € S existe la menor supersolucion de T1(x) = b (esto es, el
conjunto de las supersoluciones no es vacio y posee un elemento minimo);

2. TI(T) = T y Il es semicontinua superior (o equivalentemente, la pre-
imagen de todo conjunto superior cerrado es distinto del vacio y es un con-
Jjunto superior cerrado);

3. existe una funcion T1° de S en D que es mondtona y semicontinua inferior
tal que:

MoI’ > I (identidad en S); 4.9)
M-I < Ip (identidad enD). (4.10)

Cuando T verifica estas propiedades se dice que es dualmente residuable, y enton-
ces la funcion 1" (univocamente determinada por (4.9) y (4.10)) recibe el nombre
de residual dual de T1.
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Notemos que si IT es una funcién residuable, entonces su residual I1* es dual-
mente residuable pues, como demostramos en el Teorema 4.12, [1* es semicontinua
superior y ademds verifica que I1*(T) = T (ver Observacién 4.13). Ademds, de la
afirmacion 3 del teorema anterior y de las desigualdades (4.3) y (4.4), obtenemos
que (T4 = 11.

Observacion 4.15. Si IT es una funcién dualmente residuable, entonces tenemos
que

! (fx, »1) = [M°(x), >1.
Ademds como ¢ < I(¢), resulta que IM°(e) < &, y por lo tanto M°(e) = &.

Ejemplo 4.16. Consideremos la funcién IT : Zomix — Ruax donde T(x) = x.
Entonces, como claramente la pre-imagen de cada conjunto inferior cerrado es un
conjunto inferior cerrado no vacio, resulta que IT es residuable. La residual de IT es
la funcién que fue estudiada en el Ejemplo 4.6, es decir, es la parte entera “desde
abajo” de un nimero real. Un razonamiento andlogo muestra que I1 también es
dualmente residuable y que su residual dual es la parte entera “desde arriba” de un
nuimero real.

Ejemplo 4.17. Sea S un lattice completo. Consideremos la funcién IT de S en S?
definida por: IT(x) = (x, x). Notemos que una subsoluciéonde I1(z) = b = (x, y)
es un elemento z de D que verifica: z < x y z < y. Entonces Il es una funcién
residuable y su residual estd dada por:

M, y)=xAy.

Anélogamente, IT es dualmente residuable y su residual dual es IT°(x, y) = x Vv y.

4.2.2. Resultados adicionales

En el siguiente teorema se resumen algunas propiedades de las funciones re-
siduables y dualmente residuables, asi como de las residuales y de las residuales
duales.

Teorema 4.18.
1. Si Il es una funcion residuable de D en S, entonces
Mool =11;
oMo =11 .
Ademads se verifican las siguientes equivalencias:
I1° o 1 = Ip < 1 es inyectiva < T1° es sobreyectiva;
1o ITF = Ig < T1° es inyectiva < T1 es sobreyectiva.

Las mismas afirmaciones se verifican para las funciones dualmente residua-
bles cambiando # porb.
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2. Sill : D — Sy ®:S — C son funciones residuables, entonces ® o I1
también es residuable y

(@ oI =170 &7 .
Nuevamente, las mismas afirmaciones se verifican con b en lugar de .

3. Sill, &, ¥ y O son funciones de D en D, y si I[1 y ® son residuables,
entonces

NodP<VoB® & Po@® <TFoW.
Como corolario tenemos:

<0 & 6°<I*,

N=<Ipsllf=Ip,
n>Ipenf<Ip.

Afirmaciones similares se verifican para residuales duales bajo apropiadas
hipaotesis. En particular se verifica:

P MM<OoVs@d<W.TII".

4. SiIly ® son dos funciones residuables del dioide D (en el cual N estd defi-
nida) en si mismo, entonces I1 & ® es residuable y

(M & ®)° =TI° A D7 .
Si [Ty @ son dualmente residuables, entonces [1AD es dualmente residuable
y

(MAD) =" .

5. SiIly @ son dos funciones residuables del dioide D (en el cual A estd defi-
nida) en st mismo y si I1 A ® es residuable, entonces

(T A Q) > " @
Si I, ® y I1 & ® son dualmente residuables, entonces
Mo <M AD.
Observacion 4.19. Consideremos nuevamente el Lema 4.10. Notemos que si IT es
residuable, entonces el maximo elemento de la clase de equivalencia de x esta dado
por 1% o T (x).

La funcién 1% IT es un proyector,® pues por la primera afirmacién del teorema
anterior tenemos:

Mool =TI1%-11.

Mas adelante consideraremos nuevamente a estas funciones.

3Una funcién IT : D — D se dice que es un proyector cuando IT = IT o IT.
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4.2.3. Residuacion restringida

La residuacién tiene como objetivo el de dar la mejor (en el sentido de que es
la mayor o la menor segun el caso) subsolucién o supersolucién de la ecuacion
[T(x) = b, cuando IT: D — S es una funcién mondtona que verifica convenientes
propiedades de semicontinuidad. A veces puede ser necesario buscar la mejor ““so-
lucién aproximada” de dicha ecuacién sobre un subconjunto D C D y no sobre
todo el conjunto D (supondremos que D¢ es un sup-semilattice, es decir, es cerra-
do con respecto a V). Este problema recibe el nombre de residuacion restringida.
Representemos con / a la inclusién canénica* de D en D. Notemos entonces que
“resolver” la ecuacién I1(x) = b sobre D conduce a estudiar la ecuacién:

Mol(x)=05b. (4.11)

Si D* es un sup-semilattice completo, entonces I es una funcién residuable, con lo
cual (por el Teorema 4.18) resulta que la mayor subsolucién de la ecuacion (4.11)
estd dada por:

x={1oD*b) =1 TI*D) .

Este elemento x puede considerarse nuevamente como elemento de D si le aplica-
mos /. Finalmente obtenemos:

I(x)=1-I*(y) donde y=TI*®b).
Notemos que este procedimiento puede dividirse en dos pasos:

1. primero se considera el problema sin restricciones (es decir, se busca la so-
lucién de I1(x) = b en D); esto conduce a la solucién y;

2. como segundo paso se “proyecta’” la solucién y sobre el subconjunto de las
soluciones admisibles D4; notemos que 7 o I* es un proyector con imagen
DY,

Se puede realizar un razonamiento andlogo en el caso en el cual I1 sea dual-
mente residuable; pero ahora para que / sea dualmente residuable es necesario
suponer que D sea cerrado con respecto a A (de forma tal de que D*® sea un
inf-semilattice completo).

Observacion 4.20. A veces puede suceder que una funcién IT : D — S no sea

residuable; pero que esta propiedad si se verifique cuando se restringe el lado de-

recho de la ecuacién IT(x) = b a cierto subconjuto S2 C S. Por ejemplo, en un

dioide completo D, la funcién IT : x + x™ (ver §2.5) de D en D no es residuable

ya que ni siquiera es un @-morfismo. Para mostrar que IT no es un @-morfismo,
. i~ 2x2 .

tomemos por ejemplo D = (Rméx) . Entonces si

e 1 e —1
a=<_1 8) y b=<1 8)’

41 es la funcién de D* en D definida por: I (x) = x.
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resulta que
L (e 1\ (T T .
(a ®b) —(1 8) _<T T);«éa ®b

-(5 e -6

Sin embargo, como veremos en el Teorema 4.27, I1 es residuable cuando se toma
a $% como la imagen de IT.

4.24. | Cuando la ecuacion I1(x) = b admite solucion ?

Antes de finalizar esta seccién es bueno insistir en el principal objetivo de la
teoria de residuacién que es el de resolver ecuaciones de la forma IT(x) = b cuando
IT es una funcién monétona. La mejor técnica para resolver este problema es la
siguiente:

1. buscar la mayor subsolucién o la menor supersolucion dependiendo de si I'T
es semicontinua inferior (y [1(e) < b) o semicontinua superior (y IT(T) >
b) respectivamente;’

2. versi

MNoM%b)=b obien MoM°(b)=0b. 4.12)

Observemos que existe una solucién de I1(x) = b si y solamente si se verifica
una de las igualdades de (4.12) (siempre y cuando se cumpla la propiedad de semi-
continuidad correspondiente). Por lo tanto, la residuacién nos provee de un método
efectivo y constructivo para determinar si la ecuacion I1(x) = b posee solucion.

4.3. Funciones clausura y clausura de funciones

4.3.1. Funciones clausura y clausura dual

Estudiaremos ahora una clase especial de funciones de un lattice en si mismo
que serdn de interes mas adelante.

Definicion 4.21. Sea D un lattice y IT : D — D una funcién mondtona tal que
[1.I1 =11 > Ip, entonces I recibe el nombre de funcion clausura. Si I1 o I1 =
IT < Ip, entonces I recibe el nombre de funcion clausura dual.

Ejemplo 4.22. Como primer ejemplo de una funcién clausura consideremos sobre
cualquier lattice D la funcién IT : x — a Vv x. Entonces como

Mollx) =av(@avx)=avx=IIx)>x,

obtenemos que IT es una funcién clausura.

3SiTl(g) £ b o TI(T) ¥ b, entonces claramente la ecuacién no tiene solucién.
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Ejemplo 4.23. Sea D un dioide completo. Consideremos la funcién IT : x +— x*
(ver §2.5). Entonces como claramente x* > x y (x*)* = x*, obtenemos que IT es
una funcion clausura.

Teorema 4.24. Si Il : D — D es una funcion residuable, entonces las siguientes
cuatro afirmaciones son equivalentes:

1. MoIl=TI> Ip (esdecir, I1 es una funcion clausura);
2. TI*oTI* =TI < Ip (es decir, T1* es una funcion clausura dual);
3. TP =T1.11%

4. M=TI".1I

Demostracion.
1=2 Esta implicacién es consecuencia de los items 2 y 3 del Teorema 4.18.

2=3 Como I1% o T1* = I1? resulta que IT o I1% o T1* = IT - I1%. Por (4.3) tenemos:
IM° > T IT% o TI*. Ademds ITo 1% > TI%, pues I1¥ < Ip = I1 > Ip (item 3
del Teorema 4.18). Por lo tanto, tenemos que M > MoI*eI1? = Mo I1% =
I1%, y entonces I1* = IT o IT°.

3=4 Como I1* = IT - IT%, resulta que IT o T1* o IT = IT* - I1. Pero por el item 1
del Teorema 4.18 sabemos que: ITo 1% o IT = IT . Por lo tanto, IT = IT% - I1.

4=1 Como IT = IT%-I1, tenemos que I1 > Ip por (4.4). Ademds, [T = 4.1 =
IToI1 = IloTII*c 1, y entonces (por el item 1 del Teorema 4.18) resulta:
IMoI1 =TI U

El teorema anterior nos dice que toda funcién clausura residuable IT puede
factorizarse como I1° o T1. En realidad, se puede probar que toda funcién clausura
I1 definida sobre D puede factorizarse como W#-W para cierta funcién W : D — S,
donde S es un conjunto ordenado. Mdas adelante daremos otra caracterizacién de
las funciones clausura semicontinuas inferiores. El siguiente teorema es el andlogo
del teorema anterior para el caso de funciones dualmente residuables.

Teorema 4.25. Si [1: D — D es una funcion dualmente residuable, entonces las
siguientes cuatro afirmaciones son equivalentes:

1. Mol =1TI> Ip (esdecir, I1 es una funcion clausura);
2. I°oI1° =I1° < Ip (es decir, T1" es una funcion clausura dual);
3. M=I-I"%

4, M’ =T11"-T1I.
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Lema 4.26. Si I1 y ® son funciones clausura sobre D que también son -
morfismos, entonces I1 A @ es una funcion clausura. Andlogamente, si I1 'y ® son
funciones clausura dual sobre D que también son V-morfismos, entonces I1 Vv ®
es una funcion clausura dual. Las afirmaciones anteriores se extienden a un niime-
ro infinito de funciones si las mismas son semicontinuas superiores e inferiores
respectivamente.

Demostracion. Probaremos la primera afirmacion solamente. Como I1 > Ip y
® > Ip, claramente resulta que [T A ® > Ip. Ademads

(MITADP) e (ITADP) =TT ITAITIcPADPITADoD
=IHAITIocPADPIIADP=IIAD,

puesl > Ip = [Mo® > Py d > Ip = P II > II. Por lo tanto, [T A ® es una
funcion clausura. O

Una funcién clausura sobre un lattice D no es necesariamente un A-morfismo
ni tampoco un V-morfismo. Por ejemplo, ya mostramos (ver Observacion 4.20) que
la funcion clausura IT(x) = x™ sobre un dioide completo no es necesariamente un
Vv-morfismo. Sin embargo, probaremos a continuacion que la imagen de una fun-
cion clausura IT es cerrada con respecto a A, y que también es un sup-semilattice;
pero no con V (la cota superior de D) como la operacion (menor) cota superior en
la imagen de IT. Probaremos ademads que si D es un lattice completo, entonces I1
puede considerarse como una funcion residuable cuando se restringe su codominio
ala imagen de IT.

Teorema 4.27. Sea I1 es una funcion clausura sobre un lattice D. Entonces

1. im Tl es un A-semilattice. Mds precisamente se verifica:

[Mx) ATI(y) = H(H(x) A H(y)) eimIl, Vx,y eD;

2. imTl es un V-semilattice con la siguiente cota superior definida sobre im I
(con la relacion de orden inducida por la relacion de orden de D ):

xVy H(xVy) Vx,y eimll;

3. si D es un lattice completo, entonces estas operaciones también estdn defi-
nidas para subconjuntos infinitos, y ademds im Il con el orden inducido por
el orden de D es un lattice completo;

4. representemos con Tl a la funcion del lattice (D, V, N\) en el lattice
(imTI1, Y, A) definida por H(x) = I1(x), Vx € D; entonces, T es un sup-
morﬁsmo,6

®Esto quiere decir que T verifica: ﬁ(x Vy) = ﬁ(x) Y ﬁ(y), Vx,y € D.
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5.

si D es un lattice completo, entonces I1 es residuable y TI* es la inclusion
canonica de im Il en D.

Demostracion.

1.

Como

M(x) A TI(y) = TT2(x) A T12(y) (pues > &' Mo 11 =)
> (TT(x) A TI(y)) (por el Lema 4.2)
> IT(x) A TI(y) (pues IT > Ip)

obtenemos que [T(x) A T1(y) = H(H(x) A H(y)). Notemos que esto signi-
fica que la cota inferior de dos elementos de la imagen de IT pertenece a la
imagen de IT. Por lo tanto, im I'T es un A-semilattice.

Sea z def Mx)VII(y) = H(H(x) \% H(y)). Entonces, z > IT(x) vV I1(y) ya
que IT > Ip. Por lo tanto, z, que pertenece a im I1 por definicién, es mayor
oigual que IT(x) y I1(y). Sea u otro elemento de la imagen de Il mayor o
igual que I1(x) y I1(y). Notemos que como u € im I1, existe v € D tal que
u = I[1(v), y entonces u = I[1(v) = [1%(v) = I1(u). Por lo tanto,

u=Tx) VIIY) = u=Tu) = TI(Tx) VIIY) =z.

Hemos probado entonces que z es la menor cota superior de [1(x) y IT(y)
que pertenece a im 1. En consecuencia, im IT es un sup-semilattice con
como cota superior (con la relaciéon de orden inducida por la relaciéon de
orden de D).

Si D es un lattice completo, entonces los mismos argumentos que fueron
utilizados en los items anteriores pueden repetirse sin modificaciones cam-
biando al subconjunto {x, y} por cualquier subconjunto infinito. Por lo tanto,
im IT es un lattice completo. Notemos que el minimo elemento de im IT es
[1(e) y el maximo elemento es [1(T).

Para cualquier par x, y € D, como Il > Ip, resultaque [1(x) > x y [1(y) >
vy, con locual IT(x) v I1(y) > x V y, y entonces

M) V() € () v II(y) = T Vy) .

Por otro lado, IT(x Vv y) > Il(x) Vv I1(y) ya que IT es moné6tona (ver Le-
ma 4.2). Aplicando la funcién IT a ambos lados de esta desiguladad y tenien-
do en cuenta que IT? = I, obtenemos:

M vy) =M v y) = I(I) VL)) S T V) .

Por lo tanto, IT(x Vv y) = I1(x) VII(y), lo cual implica que T es un sup-
morfismo.
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Nuevamente, si D es un lattice completo, entonces la demostracién anterior
puede repetirse para subconjuntos infinitos en lugar de {x, y}, lo cual im-
plica que T es semicontinua inferior. Como ademds la imagen del minimo
elemento de D es el minimo elemento de im I, obtenemos que I es resi-
duable (ver Teorema 4.12). Consideremos ahora la inclusion candnica Iy,
de imII en D y veamos que es igual a T1?. Esta funcién es semicontinua
superior por los items 1 y 3. Ademds como [y, j o ﬁ(x) = I1(x) > x (pues
IT > Ip), resulta que se verifica (4.4) (ver Teorema 4.12). Finalmente, no-
temos que Mo Iim(x) = II(x) = x (recordemos que demostramos que si
x € imTIl, entonces I1(x) = x), con lo cual se verifica (4.3). Por el Teo-
rema 4.12 resulta entonces que T1% es la inclusién canénica Iimg de im I
en D. O

El siguiente teorema es el dual del teorema anterior.

Teorema 4.28. 1. Si Il es una funcion clausura dual sobre un lattice D, en-

tonces im I1 es un V-semilattice. Mds precisamente se verifica:

[Mx)vIl(y = H(H(x) \Y, H(y)) eimIl, Vx,yeD.

im IT es un A-semilattice con la siguiente cota inferior definida sobre im I
(con la relacion de orden inducida por la relacion de orden de D ):

o~

x/\yd=efl'l(x/\y), Vx,yeimIl.

Si D es un lattice completo, entonces estas operaciones también estdn defi-
nidas para subconjuntos infinitos, y ademds im Il con el orden inducido por
el orden de D es un lattice completo.

Representemos con O ala funcion del lattice (D,V, A) en el lattice
(imT1, v, A) definida por TI(x) = TIl(x), Vx € D. Entonces, Tl es un
inf-morfismo.

Si D es un lattice completo, entonces Tl es dualmente residuable y TI° es la
inclusion candnica de im I1 en D.

4.3.2. Mejor funcion clausura y clausura dual

Consideremos el conjunto de las funciones mondétonas de un lattice completo D

en si mismo. Este conjunto es un lattice completo con la relacién de orden inducida
por la relacion de orden de D, es decir

MmM>d<Ilx)>dkx), VxeD.
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Notemos entonces que

Mmvo: x—Ilkx)Vv d(x),
MA®: x> II(x)ADP(x) .

Si nos restringimos tnicamente al conjunto de las funciones semicontinuas in-
feriores, entonces este conjunto es un dioide completo con la operaciéon suma &
igual a la cota superior V y la operacion multiplicacién ® igual a la composicion o
(la demostracién de esta afirmacion es similar a la del Lema 4.7). Andlogamente,
el conjunto de las funciones semicontinuas superiores es dioide completo con las
operaciones & = Ay ® = o.

Representaremos con IT¥ a la funcién:

[Mo-- oIl
—_—

k veces

y con IT° a I,. También utilizaremos la siguiente notacién:

+00 +o00 +00 +00
m=\/n*, not=\/n*, m=An" m=A\"n"
k=0 k=1 k=0 k=1

Notemos que no hay problemas para definir IT* o I'1, atin en el caso en el cual la
funcién IT no sea semicontinua inferior ni semicontinua superior pues suponemos
que el lattice D es completo.

De la definicién resulta claramente que IT* = Ip Vv IIT, y por lo tanto
[T* > IIT; pero observemos que se verifica la igualdad si IT > Ip. Ademads,
por el Lema 4.2, tenemos:

Doll* =M*c MM =11";

pero la igualdad se verifica si Il es semicontinua inferior. Andlogamente, 1, =
Ip A1, y por lo tanto IT, < Il ; pero la igualdad se verifica si IT < I. Ademas
nuevamente por el Lema 4.2 tenemos:

l—Iol—I*jl—I*ol—I=l—I+;

pero la igualdad se verifica si I1 es semicontinua superior.

Si IT es una funcioén clausura, entonces IT = IT*; y si IT es una funcién clausu-
ra dual, entonces I1 = I1,. Cuando IT no es una funcidn clausura (respectivamente
clausura dual), entonces como lo indica el siguiente lema, la funcién IT* (respec-
tivamente I1,) puede considerarse como su “clausura” (respectivamente ‘“‘clausura
dual”) siempre y cuando se cumplan apropiadas condiciones de semicontinuidad.

Lema 4.29. Sea I1 una funcion de un lattice completo D en si mismo. Si Il es
semicontinua inferior, entonces I1* es la menor funcion clausura que es mayor
o igual que T1. Andlogamente, si I1 es semicontinua superior, entonces I, es la
mayor funcion clausura dual que es menor o igual que T1.
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Demostracion. Probaremos la primera afirmacién inicamente. Como I1 es semi-
continua inferior, es ficil verificar que (IT*)? = IT*. Como ademds IT* > Ip, resul-
ta que IT* es una funcién clausura. Por la definicién de IT* tenemos que IT* > IT.

Sea ahora W otra funcion clausura mayor o igual que I1. Entonces de W > [Ip
y W > IT obtenemos:

U=u?>w. > 117,

Andlogamente se demuestra que ¥ = Wk > T1%, Vk € N. Por lo tanto,
+00
v \/ ot =1,
k=0

con lo cual queda demostrado que IT* es la menor funcién clausura que es mayor
o igual que IT. O

Como consecuencia directa del lema anterior tenemos el siguiente corolario.
El mismo nos proporciona una afirmacién equivalente adicional para los Teore-
mas 4.24 y 4.25.

Corolario 4.30. Sea I1 una funcion de un lattice completo D en si mismo. Si I1 es
semicontinua inferior, entonces Tl es una funcion clausura si'y sélo si I1 = IT*. Si
1 es semicontinua superior, entonces Il es una funcion clausura dual si y solo si
[T = TII,.

El siguiente corolario completa los resultados de los Teoremas 4.27 y 4.28.

Corolario 4.31. Sea Il una funcion clausura de un lattice completo D en si mismo.
Si I1 es semicontinua inferior, entonces im Il es un lattice con las operaciones cota
superior V' y cota inferior A de D. La misma afirmacion se verifica si Il es una
funcion clausura dual semicontinua superior.

Demostracion. En el Teorema 4.27 probamos que si IT es una funcién clausura,
entonces im IT es un A-semilattice. Como IT es semicontinua inferior, claramente
im IT es también un V-semilattice. Por lo tanto im IT es un lattice. Una demostra-
cion similar puede darse para la segunda afirmacion. O

4.4. Residuacion de la suma y la multiplicacion

4.4.1. Formulas principales

En esta seccién estudiaremos las siguientes funciones de un dioide D en si mis-
mo:

T, x+—~>a®x (translacién por a);
Lyi:x—a®x (multiplicacion a izquierda por a);
R,:x—>x®a (multiplicacion a derecha por a).
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Observemos que tenemos como consecuencia directa de la propiedades asocia-
tivay conmutativa de la suma las siguientes igualdades:

TooTpy=TpoTy=Tep =T, DTy .

Notemos ademds que si D es un dioide distributivo, entonces se verifica:
T, ANTp,=Tynp .
Para la multiplicacion, la propiedad asociativa implica la igualdad:
LyoLp=Lgp,
y también que
LyoRy,=RpolL,.

Una consecuencia directa de la propiedad distributiva de la multiplicacion con res-
pecto a la suma es:

La @ Lb = La@b
y ademds que
LyoTy=TuolLy,

(por supuesto que propiedades andlogas se verifican para la multiplicacién a dere-
cha por a).

Observemos que la funcién L, es semicontina inferior si y sélo si la propiedad
distributiva de la multiplicacion (a izquierda) con respecto a la suma se extiende a
la suma de conjuntos con un nimero infinito de elementos. Si suponemos que esta
propiedad se verifica, como ademads L,(¢) = ¢, resulta por el Teorema 4.12 que L,
es una funcién residuable. Las mismas consideraciones pueden realizarse para la
multiplicacién a derecha R,. En particular, notemos que las funciones L, y R, son
semicontinuas inferiores (y por lo tanto residuables) si D es un dioide completo.

Notacion. Utilizaremos dos tipos de notaciones para representar a las residuales
de las funciones L, y R,. La division a izquierda por a sera representada por
Lg (x) = a X x, mientras que la division a derecha por a sera representada por
Rg (x) = x ¢ a. También utilizaremos la notacién:

Li(x) =

Q[x

# X
., Ry(x)=r—.
a

En el caso de T,, como T,(¢) # € salvo que a = &, tenemos que esta funcién
no es residuable (observemos que la ecuacién x @ a = b no posee subsoluciones
cuando a > b; sin embargo dicha ecuacién siempre posee supersoluciones). Pero
como T, es claramente una funcién clausura, resulta por el Teorema 4.27 que esta
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funcién es residuable si la consideramos como una funcién de D en a @ D. Sin
embargo, esto es poco interesante ya que su residual es practicamente la identidad.
Por tal motivo, supondremos que D es un dioide distributivo, pues en ese caso T,
es semicontinua superior, y como ademds se verifica que 7,(T) = T, resulta que
T, es dualmente residuable.

.2 ey . . ., b
Notacion. Utilizaremos la siguiente notacién: T, (x) = x & a.
A partir de la definicién de x & a claramente tenemos:
xea=¢e&a>x.

Observacion 4.32. Cada vez que consideremos a las funciones Lg, Rg y Tﬁ su-
pondremos implicitamente que D es un dioide distributivo y completo de manera
tal que las mismas estén bien definidas.

En las siguientes tablas resumimos las principales propiedades que verifican
las nuevas operaciones “division” y “substraccion”. Las mismas son consecuencia
directa de las propiedades generales que fueron presentadas en §4.2.

Cuadro 4.1: Férmulas que involucran la divisién (primera parte)

XNy XN AN AL
a a a a a a
Oy Xy | XOY x|
a a a a a a

X X X X X X

e = A —_— = A (f.3)
a®b a b a®b a b

X >xeax X >xeax (£.4)
—_ — — —_— — — R
anb T a b anb ~ a b
a'ﬁjx -)i'a<x (f.5)
a a

-ﬂ.:x ﬂ-:x (f.6)
a

ax xa

a— = ax —a = Xxa £.7)
a a

4.4.2. Aplicacionesy ejemplos

Una consecuencia interesante de las propiedades anteriores es la descompo-
sicién de cualquier x con respecto a cualquier y dada por la formula (f.21) de la
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Cuadro 4.2: Férmulas que involucran la divisién (segunda parte)

alayx) x xfa)a x
— = —_— =
a a a a
X a\x X xfa
_ = V— — = —
b b ba b
ayx x¢b xfa by x
— = — _ =
b a a
b-f.<-i. .)i-b<.x—-
a —a¢b a ~ bxa
ib5|x—b. b.i-ﬁ.lg-
a a a a
i@bjxeaab £®b<x®ba
a a a a

(£.8)

(f.9)

(f.10)

(f.11)

(f.12)

(f.13)

Cuadro 4.3: Férmulas que involucran la sustraccién

xdy)ea=(xea)d(yea)
xAYea=x(xea)A(yea)
(xea)Pa=xDa
x@®a)ea=xea
xe(@d®b)y=xea)eb=(xeb)ea
xe(anb)=(xea)® (xeb)

axe ab < a(xe b)

X=xAy)®xey)

(f.14)
(f.15)
(f.16)
(f17)
(f.18)
(f.19)

(f.20)

(f21)
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Tabla 4.3. Su justificacion es la siguiente:

XANB ey =x®xey)A(y®@xey)
=xAXx]Yy)
= X s
donde la primera igualdad se debe a que suponemos que D es un dioide distributi-
vo, la segunda estd basada en que x & y < x (pues x siempre es una supersolucion

de a & y = x) y en la formula (f.16), mientras que la tercera es obvia. Como
corolario de esta descomposicion tenemos:

xQy=xAy)OxeBOYAX)D (yex)
=@e)DEAY)D(yex).
Observacion 4.33. Observemos que la férmula (f.3) es equivalente a:
Lig,(x) = Li(x) A Lj(x),
mientras que la férmula (f.9) es equivalente a:
L, (x)=LjoL:(x).

Por lo tanto, la funcién a +— Lg es un homomorfismo de D en el dioide de las
funciones semicontinuas superiores de D en D (ver Lema 4.7).
Andlogamente, la formula (f.19) puede escribirse como:

T,,(x) = T,(x) & T, (x),
mientras que la férmula (f.18) puede escribirse como:

b b
Toep ) = T) o T, (x) .

. ~ def
Recordemos que D posee una estructura de dioide con la suma @ = A y la mul-

tiplicacién ® o @, pues suponemos que D es un dioide distributivo. Entonces
las igualdades anteriores nos dicen que la funcién a +— Tﬁ es un homomorfismo
del dioide (D, &, ®) en el dioide de las funciones semicontinuas inferiores de D
en D (ver Lema 4.7). Notemos que la multiplicacién de funciones semicontinuas
inferiores es idempotente y conmutativa cuando nos restringimos a las funciones
de la forma Tﬁ .

Ejemplo 4.34. Consideremos el dioide completo Rs,. Como consecuencia direc-
ta de la definicion tenemos:

a sib<a;
aeb= .
& en caso contrario.

En cuanto a a ¢ b, que en este caso es igual a b § a pues la multiplicacién es
conmutativa, notemos que por la definicion tenemos: agb = a—b (la resta habitual)
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sia, b € R. También, como consecuencia directa de la definicién, obtenemos que
a$b=Tsib=¢cobiena = T. En particular resulta:

epe=T4T =T,

lo cual conduce a la regla 0o — 0o = 4-00 en la notacion habitual.
Observemos que la notacidn habitual no deberia utilizarse ya que conduce a
confusion. En realidad, ya mostramos que la igualdad

Te=c¢

conduce a la regla co — oo = —oo con la notacién habitual, la cual contradice la
regla que acabamos de encontrar.

Ejemplo 4.35. Como segundo ejemplo consideremos el dioide (ZRZ, U, +). Su-
pongamos en primer lugar que A y B son los discos representados en la Figura 4.3.
Entonces, por definicién, C = B e A es el menor subconjunto C C R? tal que
B C C & A = C U A. Este subconjunto estd representado en Figura 4.3, en donde
también se ilustra la férmula (f.16) en este caso particular.

A B Be A (BeA)DA =B A

Figura 4.3: La operacion & en (ZRZ, U, +)

Supongamos ahora que A es el disco centrado en el origen de la Figura 4.4,
mientras que B es el cuadrado de dicha figura. Entonces, por definicién, C = B¢ A
es el mayor subconjunto C C R? que verifica: C ® A = C + A C B. Este
subconjunto es el cuadrado que estd representado en la parte media de la Figura 4.4,
mientras que en el lado derecho de dicha figura se ilustra la propiedad (f.5).

(BJA)®A <B

D
A=

Figura 4.4: La operacion ¢ en (ZRZ, U, +)

Finalizaremos esta seccion estudiando el problema de la resolucién de ecua-
ciones de la forma

axdb=c (4.13)
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en el sentido de la mayor subsolucion. Esto conduce a calcular la residual de la
funcion H = A\b o L,, en donde Xb es igual a la funcién T, salvo por el hecho de
que su codominio es b@ D. Recordemos que es necesario restringir el codominio de
Ty, a b D para obtener la funcién residuable ;\\b. Mas precisamente, el subconjunto
de las subsoluciones de la ecuacién (4.13) no es vacio si y sélo si b < c. Entonces
H! = Lg o :4\2 = Lg, pues :4\2 = Ipgp (ver Teorema 4.27). Estas observaciones se
resumen en el siguiente lema.

Lema 4.36. Existe la mayor subsolucion X de ax ® b = ¢ si y sélo sib < c. En
dicho caso ¥ = L%(c) = a \ c.

Ejemplo 4.37. Consideremos la funcion H : x + x § a. Esta funcidn verifica la
propiedad:

xX<Xy=>Hx)>H(y),

pues y § a es una subsolucionde x @ z = a (x ® (yya) < y® (yya) <X a).
Ademas, por la formula (f.3), sabemos que se verifica:

Hx®y)=HXx)ANH(y),

lo cual también se cumple para sumas con infinitos términos. Por ltimo, sabemos
que H(e) = T. Por lo tanto, si la relacion de orden es invertida en el codominio
de H (es decir, y > z si y < z, con lo cual la suma & “se transforma” en A, € en
T, etc.), entonces H resulta ser una funcidn residuable. Por lo tanto tiene sentido
buscar la mayor (en el sentido original) solucién de

xya>b
(esto corresponde a buscar la mayor subsolucién de la ecuacién H (x) = b cuando
se modifica el codominio de H en la forma indicada). Veamos que la mayor solu-

cion estd dada por a ¢ b. En primer lugar veamos que es solucién. Por la propiedad
(f.11) (primera columna) tenemos:

(a¢b)ya=blaka) = b,
en donde la dltima desigualdad se debe a que a § a > e (e siempre es subsolucién
de a ® z = a). Veamos ahora que a ¢ b es la mayor solucién. Sea x otra solucién.
Entonces, por la propiedad (f.11) (segunda columna), resulta:

xyax>b=afxya)<agb=(afa)x <apb=>x=<a¢b,

en donde utilizamos nuevamente el hechode que afa > ey ademas que y < z =
afy>=apz.
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4.4.3. Algunas ecuaciones de punto fijo

En esta seccién consideraremos una generalizacion de la ecuacién y de la de-
sigualdad de punto fijo que fueron estudiadas en §2.5 debido a que este tipo de
ecuaciones y desigualdades aparecen frecuentemente en la practica. En primer lu-
gar consideraremos ecuaciones y desigualdades de la forma:

x=II(x)®b obien x >TII(x)Db, (4.14)

donde IT es una funcién semicontinua inferior de un dioide completo D en si mis-
mo. Para la resolucién de este problema tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.38. Sea I1 una funcion semicontinua inferior de un dioide completo
D en si mismo. Entonces la menor solucion de (4.14) estd dada por T1*(b) (esta
solucion verifica con igualdad el caso del problema con desigualdad).

Demostracion. La demostracion es una adaptacion directa de la demostracién del
teorema presentado en §2.5 que corresponde al caso particular IT(x) = ax. ]

Para el caso de las ecuaciénes y de las desigualdades de la forma
x=II(x)Ab obien x <II(x)ADb, (4.15)

en donde IT es una funcién semicontinua superior de un dioide completo D en
si mismo, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.39. Sea I1 una funcion semicontinua superior de un dioide completo
D en si mismo. Entonces la mayor solucion de (4.15) estd dada por T1,(b) (esta
solucion verifica con igualdad el caso del problema con desigualdad).

Ejemplo 4.40. Consideremos la ecuacién
XxX=aXxAb.

Esta ecuacién es un caso particular de (4.15) en el cual I1(x) = a § x. Una conse-
cuencia directa de la férmula (f.9) es que:

Hk(x)=ak§x, Vk e N.
Por lo tanto, utilizando la férmula (f.3) obtenemos:
My(x) =a"\ x.
Entonces la mayor solucion de la ecuacion anterior es a™ § b.

Para finalizar esta seccion consideraremos algunas identidades que involucran
a a*. Recordemos que la funcioén L, verifica las siguientes propiedades:

LaOLb=Lab y LLIEBLb:La@b-
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Una consecuencia directa de las mismas es que (L,)* = L,+. Como (L,)* es una
funcién clausura (ver Lema 4.29) sabemos que ((La)*)2 = (Ly)*, y por lo tanto
(Ly#)* = L. Como ademds (L,+)? = L 4+y2, obtenemos que L2 = Lgx, y en
particular (a*)> = a*. Por lo tanto, (a*)* = a*, Vk € N. Otra consecuencia del
hecho de que (L,)* = L, sea una funcién clausura es que (L,+)* = L+ (ver
Corolario 4.30). Pero como ya sabemos (Lg«)* = L+, y entonces Lg+ = L g+
de donde resulta en particular que a* = (a*)*. Finalmente por el Teorema 4.24
sabemos que L« = Lz* o L,+. Entonces, si en particular aplicamos estas funciones
a e, obtenemos: a* = a* y a*.

4.5. Residuacion de matrices e inversibilidad

4.5.1. Residuacion de matrices

Sea D un dioide en el que existe la cota inferior A y sea A una matriz de D",
Consideremos la funciéon L4 : D" — D™ definida por: L4 (x) = Ax. El propédsito
de esta seccion es el de encontrar una férmula para Li y ademds el de establecer
las condiciones bajo las cuales la matriz A admite una inversa a izquierda.

En realidad, es posible tratar el caso mas general de una matriz de operadores
como indicamos a continuacién. Con el propdsito de mantener una notacién sim-
ple, nos restrigiremos al caso n = 3 y m = 2, ya que su generalizacion es directa.
Entonces consideremos cinco dioides {D;};=1 2.3y {Ci}i=1,2 y seis funciones resi-
duables IT;; de D; en C;. Definamos la funcion I[Tde Dy x Dy x D3 en C; x C
por:

Iy (x1) @ Ma(x2) @ T13(x3)

X1
Y1
Im:x = =y = = '
X ij y <y2> (l—lzl()q) @ Mxn(x) @ H23(X3)>

Para calcular IT* resulta conveniente considerar a IT como la suma de las siguientes
tres funciones:

nll(xl)> (nlz(xz)> (nla(xa)>

n = ) n == ) n = )

! (nzz(xz) : T23(x3) : T2 (x1)

ya que cada componente de cada una de estas funciones depende de una tinica
variable x; (que ademas es diferente de las variables de las cuales dependen las

restantes componentes de la funcién), con lo cual calcular la residual de las mismas
resulta una tarea sencilla. Por ejemplo,

15, (y2)
=M= T
()
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Entonces, como IT = I1; @ I, & I13, por el item 4 del Teorema 4.18 obtenemos:

%, () A T, (v2)
M (y) = | I, (y1) A T3, (32)
(1) A T3 (32)

Regresando a la funcién L 4, el siguiente lema es un corolario de las consideracio-
nes que acabamos de hacer si utilizamos la notacién habitual AY y para representar

aLi(y).

Lema4.41. Si A = (A;j) € D™, en donde D es un dioide en el cual la cota
inferior A estd definida, y ademds y € D™, entonces

(Ax y)i = /\(Mz‘&)ﬁ') .

j=l1

Observacion 4.42. Notemos que Li no es en general un operador lineal, es decir,
en general no puede expresarse como la multiplicacidn a izquierda por cierta ma-
triz. Por el lema anterior, el cdlculo de A § y conduce a realizar, de cierta manera,
una multiplicacion matricial (a izquierda), en donde la multiplicacién se reemplaza
por la divisién (a izquierda) y la suma por la cota inferior. Observemos ademas que
en el caso particular en el cual D = @méx obtenemos:

(Axy)i = /\(Aji yyj) = j:Ianym(_Aji + ),

yeee

j=1
y entonces A§ y = —A’ ® y, en donde las operaciones que se utilizan para calcular

—A" ® y son las operaciones del dioide Rinin.

Si A, F € D"™" B € D"™*P y C € D"™P, entonces como consecuencia

directa del lema anterior obtenemos las siguientes férmulas para C = A By
F=Bj#¢C:

m P
Cj = /\(AiXBy). Fyj= \BitCpt). (4.16)
k=1 k=1

Observacion 4.43. Como resultado de las observaciones realizadas en §4.2.4, te-
nemos que la ecuacion AX = B tiene solucion siy s6losi A(A{ B) = B.

4.5.2. Una observacion importante

Sean A € D™*", B € D™*P y x € DP. Entonces es importante tener cuidado
con expresiones de la forma A § Bx, pues la mismas escritas de esa manera son
ambiguas. Por un lado, A § (Bx) es igual a Li o Lg(x). La funcién Li oLp en
general no es un @-morfismo y la misma verifica solamente la desigualdad:

Ly oLp(x @y) = LY o Lp(x) ® L} o Lp(y)
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pues es mondtona. Por otro lado, x — (A} B)x es un operador lineal de D? en D",
el cual no es otra cosa que la multiplicacion a izquierda por la matriz C = A} B
(ver (4.16)). Los operadores Li oLp y A} B verifican la desiguldad Li oLp > AXB
pues por la propiedad (f.12) tenemos que: A§ (Bx) > (AX B)x ,Vx € D.

4.5.3. Inversibilidad

Daremos ahora las condiciones bajo las cuales existe la inversa a izquierda de
una matriz A € D™", es decir, un operador B de D" en D" talque Bo A = [
(I = Ipn). Esta inversa a izquierda B no debe necesariamente poder expresarse
como la multiplicacion a izquierda por cierta matriz. Si D es un dioide conmutativo
y si B € D™, entonces se puede probar que BA = I <& AB = [. El siguiente
lema generaliza un resultado similar para las matrices Booleanas (observemos que
el algebra de Boole es en particular un dioide arquimediano completo).

Lema 4.44. Sea D un dioide arquimediano completo y sea A una matriz de dimen-
sionn X n con componentes en D. Entonces una condicion necesaria y suficiente
para la existencia del operador inversa a izquierda de A es que exista una y sola-
mente una componente en cada fila y en cada columna de A que sea diferente de &
y que dichas componentes tengan una inversa a izquierda.

Observacion 4.45. La funcién y +> AY y (la cual representaremos con AY -) es un
A-morfismo pues, como ya sabemos, es semicontinua superior. Si A posee un ope-
rador inversa a izquierda B, entonces A § - también es un @&-morfismo cuando nos
restringimos a la imagen de A. En realidad, como B oA = I, se puede probar facil-
mente que A es una funcién inyectiva y entonces por el item 1 del Teorema 4.18
tenemos que: A § (Ax) = x, Vx € D. Por lo tanto

x®y=AX(Ax @) = AX (Ax @ Ay) = A\ (Ax) ® AX (A)) ,

en donde la desigualdad es consecuencia del hecho de que A § - es una funcién
monoétona. Pero como el dltimo término es igual a x @ y obtenemos:

AR (Ax © Ay) = AX (Ax) @ AX (Ay) ,

que es lo que queriamos mostrar.
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Otras representaciones de grafos de
eventos temporizados

Hemos visto que los GET pueden ser modelados como sistemas lineales de dos
formas:

1. en el dominio de los eventos donde el indice k cuenta eventos, obtuvimos
ecuaciones lineales recurrentes en dlgebra max-plus en términos de daters;

2. usando la transformada y de los daters, donde y es el operador backward
shift en el conteo, obtuvimos matrices transferencias que sintetizan el com-
portamiento entrada-salida del sistema. Estas son matrices de polinomios en
y con coeficientes en dlgebra max-plus.

Ahora veremos, en primer lugar, que debido a que los daters tienen trayectorias
no decrecientes es posible considerar funciones reciprocas que asocian nimero de
eventos al tiempo, que son llamadas “counters” y estan asociadas con el punto de
vista del dominio temporal ya que ahora el indice estara representando el tiempo
(y por eso serd denominado ¢ en lugar de k). Este punto de vista estard mas acorde
con los paradigmas clasicos de la teoria de sistemas en los cuales todas las variables
son expresadas en funcién de la variable temporal.

Sin embargo, utilizar las reciprocas o inversas de las ecuaciones de daters im-
plica mds bien un cambio de variables no lineal, por lo que pareceria extraiio poder
encontrar ecuaciones lineales para los counters. Como veremos, la linealidad se
preservard ya que el algebra es adaptada a un nuevo punto de vista, donde en lugar
de usar dlgebra max-plus, utilizaremos dlgebra min-plus (que es isomorfica)

También veremos que con los counters podemos asociar otra transformada,
la transformada &, donde § es ahora el operador backward shift en el tiempo, y
podremos obtener matrices transferencias cuyos elementos sean series de potencia
en § con coeficientes en dlgebra min-plus.

Podemos entonces preguntarnos cudl de los puntos de vista (el de los daters o
de los counters) es el mejor. Como se vera, mostraremos que ambos tienen ventajas
y la mejor forma de utilizarlos serd una sintesis de ambos que se plasmara en
una tercer representacion “bidimensional”, lo que nos llevard a una nueva algebra
denominada dlgebra M [[y, §].

&9
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5.1. Punto de vista del ‘“counter”

5.1.1. Introduccion a los counters

En lugar de considerar la funcién k + d(k) donde k es el indice que numera
eventos y d (k) es el tiempo en el cual tiene lugar el evento nimero k de una tran-
sicién, puede considerarse la funcién inversa ¢t — c¢(t) = k tal que d(k) = ¢. Esta
posibilidad de invertir los daters radica en el hecho que d(-) es mondtona.

Debido a que esta funcion no es estrictamente monotona (dado que dos o mas
eventos sucesivos pueden ocurrir al mismo tiempo) y mds atin, en cierto sentido es
discontinua, esto es, d(k + 1) puede saltar a d(k) +6 con 6§ > 1, puede ocurrir que
no haya ninguno o bien que haya varios k tales que d(k) = ¢ paraun determinado .
Sin embargo el propésito de la teoria de residuacion es justamente solucionar este
tipo de dificultades.

Para ser mds precisos y preservar cierta simetria entre el dominio de los eventos
(donde la variable es el indice k) y el dominio temporal (donde la variable es el
indice ), asumiremos que los daters toman valores en Z. Por otro lado, para aplicar
la teoria de residuacion, agregaremos el punto —oo y +00 a ambos dominios. Mds
aun, para un dater d, definimos:

d(—o00) = —oo and d(+00) = 400, 6D

que constituyen condiciones de borde que nunca contradicen el hecho que los da-
ters son no decrecientes.

Resta definir con qué dlgebras se dotardn los respectivos dominios. Para el
dominio temporal, en el cual los daters adoptan valores, es natural considerar el
algebra max-plus dado que se vié que los daters satisfacen ecuaciones lineales en
la misma. Debido a que el algebra para los counters es en cambio el algebra min-
plus, seria 16gico equipar al dominio de los eventos con la misma. Sin embargo,
si se hace esto, debido a que el orden asociado con el dlgebra min-plus en inverso
con respecto al orden usual, esto nos forzaria a hablar de daters antitonos (o sea,
no crecientes) en lugar de isofonos. Luego, por el momento supondremos que el
dominio de los eventos también estard equipado con el algebra max-plus, que de
todos modos es isomorfica a la min-plus.

Por tltimo, para aplicar los resultados de la teoria de residuacién (sobre todo,
los Teoremas 4.12 y 4.14), debemos verificar propiedades de semicontinuidad de
los daters. Si queremos definir counters como residuales de daters, estos daters
deberan ser semicontinuos inferiores (s.c.i.); o bien s.c.s. si los queremos definir
como residuales duales. De hecho, dado que el conjunto involucrado es Z, la tinica
dificultad podria aparecer con expresiones de la forma

d(@k,),

respectivamente d( /\k,-) )

iel
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tal que [ es infinito y el subconjunto {k; };c; satisface

Pri=T=+0c. (5.2a)
iel

respectivamente /\k,- =&g=—00. (5.2b)
iel

Debido a las condiciones de borde (5.1), el problema de semicontinuidad se res-
ponde positivamente si

Pk = d(@ki) =d(M =T,
iel iel

respectivamente /\ dk;) = d( /\ k,-) =d(e)=¢

iel iel

para todas las familias {k;} que satisfacen (5.2): esto conduce a decir que

lim d(k) = +o00, (5.3a)
k— 400

respectivamente kh’m dk) = —00. (5.3b)
——00

En palabras,

= la condicién (5.3a) significa que un nimero infinito de eventos requiere una
cantidad infinita de tiempo (en otras palabras, no puede ocurrir un nimero
infinito de eventos en un intervalo finito de tiempo);

= la condicion (5.3b), es siempre satisfecha ya que si kg es el niimero del primer
evento tenido en cuenta (generalmente, ky = 0), luego para todo k < ky por
convencion serd d (k) = —oo.

oy . . ~ def .
Por dltimo, si los daters son residuables, el counter & = d* queda explicita-
mente definido por

¢(t) = suplk | d(k) <1}, (5.4a)

. . . def . .
mientras que si son dualmente residuables, ¢ = d queda explicitamente definido
por

c(t) =inflk | d(k) >t} . (5.4b)
En palabras, esto significa que

m ¢ (1) es el numero del iltimo evento ocurrido hasta el instante t incluido,

m c(t) es el nimero del primer evento que ocurrird desde el instante t incluido.
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Se puede demostrar (ver [1, Lemma 5.30]) que
ct)y=ct—1+1. (5.5)

Observacion 5.1. Si se satisface la condicién de residuacién correspondiente
en (5.3) (que vimos que no son condiciones muy restrictivas), de acuerdo con (4.3)—
(4.4), respectivamente (4.9)—(4.10), se tiene

d(¢(r)) <t and ¢(d(1)) =1,
respectivamente d(c(t)) >t and c(d(t)) <t.

De todos modos, las definiciones (5.4) pueden adoptarse siempre; pero las desi-
gualdades anterires podrian no cumplirse.

Veamos, a través de un ejemplos, las dos posibles definiciones del counter.

Ejemplo 5.2. Sea la siguiente trayectoria del dater

k |...|=2|-1]0]1]2]|3]4]|5]|6]7]8]...
dky|...| e | e [o]1]1]1]3]3]5]6]7]...

que se muestra en la Figura 5.1 (gréfica de la izquierda). Utilizando las definicio-
nes (5.4), se obtiene

t | ... | =2|-1]0]1]|2]|3|4|5|6|7
c)|...1 0] 01]0|1|4]4]6|6|7|8
c@y|...|=1|=1]0{3|3|5|5|6|7]|8

que se muestran respectivamente en las graficas del centro y de la derecha de la
Figura 5.1.

Notese que ¢ (el dominio temporal) estd atin representado en el eje y mientras
k (el dominio de los eventos) se representa sobre el eje x para poder comparar
con la gréfica del dater. Obsérvese también que la zona sombreada (que serd mas
precisamente definida luego) es la misma para las graficas de la izquierda y del
centro, mientras que estd desplazada en una unidad hacia abajo y a la izquierda
en la gréafica de la derecha. Este “desplazamiento en uno” horizontal y vertical es
simplemente una ilustracién de (5.5). El hecho que la zona sombreada sea la misma
para el dater y su residual dual serd el motivo por el cual preferiremos utilizar el
counter ¢ en lugar del counter C.

5.1.2. Ecuacion de counters

Las ecuaciones recursivas satisfechas por los counters pueden establecerse me-
diante un razonamiento directo sobre el funcionamiento de los mismos de forma
andloga al razonamiento hecho para obtener las ecuaciones de los daters. Otra for-
ma de hacer esto es comenzar desde las ecuaciones de daters y utilizar la teoria
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7 7 7
6| f] dater \ p 6_| | [counter] " 6| 7] counter T
5 o 5 (residuacio c | (residuacién)
[ | . | jme
4 4 dual) . 0
8 { X 3 3 0
2 2 2 m
L

! 00 ! n 1 ]
O 0 0 [ual
G 'T K- TT K mt %

-101 23456738 -10 123456738 -10 123456738

Figura 5.1: Un dater y sus dos counters asociados

de residuacién para obtener dichas ecuaciones. Esto dltimo es lo que haremos a
continuacion.

Observemos primero que debido a la (5.5), cualquier definicién de counter que
adoptemos, la ecuacién recursiva debe ser la misma ya que cada definicién de coun-
ter puede deducirse de la otra mediante un desplazamiento de uno en ambos ejes,
y las ecuaciones “estacionarias” son invariantes frente a tales desplazamientos.! A
continuacién, deduciremos las ecuaciones para los counters ¢ = d*.

Por definicion, )cij (t) es el mayor valor k tal que x; (k) < t, de aca que cualquier
otro valor de k con esta propiedad es menor o igual que )cij (t). Dado que x; (k)
estd dado por la ecuacién (3.1), cualquier & tal que x; (k) < t verifica que:

Vje®i, xjtk—Mj)+t; <t=x;k—M;) <t—t;
=k — M,'j ij:-l(f _tij)
= k < min (x}(t — 1)) + M) .
JE®I
Luego,
xij(t) = min (xjj-(l — 1ij) + M)
jei

0 sea, los counters satisfacen ecuaciones lineales en algebra min-plus. Obsérvese,
ademds, que

= los retardos en las ecuaciones estan relacionados con los tiempos de espera;
= los coeficientes estan relacionados con el marcado inicial.

De aqui en mds no continuaremos utilizando la notacién x” ni x* para los coun-

ters. Para una transicion x;, se asocian un dater x; (k) y un counter x;(t), que se
distinguiran a través del argumento.

'La dnica diferencia puede surgir respecto a las condiciones iniciales. Respecto a este tema,
mencionaremos simplemente que es algo mds complicado con los counters que con los daters.



94 Capitulo 5. Otras representaciones de grafos de eventos temporizados

Ejemplo 5.3. Volviendo al GET de §3.1.6. Con la interpretaciéon min-plus de la
notacion, las ecuaciones de counters de este GET son:

x1(t) = 1x2(t) ©uy(t —3) ,

@) =x1t—1D&lut—1),

x3(1) = x1(1) ®x2(t — 1) & 1x3(r —2) ,
y(t) = Lxa(t) ® x3(t — 3) .

Ejercicio 5.4. Verificar las ecuaciones anteriores. Colocarlas en forma matricial
como en §3.1.6.1. ; Cudntas matrices A;, B;, C; son necesarias ? Comparar con el
nimero correspondiente para las ecuaciones de daters. Intentar realizar una trans-
formacion similar a la de §3.1.6.2-3.1.6.3-3.1.6.4 para llegar a una forma canénica
similar a (3.3). ;, Cuantas variables de estado se necesitan (cual es la dimensién del
vector x en dichas ecuaciones candnicas) ? Comparar con lo obtenido mediante la
utilizacién de daters.

5.1.3. La transformada § y las matrices transferencia de counters

Un procedimiento andlogo al del §3.2 puede seguirse para obtener matrices
transferencia desde las ecuaciones de counters. Para esto, el nuevo operador back-
ward shift § debe introducirse. El mismo actia simbdlicamente sobre los counters
c(-) de la siguiente forma:

dc(t) =c(t—=1),

o0 sea, § es un desplazamiento en el dominio temporal mientras que y lo es en el
dominio de los eventos (desplaza la numeracion de los eventos). Luego, podemos
definir la transformada 6 como

C@8) = @c(r)a’ .

teZ

Con esta herramienta, las ecuaciones de counters en Zy, se transforman median-
te la transformada §. El resultado final del proceso de eliminacién de todas las
variables internas es una matriz de la misma dimensién que antes (el nimero de
filas es igual al nimero de salidas y el nimero de columnas es igual al nimero de
entradas); pero ahora los elementos estdn en menl[é 1. En el caso de counters, las
convoluciones seran en realidad inf-convoluciones.

Ejercicio 5.5. Volver al ejemplo del cual se obtuvieron las ecuaciones de counters
en el Ejemplo 5.3. Obtener la matriz transferencia (en &) y dibujar un GET lo mas
simple posible que admita dicha matriz. Compararlo con el GET original de la
Figura 3.2 y con el GET obtenido en la Figura 3.7.
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5.2. Mas sobre los enfoques de daters y counters

Como ya se menciond, surge naturalmente la pregunta sobre qué enfoque es
conveniente. Como veremos a continuacion, ambos enfoques cuentan con ventajas
y desventajas comunes, y en definitiva, ninguno resulta totalmente satisfactorio. La
comparacion serd realizada a través del analisis de ciertas propiedades y limitacio-
nes de ambas representaciones. De este andlisis se desprenderd la justificacién para
utilizar una nueva representacién que combine las propiedades de ambos enfoques,
como se verd mds adelante.

5.2.1. Orden del sistema

Comenzaremos comparando el orden de los sistemas de ecuaciones obtenidos
por ambos enfoques (y el costo computacional asociado) a través del anélisis del
ejemplo simple de la Figura 5.2.

5
)

Figura 5.2: Un ejemplo simple
Las ecuaciones obtenidas para daters y counters son respectivamente:

ecuaciones de daters: ecuaciones de counters:

YO =3yk-D@uk): v =2v0-D@du@. OO

Este sistema es de orden 2 en la representacién por daters (requiere dos variables
de estado) y de orden 3 en la representacion por counters. Naturalmente, esta con-
clusién hubiera sido al revés intercambiando el nimero de barras y marcas en los
lugares.

Sin embargo, suponiendo que la entrada no es restrictiva (o sea, considerando
el sistema “auténomo” con u = ¢), y(k) se incrementa en 3 a cada paso de la simu-
lacién y lo mismo hacen las dos variables de estado necesarias (que podrian ser por
ejemplo y(k) e y(k — 1) para cierta realizacién). En la representacién por coun-
ters, las tres variables de estados (que podrian ser definidas como y(¢), y(t — 1)
e y(t — 2)) se incrementan sélo en 2 a cada paso de simulacién. Luego, se nece-
sitard exactamente el mismo nimero de bits de memoria de la computadora para
realizar una simulacién con ambos modelos.

5.2.2. Monotonia de las trayectorias

Una dificultad que ilustraremos a través de un ejemplo, la constituye el hecho
que la monotonia no es una propiedad intrinseca de las soluciones de las ecuaciones
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tales como (5.6). Por ejemplo, para la entrada
u(k) = e s% k<0,
e sik>0,
se puede verificar facilmente que la salida
3k/2 +1 sik es par,
vy = {2 e
3(k —1)/2 sik esimpar,

es una solucion de las ecuaciones de daters anteriores. Explicitando los valores de
dicha trayectoria se tiene:

k |...]=2]=1]0]1]2]...
yo [ ... ] =2[-=3|1]4]3]...

Puede verse claramente que ésta no es una trayectoria mondtona. Por supuesto
puede hacerse una consideracidn andloga para las ecuaciones de counters.
5.2.3. Simplificaciones

A continuacién deduciremos, para ambos enfoques, nuevas reglas de simplifi-
cacion a partir de los ejemplos de la Figura 5.3.

(a) (b)
W\ Y\
o) (o) = () (@) () —> ()
T e T

Figura 5.3: Reglas de simplificacion

Consideremos en primer lugar el GET de la Figura 5.3-(a). Con daters se tiene:
yk) =2uk—1)® lutk — 1) =2 Dutk — 1) =2uk — 1),

lo que puede deducirse ficilmente tanto del significado de @ en Zg, como de la
observacion intuitiva del funcionamiento del GET.
Si ahora se utilizan counters, se tiene:

y&)=1lu@ -=2)Blu(t—1)=1wu@ —=2) But —1)) = lu(t - 2),

que resulta claro teniendo en cuenta que u(t —2) < u(t — 1) yaque t — u(t) es
mondtona y ahora @ es la operacién min.? Para la aplicacién de las transformadas

2En el enfoque de counters, dado que la relacién de orden en Z, es la opuesta con respecto a
la convencional, debe tenerse en cuenta que “mondétona’” aqui significa “no decreciente” respecto al
orden convencional y “no creciente” respecto al orden del dioide.
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y y 8, podemos derivar entonces las siguientes reglas:
1Yk @ ty* = max(e, )yt , k8’ @ k8T = kg™ (5.7a)
Consideremos ahora la Figura 5.3-(b). Para counters se tiene
yO)=2u@t—-1)dlu@—1)=Q2& Du(t—1)=1lu(t—-1),

lo que se puede deducir de la misma forma que el caso anterior para daters. Para
daters, se tiene

yk)y =1utk =2)® lutk — 1) = 1l(utk —2) Butk — 1)) = luk - 1),

que también puede deducirse de manera andloga al caso anterior para counters.
Siguiendo el procedimiento de aplicar las trasformadas § y y se obtienen las nuevas
reglas:

k8" @ k8" = min(k, €)8' , tyF @ry* = ryminke) (5.7b)

Si ahora escribimos los monomios ¢y ¥ y k8’ como y*8’, las reglas (5.7a) y (5.7b)
pueden sintetizarse como:

yk @ J/K — yml’n(k,/c) , 8[ @ 8‘[ — Sméx(t,r) . (570)

5.2.4. Cambios de base

La Figura 5.4 representa un GET antes y después del disparo de la transicion
x1 0 &. Las siguientes ecuaciones son las obtenidas para daters antes y después del

(a) antes de disparar x u T. (b) después de disparar x; T.

) O\i O
W W
£2 vy

—

y

Figura 5.4: Disparo de una transicion

disparo.

Antes del disparo
xi(k) = lxi(k = 1) @ xa(k — 1),

x2(k) = x1(k) @ u(k) ,
(k) = xa(k) ,
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Después del disparo

§1(k) =151k — 1) @ &2(k) |
E(k) =&k —1) @ uk) ,
y(k) =& (k) .

Mediante algunas sustituciones, se llega a las siguientes formas candnicas:

Antes del disparo
xi(k)y (1 e\ [(xi(k—=1) e
(Xz(k)> B (1 e) (xz(k _ 1)) ® (e) u(k)
k
Yo = (¢ e) (22}5) |
Después del disparo
§i(k)yy (1 e\ (&(k—=1) e
(SQ(k)) - (g 8) (sz(k _ 1)) ® (6) M(k) )
k
Y = (e e) @Ek;) ,
Estas ecuaciones en el espacio de estados son dos realizaciones de la misma fun-

cion transferencia y . Puede demostrarse que esta funcién transferencia es, tras apli-
car todas las simplificaciones posibles:

e@y(ly)".
En notacion matricial se tiene:

x(k) = Ax(k — 1) ® Bu(k) , y(k) = Cx(k),
E(k) = A&(k — 1) ® Bu(k) , y(k) = C&(k) .

Sin embargo, no es posible encontrar una transformacién matricial para pasar de
una realizacion a la otra. Este paso requeriria la existencia de una matriz invertible
T de 2 x 2 tal que x = T&, lo que implicaria por ejemplo que

T . & _ T11 T12 e
st e () =0T (9).

La primer fila de esta relacion matricial implica que 771 & T1» = ¢, de donde
T11 = Ty = ¢, lo que evidentemente no es compatible con la condicién de que T
sea invertible.

Partiendo de la interpretacién sobre el funcionamiento del GET (recordando
que una transicién interna se dispar6 una vez), o directamente desde las ecuaciones,
puede verse que la relacion entre £ y x es simplemente

E2(k) = x2(k) 5 §1(k) =x1(k—1) .
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Naturalmente, esta transformacién no puede realizarse mediante un cambio de base
estdtico y lineal en el espacio de estados.

Debido a que en la representacién de counters los coeficientes y retardos re-
sultan “intercambiados”, en este ejemplo, mediante la utilizacién de counters en
lugar de daters si serd posible encontrar un cambio de base lineal entre los sistemas
de ecuaciones obtenidos antes y después del disparo. En esta representacién, los
elementos de las matrices se corresponden con el nimero de marcas en el marca-
do inicial. El disparo de una transicion interna elimina una marca de cada lugar
anterior a la misma, lo que resta 1 a cada elemento de la fila de la matriz A corres-
pondiente a dicha transicién® y a cada elemento de la misma fila de la matriz B. De
la misma forma, este disparo agrega una marca en cada lugar posterior a la transi-
cion. Desde el punto de vista algebraico, esto implica sumar 1 a cada elemento de
la columna correspondiente de A y de C.

Todas estas operaciones pueden ser realizadas en Z;, pre-multiplicando y
post-multiplicando por cierta matriz apropiada y su inversa respectivamente. Pa-
ra el ejemplo anterior, la matriz de pre-multiplicacién sera:

().

Observacion 5.6. Con el ejemplo tratado, podria concluirse en que el enfoque del
counter tiene alguna superioridad sobre el del dater. Sin embargo, se puede ana-
lizar una situacién dual. Supongamos que se saca una barra de todos los lugares
anteriores a una dada transicidn interna y se agrega una barra a todos los lugares
posteriores a la misma. Es simple de observar que esto no producird ningin cambio
en la relacion entrada-salida. Este caso, visto desde el enfoque del dater correspon-
derd aun cambio de bases, mientras que desde el enfoque del counter no ocurrira lo
mismo.

Tras analizar las propiedades de orden, de monotonia, de simplificacién y las
posibilidades de los cambios de bases, queda evidenciado que los enfoques vistos
hasta aqui cuentan esencialmente con las mismas ventajas y limitaciones. Segun el
caso considerado, uno u otro puede resultar el mas conveniente.

En la siguiente seccion, como ya fue anticipado, se presentard una representa-
cion bidimensional en la cual, informalmente hablando, los monomios tales como
ty* en la transformada y y k8’ en la transformada 8 serdn representados por mo-
nomios de la forma y*8’; los objetos basicos serdn entonces series de potencias en
(y, 8) con coeficientes Booleanos y ademds de la suma y producto convencionales
de series se podrd utilizar la regla (5.7¢).

5.3. Construccion del algebra M>[y, 4]

Hay muchas formas de construir el dlgebra M>[[y, §]. Aqui esbozaremos al-
guno de estos caminos de una manera relativamente informal.

3Obviamente la resta es en algebra convencional.
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5.3.1. Observaciones previas
5.3.1.1. Un isomorfismo entre subconjuntos y series de potencias

En el ejemplo 2.8, se consideraron subconjuntos de R* con U como @ y +
(suma vectorial) como ®. La misma idea se puede extender a Z e incluso a 7. Para
un conjunto S de Z2, o sea, una coleccién de “pixels” con coordenadas (k;, t;), con
i tomando valores en un conjunto numerable /g (/s puede ser infinito), se asocia la
siguiente serie formal (Laurent) de potencias

def ot
p(s)'= P yhe"

ielg

en B[y, 5] (o sea, los coeficientes son nimeros Booleanos y hay dos variables
formales, y y 8, con exponentes en Z, consideradas conmutativas: y§ = §y).

Como siempre, solamente los monomios con coeficientes no nulos son expli-
citados. El dioide B[[y, §] es por supuesto completo y el A de dos elementos co-
rresponde a la N de sus correspondientes subconjuntos.

Obsérvese que esta funcién S — p(S) ademads de ser una biyeccién es también
un isomorfismo de (Z2, U, +) en B[y, 8] provisto de la suma y producto usual de
las series de potencias formales. De hecho, es simple verificar que:

p(S1US) = p(S1) @ p(S2), p(S1+ 82) = p(S1) ® p(S?) .

Las mismas consideraciones pueden realizarse en dimension 1 tomando series
de potencia en una tnica variable formal y, respectivamente §: las series de poten-
ciaen y, respectivamente 8, representan subconjuntos del eje x, respectivamente y.
El producto de una serie de potencias en y por una en é representa un subconjunto
rectangular de 7.

5.3.1.2. Dioide de semirectas infinitas

Multiplicar una serie de potencias por y (respectivamente &) conduce a tras-
ladar el correspondiente subconjunto en 1 en la direccion positiva de x (respec-
tivamente y). En el ejemplo 2.9, se vi6 que R,,sx es isomorfa al subconjunto de
(ZR, U, +) formado por todas las semirectas que se extienden de —oo a cualquier
nimero. Consideraciones similares pueden hacerse para Z,4x 0 para el dioide com-
pleto Zmsx. Nétese que una semirrecta S = (—o0, ¢] del eje y es caracterizada por

p(S) = p(S) ® 87 p(S) o equivalentemente p(S) = 8~ H)*p(S) .

Luego, Z,sx es isomorfa al subconjunto de B[[§] de elementos que son mdltiplos
de (571)*. Este subconjunto, que serd llamado (8 “1*B[[8] no es un subdioide de
B[5] ya que e no pertenece al mismo; pero es un dioide con (6~')* como ele-
mento neutro para la multiplicacién. Los elementos de (8~H*B[8] son siempre
absorbentes para la multiplicacion ya que el producto de dos elementos de B[[3]
pertenecerd a (8 ~1*B[8] cuando uno de dichos elementos pertenezca a dicho con-
junto.
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De esta seccion, se debe tener principalmente en cuenta el hecho que Zpsy €s
isomorfaa (8~ 1)*B[S].

5.3.2. Filtrado de los daters decrecientes

Consideremos ahora el conjunto de las transformadas y de daters: se trata de
elementos de Zysx[[¥ 1 con secuencias de coeficientes no decrecientes. La propie-
dad “k — d (k) no decreciente” se traduce en

VkeZ, {dk)>dk—1)} <= {dk) =dk) ®d(k —1)} (5.8a)
en algebra max-plus. Esto a su vez equivale a

{D(y) =D(y)®yD(y)} < {D(y)=y"D(»)} . (5.8b)

Luego, las transformadas y de trayectorias no decrecientes pertenecen a
V*Zméxlb/]]- _

Como antes se dijo para S~ H*B[4], y*Zmsx[[y1 tampoco es un subdioide
de Zmi[[¥1 ya que no contiene a e; pero es un dioide con y* como elemento
unitario y nuevamente es un “multiplicativo ideal” (los elementos son absorbentes
multiplicativos).

Hay de todos modos maneras mds formales para realizar esto. Para esto pueden
considerarse uno de los dos siguientes caminos.

1. Considerar la inyeccion candnica de V*Zméx[[]/]] en Zméx[[]/]], 0 sea, en
términos de daters, la inyeccion canénica de trayectorias no decrecientes
en trayectorias no necesariamente mondétonas. Esta funcién es residuable
y dualmente residuable. Si se considera residuacion dual, para un dado
G(y) € Zméx[[]/]], se busca el menor D(y) € y*zméxl[y]] que sea mayor
que G(y). Es mds simple pensar al mismo como la menor solucién de

D(y)=D(y)®yD(y) ®G(y) .

Ejercicio 5.7. Demostrar que la ecuacidn anterior expresa las dos condi-
ciones: D(y) corresponde a una trayectoria no decreciente y es mayor que
G (y). Demostrar que la menor solucién es y*G (y). Mostrar que, en térmi-
nos de trayectorias

d(k) = @ ) =supg(l) .

1<k I<k
lo que corresponde a una especie de “integracion” de g en dlgebra max-plus.
La Figura 5.5 muestra esta operacion.

Por dltimo, considérese lo mismo utilizando residuacion en lugar de residua-
cion dual.

2. Se puede también considerar la funciéon H : G(y) — y*G(y) que tiene
numerosas propiedades:
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Figura 5.5: Mejor aproximacion superior de una trayectoria no mondétona por una
no decreciente

= es un homomorfismo;

= es s.c.i. (de hecho, es la residual dual de la inyeccién candnica anterior,
por lo que debe ser s.c.i.);

= es una funcidn “cerrada” (ver el Corolario 4.30);

m es residuable si se restringe su rango a su imagen (Teorema 4.27 y
Corolario 4.31).

Ambos elementos tienen la misma imagen si tienen la misma “aproximacion
superior” por una trayectoria no decreciente. Esto define una congruencia
(Lema 2.17) y cada clase de equivalencia tiene un maximo representativo
(Lema 4.10) que es simplemente H (G) (esto resulta de la Observacion 4.19
y del hecho que H* es la inyeccién candnica de acuerdo al Teorema 4.27).
Todos estos resultados pueden demostrarse directamente sin necesidad de
utilizar teoremas mds generales.

En sintesis, multiplicar un elemento G € Zpyg[[y] por y* implica seleccio-
nar el unico elemento no decreciente D de la misma clase de equivalencia, que es
ademads el maximo elemento de dicha clase y la “mejor aproximacion no decre-
ciente superior” de G. Desde un punto de vista geométrico, esta multiplicacién por
y* implica trazar una semirrecta hacia +-o0o desde cada pixel de G como se muestra
en la Figura 5.6.

Figura 5.6: Filtrado de una trayectoria no mondtona para producir una trayectoria
no decreciente
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5.3.3. Elalgebra M*[y, 8]
5.3.3.1. Diferentes caminos hacia My, 6]

_ Estamos interesados en los elementos de y*zméxlly]]; pero vimos que
Zmix €s isomorfa a (871)*B[8]. Luego, podriamos también considerar
y*((8_1)*B[8 ]]) [y 1, que facilmente puede demostrarse que es isomorfa a

def

My, 81 = y*@H*Bly, 81 .

Esta estructura algebraica puede tambien obtenerse por los siguientes caminos.

1. Se puede comenzar con B[[y, §], cuyos elementos estan asociados con sub-
conjuntos de pixels en Z? (con las operaciones discutidas antes); luego, con-
siderar la imagen de este dioide en la funcién

G(y,8) > y*™H*G(y,d).

Esta funcién es nuevamente un homomorfismo s.c.i. y una funcién cerrada
ya que puede ser escrita (ver Lema 3.2)

Gy, ) (y®8 H*G(y,95) . (5.9)

Todo lo que se dijo en la seccién anterior sobre la imagen de Zmgy [y ] para
G(y) — y*G(y) puede repetirse aqui para la imagen de B[y, §] para la
funcion (5.9).

Asi como multiplicar por y* implica trazar una semirrecta horizontal hacia
+o00 desde cada pixel, multiplicar por (§~')* implica trazar una semirrecta
vertical que va hacia —oo desde cada pixel (este era el modo de obtener una
estructura isomorfa a Zmgsy ). Multiplicar por (y @8~ 1)* = y*(8~1)* implica
trazar, desde cada pixel, un cono sudeste que es la suma vectorial de las
anteriores semirrectas representadas por y* y (§~1)* (recordar que la suma
vectorial se traduce en el producto de series de potencias). Esto se muestra
en la Figura 5.7.

— -
|
|
i
I
|
o

Figura 5.7: Trazado de semirrectas verticales y conos sudeste

2. Latercer manera de obtener M[y, §] es empezar con counters que tienen
trayectorias monétonas representadas en series de potencia de Zy,i [8]].
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» Filtrar las trayectorias monétonas implica multiplicar los elementos de
este dioide por (8 —Iy* ya que el orden es invertido en Z,;,, con respecto
al orden habitual y luego, en lugar de (5.8), se tiene que

ct)yz=ct—1) oct—1)=clt)y®dc(t—1)
S CO =8'cEe)dCB) & CB)=6"H"C©). (5.10)

m Mds ain, Zy;, es isomorfa a y*B[y]. Finalmente,
(8_1)*(y*183|[y]]) [61 es isomorfa a M¥*[[y, 5] nuevamente.

Todos estos caminos desde B[y, §] hacia M¥[[y, §] se sintetizan en el diagra-
ma de la Figura 5.8.

Blly, sl (8_1)*—>Zméx[[)/]]
Y Y v
Zninl[8] —— (871 —— MMy, 8]

Figura 5.8: Caminos hacia M [y, 8]

5.3.3.2. Punto de vista practico de M[[y, 5]

Desde el punto de vista practico, se debe tener en cuenta que manipular ele-
mentos de M¥[[y, §]| implica manipular clases de equivalencia de B[y, §]. Dos
elementos estdn en la misma clase si su producto por y*(8~")* es formalmente el
mismo. Esto implica la existencia de un representativo canénico de cada clase que
es también el mdximo y por lo tanto es el que tiene el maximo nimero de coeficien-
tes no nulos. Por esta razon, no es el mds econéomico para manipular en cdlculos
prdcticos.

Cada clase puede ser representada por cualquiera de sus miembros. El siguiente
lema dice que es lo que los distintos miembros de una misma clase tienen en comun
(esto es por supuesto una condicidn necesaria; pero no suficiente para pertenecer a
la misma clase). Este lema utiliza nociones de grado y de valuacion de elementos
de M¥*[[y, §11. Debido a que cualquier elemento puede ser multiplicado por y* y/o
por (§~1)* sin cambiar de clase, es claro que carece de sentido hablar de grado
en y de tales elementos (definido generalmente como el maxmo grado en y de
los monomios no nulos en una serie de potencia) o de valuacién en § (definido en
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general como el menor grado en § de los monomios no nulos). Por el contrario,
el siguiente lema nos muestra que la valuacion en y y el grado en § son nociones
bien definidas en M*[[y, §]). Por esto, serdn llamadas de aqui en mds simplemente
valuacién y grado de un elemento en M [y, 8]

Lema 5.8. Para cualquier elemento de MZ[[y, 81|, todos los representativos en
Blly, &1 tienen la misma valuacion en y 'y el mismo grado en é.

Es simple realizar una argumentacion geométrica. Para una prueba formal,
ver [1, Lemma 5.30].

Desde el punto de vista practico, seria bueno trabajar siempre con el minimo
representativo de cada clase, esto es, con el que tiene el nimero minimo de mono-
mios con coeficientes no nulos. Sin embargo, aunque muchas de ellas si, no todas
las clases admiten tal representativo minimo. En las que éste existe, el mismo es
obtenido conservando solamente las esquinas Noroeste de cualquier representativo
de la clase. Las clases que no admiten representativos minimos son aquellas que,
hablando informalmente,

= contienen elementos con lineas horizontales hacia —oo (o sea, son mayores
que algiin 8" (y ~1)* para cierto ¢); esta situacién no deberfa tener significado
practico ya que los daters d(k) deberian tomar el valor —oo antes de algin
evento nimero ko que constituye el origen de la numeracién de los eventos
(en particular, la valuacién debe ser finita);

= contienen elementos con lineas verticales hacias +o00 (o sea, son mayores
que algin y*8* para cierto k); esta situacién corresponde a daters que toman
valor infinito después de cierto nimero &, o sea, no ocurren eventos después
del nimero k (no hay vivacidad).

El otro problema con los minimos representativos es que no son estables pa-
ra la suma o multiplicacién (a diferencia de los maximos representativos), o sea,
después de una suma o una multiplicacién de dos elementos en M*[[y, 8], aunque
esta operacion haya sido efectuada con minimos representativos, el resultado en ge-
neral no estd en la forma minima. Una informacién mds detallada sobre minimos
representativos se encuentra en [1, Theorem 5.20].

De todos modos, realizar cdlculos en M [y, 8] implica manipular elementos

de B[y, 61, aplicando las reglas habituales de suma y multiplicacion de series de
potencias, mds las reglas de (5.7¢).

Ejercicio 5.9. Demostrar que ambos lados de las ecuaciones (5.7¢) son equivalen-
tes.

Geométricamente, un pixel en la posicion (k, r) domina cualquier pixel situado
sobre la misma recta horizontal hacia la derecha y sobre la misma linea vertical
debajo de él. Por transitividad, también domina cualquier pixel en el cono sudeste
del cual es vértice (este cono puede pensarse como la “sombra’ del pixel: cualquier
pixel en la sombra de un dado pixel “desaparece”).
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Ejercicio 5.10. Verificar nuevamente que e es la misma que y*, (6~)*, y
y*(8~1*. La primer equivalencia da una justificacién de lo que se hizo consi-
derando e como equivalente a y* y llamandolo impulso.

Ejercicio 5.11. Verificar las simplificaciones que se usaron en §3.2.4,
= 4y <50 bien y84 <8
= 4y < 8o bien y84 < 8%
s 1y2 < 5y obien y28 < 8.

Ejercicio 5.12. Recomenzar los cédlculos de §3.2.4 y del Ejemplo 3.3 utilizando
s6lamente la notacion M*[[y, 8] (desde el principio, cuando las ecuaciones del
sistemas fueron obtenidas) y utilizar todas las reglas de simplificacion correspon-
dientes para alcanzar el resultado esperado.

5.3.3.3. Interpretacién informal de M>[y, 8]

Otra mirada intuitiva al dlgebra M¥[[y, §] es la siguiente. Un “pixel” (k, )
brinda una “pieza de informacidn” sobre eventos, es decir,

el evento niimero k no ocurre antes que en tiempo't.

Tales piezas de informacion, ubicadas en las transiciones de entrada, “circulan”
en el GET y son “desplazadas” por los arcos que siguen: por ejemplo, un arco (o
sea un lugar), con « marcas iniciales y un tiempo de espera de t introduce un
desplazamiento de k en el dominio de los eventos y de 7 en el dominio temporal.
Algebraicamente, corresponde a multiplicar los monomios %8’ (representando la
pieza de informacidn) por el operador de desplazamiento y*5°.

En las transiciones, las piezas de informacion son “recolectadas” o “sumadas”
(traen informacién sobre el disparo de la transicién en el cual son recolectadas).
En este proceso las reglas de simplificacion de (5.7¢) pueden ser interpretadas por
las siguientes consideraciones: si se recolectan dos piezas de informacion sobre el
mismo tipo de evento (disparo de una transicién), una con el par (k, ¢), la otra con
el par (K, t) tal que

K>k, ' <t,

o sea, el pixel (k', t') estd en la “sombra” de (k, 1), entonces la pieza anterior puede
descartarse ya que tiene menos informacidn que la otra con respecto al mismo tipo
de evento. Esto se ve claramente en la interpretacion informal hecha en la primer
frase de esta subseccion sobre el significado del pixel en (k, 7).

Por tltimo, al final de este proceso en el cual las piezas de informacion fluyen
desde las entradas hacia las salidas siendo desplazadas por los lugares y recolec-
tadas y simplificadas (o comprimidas) por las transiciones, se tiene una coleccion
de piezas de informacién en cada transicion de salida (que se codifica en un ele-
mento de M*[y, §1). Lo que ocurre en las salidas se supone que es la secuencia

de eventos mds temprana compatible con tales piezas de informacion.



Capitulo 6

Comportamiento asintético de grafos de
eventos temporizados autonomos y
optimizacion de recursos

Los objetivos de este capitulo son

m repasar los resultados fundamentales sobre el comportamiento de sistemas
“autébnomos”, es decir, sistemas para los cuales las entradas estan definidas
por reglas de feedback, con lo cual pueden evolucionar de manera auténoma;

= demostrar el impacto practico de estos resultados en problemas de disefio
como optimizacion de recursos.

Los resultados matematicos son sélo enunciados (las demostraciones pueden
encontrarse en [1]) y son ilustrados con ejemplos simples pertenecientes al area de
la manufactura.

6.1. Motivacion: modelizacion de Sistemas de Manufac-
tura Flexible (SMF)

6.1.1. Ejemplo de jobshop

Los “workshops” involucran maquinas y partes. Hacemos la distincién entre
“flowshops” y “jobshops™:

flowshop: cada tipo de parte visita las maquinas en el mismo orden; pero algunos
tipos de partes pueden saltear algunas maquinas;

jobshop: cada tipo de parte visita las maquinas en su propio orden (algunas
madquinas pueden ser salteadas).

Consideremos un jobshop con 3 maquinas M, M,, M3 produciendo 3 tipos de
partes Py, P, Ps. Las siguientes son las secuencias seguidas para la produccion de
cada parte:

P My — My — Ms,
P21M3—>M2,
P3ZM1—>M3.

107
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Mas atin, debe respetarse una relacion de produccion de 1/1/2 (o sea, un 25 % de
Py y P, debe producirse al mismo tiempo que un 50 % de Ps). Una forma de forzar
esta relacién es repetir la secuencia Py, P,, P3, P3. El orden en el cual las partes de
esta secuencia bdsica son tomadas por las maquinas se denomina scheduling. La
Figura 6.1 corresponde al siguiente scheduling:

MIZP1_>P3_>P3’
M21P1—>P2,
Mz : P — P, —> Py — P;.

\
\ P! v Py v Py \ Py !
\ / \ 7 N 7 /

- - ~ - ~ = - -

Figura 6.1: Un jobshop con 3 maquinas y 3 tipos de partes en proporcién 1/1/2

6.1.2. Ecuaciones de lazo cerrado (con daters), sistema autonomo

Como se vio en los cdpitulos previos, usando daters, un grafo de eventos tem-
porizado puede describirse por medio de las siguientes ecuaciones generales en el
algebra max-plus:

x(k) = Aox(k) ® Ajx(k—1)® ---® Bou(k) ® Bijutk — 1)@ ... ,
y(k) = Cox(k) ® Cix(k — 1)@ ---® Dou(k) ® Dyutk — 1) ® ... ,

y si ademads, las entradas estan determinadas por las salidas siguiendo las reglas de
feedback:

u(k) = Koy(k) ® Kiyy(k =) & ..., (6.1)
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las ecuaciones resultantes son:

x(k) = (Ao ® BoKoCo)x(k) @ (A1 @ BiK\Ci)x(k— D& ... . (6.2)

En §3.1.5-3.1.6, fue mostrado cémo estas ecuaciones pueden llevarse a la forma
canonica:

E(k) = As(k — 1) (6.3)

para algtn vector de estado £ y una matriz A (luego la llamaremos A por simplici-
dad).

Observacion 6.1. En el ejemplo presentado en la Figura 6.1, los arcos en feedback
tienen todos una Unica marca; por lo tanto s6lo la matriz K| en (6.1) es distinta de
cero, y las componentes de esta matriz (diagonal) son iguales a los correspondien-
tes tiempos ubicados en los lugares de los arcos en feedback que unen transiciones
de entrada y de salida. La interpretacion fisica es la siguiente:

= la cantidad de marcas en los lugares en feedback puede interpretarse como la
cantidad de paletas (que acarrea cada tipo de parte) disponibles en la entrada
del workshop en el instante inicial (en el instante inicial puede haber otras
paletas ya en proceso en el sistema, el nimero total de paletas para un tipo
determinado de parte es igual al niimero de marcas que se encuentran en el
circuito, que se obtiene siguiendo el recorrido de esa parte desde el comienzo
hasta el final del workshop y de regreso hasta el comienzo a través de los
arcos en feedback — recordemos que en cualquier circuito de un GET, el
nimero de marcas es constante).

= los tiempos colocados en los lugares de los arcos en feedback pueden inter-
pretarse como el tiempo total necesario para quitar una parte terminada de la
paleta correspondiente, que esta paleta regrese al comienzo del workshop y
que una nueva parte sin procesar sea ubicada en la misma paleta.

6.2. Comportamiento a lazo cerrado (o auténomo)

6.2.1. Interpretacion de un autovalor

Supongamos que existe z (vector columna no nulo) y X (escalar), tales que, en
Rméx (pero no en Rméx !),

Az = Az

Si x(0) = z, luego x(k) = A*x(0) = A*x(0) = Ax(k — 1). Esto es un régi-
men “periddico” o “regular”: para cada tipo de evento, dos eventos sucesivos estan
separados por un tiempo A que es la inversa del “throughput”. El “throughput”
estd dado por el nimero de partes de un determinado tipo procesadas por unidad
de tiempo.
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6.2.2. Preguntas

Se discutirdn ahora las siguientes cuestiones:
1. ¢ Existenciadel par (1, z) ?
2. ¢ Unicidad de A (o del throughput) y de z (forma del “régimen periédico™) ?

3. ¢ Qué ocurre si se comienza desde algiin x (0) diferente de un autovector ?

6.2.3. El caso del autovalor nulo

Existe z # ¢ tal que Az = ¢ (esto es, A = ¢) si y s6lo si el GET asociado
con (respectivamente el grafo de precedencia de) A tiene transiciones de salida
(respectivamente, nodos que son sumideros, o sea, sin sucesores). Entonces los
elementos no nulos de z corresponden a esas transiciones (respectivamente, nodos).

De aqui en mds asumiremos que esta situacién no se presenta.

6.3. El caso irreducible

6.3.1. Unicidad del autovalor

Recordemos el Teorema 3.23 en [1].

Teorema 6.2. Si la matriz A es irreducible, es decir si el grafo de precedencia
asociado a A es fuertemente conexo, existe un vinico autovalor (pero posiblemente
varios autovectores). Este autovalor es igual al “mdximo ciclo medio” del grafo,
es decir, el valor mdximo de las siguientes cantidades (llamadas ciclo medio) cal-
culadas para todos los circuitos del grafo: “tiempo total a lo largo del circuito
dividido por la longitud del circuito (niimero de arcos)”.

6.3.2. Autovectores

En el caso irreducible, puede demostrarse que ningin componente de los au-
tovectores puede ser €. Los autovectores no son necesariamente tnicos (ver [1,
Ejemplo 3.25]). Un resultado mas preciso se obtiene mirando la estructura del gra-
fo critico (ver [1, Definicién 3.94]). Esencialmente, el grafo critico esta compuesto
por todos los circuitos criticos y un circuito critico es aquel cuyo ciclo medio es
maximal.

Para una descripcion precisa del autoespacio, ver Teorema 3.101 en [1].

Nota. Puede siempre considerarse que el autovalor es e reemplazando la matriz A
por B = A" A.
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6.3.3. Comportamientos transitorio y asintotico

Si no se comienza desde un estado x (0) que es igual a un autovector, ¢ qué es
lo que pasa ?. En cualquier caso, tenemos x (k) = A¥x(0). O sea que el compor-
tamiento asintético de x (k) puede ser mds bien explicado a través del comporta-
miento asintético de las potencias sucesivas AX de A.

Hay resultados generales que relacionan el comportamiento asintético de A
con el llamado proyector espectral (ver [1, §3.7.3-3.7.4 1). Nos limitaremos aqui a
resultados mas simples sobre la ciclicidad de A.

Para una definicién de ciclicidad asintética y ciclicidad, ver [1, Defini-
cién 3.111]. Esencialmente, una matriz A se dice d-ciclica si existe un entero K tal
que

Vk > K, A4 =) 9k,

El entero K es la longitud del comportamiento transitorio.

Para el resultado principal, ver [1, Teorema 3.112]. Esencialmente, en el ca-
so irreducible, A es siempre d-ciclica, y se conoce de qué forma la ciclicidad d
depende de la estructura del grafo critico.

6.3.4. Ejemplo de un caso patologico

Puede ocurrir un comportamiento transitorio arbitrariamente largo. Esto ocurre
cuando existe un circuito que es casi critico. Por ejemplo, con

e e )’
donde 7 es un nimero positivo pequerio, se tiene que
—n —1\* _ (méx(—kn, —1) —1
e e ) e e )’

El régimen “estacionario” se alcanza cuando —kn < —1, o sea, k > 1/n que es un
nimero grande con 7 cercano a 0 = e.

6.4. El caso reducible

6.4.1. Repaso

Para una matriz triangular en bloques con sélo dos bloques, se debe resolver

Az = AZ1 ,
Av1z71 ® Ay = A2n .

Sea A1, respectivamente A, el Gnico autovalor de A;;, respectivamente Ay;, y 7,
respectivamente 7,, los autovectores asociados.
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~ . ~\T
= A es siempre autovalor de A (usar el autovector (8 Zz) ).

= ) esun autovalorde A si A > XAy: de hecho, la primera ecuacion es satisfe-
cha con 7 ; resolviendo la segunda ecuacién en z; se tiene

2= (XflAzz)*(XflAzlfl) ;
que es finita bajo la condicién dada.

Intuitivamente,

m si el sistema anterior es mds rapido (o sea, A; < XA;), el sistema posterior va
a imponer su velocidad al sistema completo y A, es el tnico autovalor del
sistema completo;

= en la situacién opuesta, el sistema anterior va a 1mp0ner su velocidad al siste-
ma posterior (o sea, by 1 €s un autovalor); pero )\,2 puede también ser observada
con 71 = &, lo que implica que el sistema anterior produjo previamente un
niimero infinito de marcas.

El caso general es de complejidad combinatoria; pero esencialmente la idea
bdsica es la misma que antes (ver la tesis de Gaubert [8]).

6.4.2. Aplicacion: respuesta en frecuencia de GET

En la teoria clésica de sistemas, se considera una entrada igual a una funcién
seno con una frecuencia w como input de un sistema lineal estable: después de un
periodo transitorio, la salida del sistema es también una funcién seno con la misma
frecuencia w; pero amplificada y trasladada. En el marco de GET, el andlogo de
una entrada con frecuencia fija puede producirse como la salida de un GET simple
como el lazo dibujado en negro en Figura 6.2: este lazo envia 2 marcas cada 3

Y
O

sistema
controlado

Figura 6.2: Un GET con un input a velocidad constante

unidades de tiempo, siempre y cuando sea alimentado con una infinidad de marcas
en su entrada. En el marco de los daters, la frecuencia correspondiente es 3/2 que
es en verdad el tiempo promedio entre 2 eventos o simplemente el autovalor del
sistema.
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Sin entrar en detalles, la representacion dater del sistema completo en Figu-
ra 6.2 tiene la forma triangular por bloques considerada en §6.4.1. De esto y de los
resultados de §6.4.1, puede esperarse que:

= si el autovalor del sistema posterior (downstream) es menor que la “frecuen-
cia” 3/2 (el sistema posterior es mds rapido que su frecuencia), entonces la
salida del sistema completo tendrd la frecuencia 3/2;

= si el autovalor del sistema posterior es mayor que la frecuencia 3/2 (el sis-
tema posterior es mas lento que su frecuencia) entonces la “frecuencia” del
sistema posterior serd observada a la salida.

Pueden encontrarse resultados mds detallados sobre frecuencias de respuestas
de GET en [1, §5.8].

6.5. Autovalores generalizados

En la forma canénica (6.3), cada lugar (o arco) tiene exactamente una marca
en el marcado inicial, de tal forma que el nimero de arcos del circuito es el mismo
que el nimero de marcas. En la forma general de (6.2), los lugares tienen 0, 1, 2. ..
marcas.

Consideremos

x(k) = Apx (k) @ Aijx(k—1)® -+ - ® Apx(k —n) , (6.4a)
y supongamos que Ag no contiene circuitos. La forma explicita es
x(k) = Aj(Aix(k— D)@ - ® Ayx(k —n)) . (6.4b)

La forma canodnica es

(k) = A&k — 1), (6.4¢)
con
I3 e I3 I3
xtk—n—+1) . . .
xtk—n—+2)
§(k) = : y A=
x (k) : D e
AGA, .. o L AGAY
Con la coleccion de matrices (Ag, Ay, ..., A,), asociamos la matriz de polinomios

n

A EPriai

i=0
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Para una matriz de polinomios A(y), un autovalor generalizado es un nimero
A # ¢ tal que existe un vector z no trivial que satisface

7= A(A_l)z .

Aqui, el valor numérico ™! (igual a —X en notacién usual) es sustituido por la
variable formal y. En otras palabras, z es un autovector comun asociado con la
matriz numérica A(A~!) y el autovalor e.

Esto es entonces equivalente a decir que A es un autovalor generalizado de la
matriz de polinomios asociada con una de las formas (6.4) (nétese que la tltima
lleva a la definicion estandar de un autovalor de A).

Finalmente, el autovalor generalizado es el mdximo cociente del tiempo de es-
pera total a lo largo del circuito dividido el niimero total de marcas en el mismo
circuito, sobre todos los circuitos del grafo.

6.6. Algoritmos para calcular autovalores y/o autovecto-
res

Algoritmo de potencias: basicamente, calcular las sucesivas potencias de A (de-
be haber ciclicidad) y, para autovectores, calcular (A~'A)* (que es lo mismo
que (A"'A)* para columnas relevantes). Un buen truco para calcular B* es
calcular los cuadrados sucesivos de e @ B. Ademds, como B = 1~ ' A tiene
circuitos con pesos negativos, excepto los criticos que tienen peso e = 0, si
B es n x n, entonces BX para k > n no puede contribuira B* (o sea, se puede
terminar con B"1).

Expansion de la matriz transferencia: la respuesta al impulso estd compuesta
por los sucesivos “coeficientes de Markov” CA* B.

Algoritmo de Karp: sélo para autovalores. Se basa en el teorema de Karp ([1,
Teorema 2.19]).

Algoritmo de Howard: Una adaptacién de un algoritmo inicialmente disefiado
para resolver ecuaciones de programacion dindmica.

6.7. ‘“Periodicidad” de la respuesta al impulso, racionali-
dad, realizabilidad

Ver Cap. 5, §2.4 de [10].

6.8. Estabilizabilidad y optimizacion de recursos

6.8.1. Estabilidad y control feedback

En este parrafo, se discute brevemente los siguientes resultados: un sistema
que es estructuralmente controlable y observable puede ser estabilizado mediante
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feedback sin alteraciones de performance, lo cual se asemeja a los resultados exis-
tentes en la teoria cldsica de sistemas. Se definen, en primer lugar, los siguientes
conceptos.

Estabilidad: un GET auténomo se dice estable si todas las transiciones operan en
igual proporcidn, es decir:

’ x; (k)
k—}r-il:loo k

tiene el mismo valor para todas las transiciones x;. Esto garantiza que las
marcas son producidas en todos lados a la misma velocidad con lo cual no
se acumularan entre ningtin par de transiciones.

Controlabilidad estructural: un GET se dice estructuralmente controlable si
cualquier transicién interna puede ser alcanzada por un camino proveniente
de alguna transicion de entrada.

Observabilidad estructural: Un GET es estructuralmente observable si cual-
quier transicion interna es el origen de un camino que llega a alguna tran-
sicién de salida.

Un GET puede estabilizarse facilmente haciendo que su grafo sea fuertemente
conexo. De acuerdo con §6.3, el sistema tendrd un tnico autovalor y todas las
transiciones operaran, asintoticamente, a la misma velocidad. Es facil ver que un
sistema estructuralmente controlable y observable, y por lo tanto estable, puede
hacerse fuertemente conexo conectando transiciones de entrada y salida apropiadas
mediante arcos en feedback.

Sin embargo, este procedimiento puede crear nuevos circuitos que aumenten
el autovalor del sistema en lazo cerrado con respecto a los autovalores del sistema
en lazo abierto. Por lo tanto, los circuitos en feedback pueden lentificar el sistema
con respecto a su velocidad “natural”, y la estabilidad se obtendria al costo de
un deterioro del rendimiento. Afortunadamente esta desventaja puede evitarse de
la siguiente manera: supongamos que un nuevo circuito ha sido creado mediante
arcos en feedback resultando critico; agregando suficientes marcas en los arcos en
feedback (lugares), este circuito dejard de ser critico (ya que el denominador del
cociente mencionado al final de §6.5 aumentard), y, por lo tanto, se vuelve a la
situacion en la que sélo los circuitos originalmente en el sistema en lazo abierto
pueden llegar a ser criticos. De esta manera se ha recuperado el rendimiento del
sistema original con el agregado de la estabilidad.

Claramente, agregar marcas significa agregar recursos con el consecuente au-
mento del costo. De aqui surge la consigna de agregar la minima cantidad posible
de marcas. Esto se discutird en la seccidn siguiente.
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6.8.2. Aplicacion a SMF

Objetivo: obtener la maxima velocidad posible, la de cuello de botella,' con
el minimo nimero de recursos.

= En un flowshop, la maxima velocidad se logra agregando suficientes “pa-
letas™ de cada tipo, independientemente del scheduling de partes en las
mdquinas. De hecho, en un flowshop, si el circuito critico no es horizon-
tal, existen al menos un arco vertical descendente y uno ascendente; pero los
unicos arcos verticales ascendentes son arcos en feedback, y agregar marcas
en dichos arcos corresponde a aumentar el nimero de paletas.

= En un jobshop, esto es cierto si uno puede agregar “paletas” en alguna posi-
cion inicial apropiada en la linea de produccidn (aqui con partes parcialmen-
te manufacturadas). De hecho, en el caso de un jobshop, un circuito critico
puede tener arcos verticales ascendentes y descendentes en la parte interna
del grafo ya que las marcas circulan en el workshop en cualquier direccién.
Por lo tanto, para eliminar los circuitos criticos no horizontales es necesario
ser capaz de agregar marcas en los arcos verticales internos que correspon-
dan a piezas a ser procesadas.

= Luego, hay un desacoplamiento completo entre performance optimay sche-
duling optimo. El rol de scheduling 6ptimo es minimizar el nimero de “pa-
letas” requerido para alcanzar éptima performance. Esto puede verse como
un problema de programacion lineal entera; pero también pueden imagi-
narse buenas soluciones heuristicas. Por ejemplo, se puede comenzar con el
minimo nimero de paletas, determinar el circuito critico, si no es puramente
horizontal, eliminarlo agregando marcas en algin arco vertical y continuar
este proceso hasta que finalmente se obtenga un circuito critico puramente
horizontal.

6.8.3. Ejemplo

El ejemplo ilustrado en la Figura 6.3 es un simple jobshop con dos maquinas
y dos tipos de piezas. La maquina mas lenta es M| con un tiempo de ciclo total
de 11, mientras que para la M, es 9. La pieza P; siempre debe pasar por la maquina
M, antes que por la M/, mientras que P, debe hacerlo en el orden inverso. Para
cada tipo de pieza existe inicialmente una paleta. Las posiciones de las marcas en
el marcado inicial determinan el inicio de las operaciones de las maquinas y las
piezas.

La diferencia entre las cuatro situaciones (a), (b), (¢) y (d) en Figura 6.3 es la
prioridad de cada pieza para ser procesada en cada maquina (scheduling).

les decir, el peso mdximo de los circuitos horizontales en Figura 6.1, que corresponden a la
mdquina mds lenta en el jobshop
2Ciclos correspondientes a cada pieza en la Figura 6.1 son los ciclos verticales.
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Figura 6.3: Un jobshop con 2 maquinas y 2 partes

= En (a), M| debe comenzar con P; y M, con P;; en este caso, obtenemos un
deadlock perfecto, materializado por el circuito resaltado en gris en el cual
no hay marcas y el peso total es positivo: esto corresponde a un autovalor
infinito. Para evitar este deadlock, se puede agregar una marca en el arco
vertical que tiene un tiempo de espera de 6: esto corresponde a agregar una
paleta de tipo P; con una pieza P; ya procesada en M;; pero todavia no en
M.

= En (b), tanto M; como M, deben comenzar con P;; en este caso, el autovalor
correspondiente al circuito critico (resaltado en gris) es 20. Para eliminar
este circuito, podemos nuevamente agregar una marca en la misma posicion
como en el caso anterior.

= En(c), M| y M, deben comenzar con P,; en este caso, el circuito critico (re-
saltado en gris) es el mismo que en (b) y puede aplicarse el mismo remedio.

= Finalmente en (d), M, debe comenzar con P, y M, debe comenzar con Py;
en este caso, el circuito critico (resaltado en gris) corresponde a la maquina
mads lenta M y no se necesitan paletas suplementarias para obtener el mejor
rendimiento alcanzable. Este es el inico scheduling para el cual se consigue
el mejor rendimiento, con sélo dos paletas, una para cada tipo de pieza. Sin
embargo, en los otros casos también es posible lograr el mejor rendimiento
agregando recursos suficientes.






Epilogo

El Capitulo 4 de este curso, que fue dedicado a la Teoria de Residuacion, es sin
dudaun capitulo denso. Cuando el curso fué dictado en abril de 2000 se presentaron
varios ejemplos que mostraron como esta importante teoria se utiliza en la solucién
de algunos problemas. Entre los ejemplos a los que hacemos referencia estuvieron:

m ¢l cdlculo de las dltimas entradas de un GET descripto por daters que produ-
cen salidas no mayores a los valores prefijados de las mismas;

= la sintesis en feedback usando matrices transferencia (ver la tesis de B. Cot-
tenceau [4]);

m la teoria geométrica de semimédulos (andlogos a los espacios vectoriales
en el dlgebra max-plus), proyecciones sobre semimédulos, etc., todo lo cual
corresponde a trabajos recientes cuyas referencias pueden encontrarse en las
siguiente direcciones Web:

e http://www-rocqg.inria.fr/scilab/quadrat/
e http://www-rocqg.inria.fr/scilab/cohen/
e http://amadeus.inria.fr/gaubert/gaubert.html
Una presentacion de algunas herramientas especiales de software (“max-plus
toolbox” de Scilab) fue realizada por Elina Mancinelli y Pablo Lotito en ocasion del

dictado del curso. Las direcciones de Web arriba mencionadas también contienen
informacidn sobre las dichas herramientas.
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