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1 Introduction 1
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2.4 Annexe : Exercices sur la dualité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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2.5.15 Corriǵe de l’Exercice 2.31 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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3.7.4 Lagrangien et dualité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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3.8.1 Corriǵe de l’Exercice 3.4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
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4.1.2 Lagrangien augmenté . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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4.5.6 Corriǵe de l’Exercice 4.17 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Sur les “Grands Syst̀emes”

1.1.1 Tentative de caract́erisation

On peut parler de“grand syst̀eme”ou encore de“système complexe”dans l’un des cas suivants :

• le syst̀eme est d́ecrit par ungrand nombre de variables et de contraintes, ce qui entrâıne beau-
coup de calculs et/ou de stockage (la situation la plus typiqueétant celle òu l’on doit utiliser la
programmation dynamiquepour ŕesoudre le problème associé) ;

• le syst̀eme global est fait de sous-systèmes interconnectés : il a donc unestructure spatiale com-
plexe(voir Figure 1.1), ce qui s’accompagne souvent d’une certainehét́eroǵeńeité ;

• le syst̀eme met en jeu des phénom̀enes̀aplusieurséchelles de tempsou changeant de façon brutale
au cours du temps : dans ce cas, c’est lastructure temporellequi estcomplexe(exemple : fuśee
larguant seśetages successifs — Figure 1.2) ;

• le syst̀eme est commandé simultańement parplusieurs d́ecideursagissant sur (voir Figure 1.3)
l’ensemble du système ou sur des systèmes interconnectés avec

– des informations diff́erentes : en effet, la centralisation des informations peutêtre impossible
ou économiquement prohibitive pour des systèmes tr̀esétendus ǵeographiquement),

– des objectifs concordants, ou bien différents, voire conflictuels.

1.1.2 Quelques exemples typiques de grands systèmes

On les rencontre notammentà travers les grands ensembles de production, de distribution et de ser-
vices (eau,́electricit́e, gaz, t́eléphone et autres télécommunications, etc.), les réseaux (de distribution, de
transport), eńeconomie (entreprises̀a filiales ou unit́es multiples), . . .

Figure 1.1: Sous-systèmes interconnectés

1



2 OPTIMISATION DES GRANDS SYSTÈMES — GUY COHEN

phase 1 phase 2 phase 3

Figure 1.2: Trajectoire composite

Figure 1.3: D́ecision multi-agents

1.1.3 Idées et probĺematiques

Pour contourner ces difficultés et exploiter les caractéristiques ci-dessus, on fait appel aux idées ǵeńerales
suivantes :

• idée de ladécompositionpour isoler des sous-systèmes

– plus petits,

– plus homog̀enes ;

• idée de laparallélisationdes t̂aches ;

• en situation stochastique, l’action de plusieurs décideurs avec des objectifs communs relève de la
commande stochastique décentraliśeeet de lathéorie deśequipes;

• lorsque les objectifs sont différents voire conflictuels, on entre dans le champ de lathéorie des
équilibres et des jeux.
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1.1.4 Cadre du cours

Dans ce cours, on se limiteà lathéorie de la d́ecomposition-coordination en optimisation: cette situation
se caract́erise par

• la pŕesence d’unseul d́ecideuravec toute l’information disponible (décisioncentraliśee) ;

• la définitionun seul objectif̀a optimiser ;

• on se limite enfiǹa la situationdéterministe.

1.2 Décomposition-coordination en optimisation : ǵenéralit és

1.2.1 Intérêt de l’optimisation

Du fait de leur taille, les grands systèmes sont soumis̀a uneéconomie d’́echelle: pour de tels systèmes,
1% d’économie peut représenter beaucoup en valeur absolue.

1.2.2 Avantages de la d́ecomposition

• Les sous-systèmesétantplus petitsque le syst̀eme global sontplus facilesà traiter (dix sous-
syst̀emes de dimension 1, c’est plus facileà traiter qu’un sous-système de dimension 10 : question
de volume total des calculs, de contrôle des calculs — par exemple,éviter l’usage de la ḿemoire
virtuelle).

• Les sous-systèmeśetantplus homog̀enessont plus faciles

– à comprendre ;

– à traiter (conditionnementd’un sous-probl̀eme meilleur que le conditionnement global) ;

– à simplifier (id́ee de l’agrégation).

• On a la possibilit́e d’adapter l’algorithme de ŕesolutionà chaque type de sous-problème (“croise-
ment d’algorithmes”).

• On a la possibilit́e deparalléliser les calculs(paralĺelisme MIMD : Multiple Instructions Multiple
Data).

• Enfin, la ŕesolution par d́ecomposition constitue un modèle math́ematique dedécentralisation des
décisions.

1.2.3 Coordination

La coordination intervient̀a un niveau híerarchique suṕerieur comme illustŕe par la Figure 1.4. La th́eorie
de la d́ecomposition-coordination est au carrefour de

• l’ Économie math́ematique ;

• la Recherche Oṕerationnelle ;

• l’Automatique ;

• l’Informatique (calcul parall̀ele et ŕeparti).

La coordination
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Figure 1.4: Coordination

• est ńecessaire parce qu’on ne renonce pasà la recherche de l’optimum collectif;

• est unprocessus it́eratif ;

• est un“méta-algorithme”d’optimisation : chaque itération est une “question-réponse” entre la
coordination et les sous-problèmes.

1.2.4 Un exemple

On consid̀ere le probl̀eme suivant òu toutes les variables sont scalaires :

min
u1,u2,y1,y2

(
(u1− 7)2+ y2

1︸ ︷︷ ︸
J1(u1,y1)

+ (u2− 8)2+ y2
2︸ ︷︷ ︸

J2(u2,y2)

)
(1.1a)

sous

y1 = u1+ u2︸ ︷︷ ︸
P1(u1,u2)

et y2 = u1+ u2︸ ︷︷ ︸
P2(u1,u2)

. (1.1b)

On peut essayer d’obtenir la solution par le processus itératif suivant : à l’étape k, la coordina-
tion communique (ou“pr édit” ) uk

1 au sous-système 2 etuk
2 au sous-système 1, et les sous-problèmesà

résoudre sont alors :

min Ji (ui , yi ) avec yi = Pi (ui ,u
k
j ) , i = 1,2, j 6= i , (1.2)

ce qui d́efinit deux nouvelles valeurs deu1 et u2 utilisées à l’étape suivante comme nouvelles
“prédictions”uk+1

1 etuk+1
2 . Ceci est illustŕe par la Figure 1.5.

Explicitement, cela revient̀a la ŕecurrence suivante :

uk+1
1 =

1

2
(7− uk

2) , uk+1
2 =

1

2
(8− uk

1) . (1.3)

On montre facilement que cette récurrence est contractante et que son point fixe est

u∞1 = 2 , u∞2 = 3 , y∞1 = 5 , y∞2 = 5 . (1.4)

Exercice 1.1. Retrouver la ŕecurrence (1.3), montrer qu’elle est contractante, et retrouver le point
d’équilibre (1.4).
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Figure 1.5: Un exemple

La question est alors de savoir si on peut affirmer que le point d’équilibre du processus itératif (1.4)
fournit la solution du probl̀eme global (1.1).

En fait, la solution du problème (1.1) est

u]1 = 1 , u]2 = 2 , y]1 = 3 , y]2 = 3 . (1.5)

Trouver l’erreur !

Exercice 1.2. Écrire et ŕesoudre les conditions d’optimalité du probl̀eme (1.1).

En fait, en d́efinissant

Gi (ui ,u j ) = Ji
(
ui , Pi (ui ,u j )

)
, i = 1,2, j 6= i , (1.6)

on ŕealise qu’on n’a pas résolu le probl̀eme d’optimisation pośe, mais plut̂ot l’ équilibre de Nash

∀ui , Gi (u
∞

i ,u
∞

j ) ≤ Gi (ui ,u
∞

j ) i = 1,2, j 6= i . (1.7)

Exercice 1.3. Démontrer cette affirmation en traduisant la méthode de coordination ci-dessus avec les
notations (1.6), puis en se plaçantà l’équilibre. Expliquer en quoi les conditions d’optimalité de (1.7)
diff èrent de celles du problème (1.2), une fois celui-ci réexpriḿe en termes des fonctionsGi .

1.3 Aperçu du cours

Le cours comprend essentiellement deux parties :

1. dans lapremìere partie, on n’a aucune préoccupation de ǵeńeralit́e ni de rigueur math́ematique ; on
cherche plut̂ot, sur deux mod̀eles simples,̀a introduire les id́ees sur la d́ecomposition-coordination,
à d́evelopper les interprétations, etc. ;

2. dans ladeuxìeme partie, on montre une th́eorie ǵeńerale baśee sur le“principe du probl̀eme auxi-
liaire” : dans ce cadre, il devient possible
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• de rendre compte de la plupart des méthodes̀a partir d’un minimum de principes de base ;

• de lever certaines restrictions (hypothèses de śeparabilit́e ou d’additivit́e des fonctions-côut
et des contraintes) qui paraissaient essentielles dans la première partie ;

• d’étudier la convergence des algorithmes itératifs de coordination dans un cadre unifié.

1.4 Prérequis du cours

On suppose une certaine familiarité avec les th́eories et notions de base suivantes :

• analyse convexe ;

• théorie des conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre (Lagrange-Kuhn-Tucker), et
éventuellement du second ordre ;

• théorie des conditions suffisantes (cas convexe, Lagrangien, dualité et fonction duale, point-selle,
etc.) ;

• interpŕetation marginaliste des multiplicateurs de Lagrange-Kuhn-Tucker (fonction pertubation,
i.e. côut optimal comme fonction du second membre des contraintes).

Pour toutes ces notions, on pourra consulter le cours “Convexité et Optimisation” [9] du m̂eme auteur,
ainsi que les ŕeférences bibliographiques qui y sont mentionnées.

1.5 Corrigé des exercices

1.5.1 Corrigé de l’Exercice 1.1

En remplaçanty1 dans l’expression deJ1 paru1 + u2, en remplaçant ensuiteu2 par la “pŕediction” uk
2,

puis en annulant la d́erivée de l’expression ainsi obtenue par rapportà u1 au pointu1 = uk+1
1 , on obtient

la formule (1.3) pouruk+1
1 . On proc̀ede d’une façon analogue pour obteniruk+1

2 .
La récurrence (1.3) est une relation affine entreuk et uk+1 dont la partie lińeaire fait intervenir la

matrice (
0 −1/2
−1/2 0

)
dont les valeurs propres sont de module 1/2 inférieurà 1. La relation affine est donc contractante. Le
point d’équilibre est obtenu en posantuk+1

= uk dans (1.3) et en résolvant le système enu ainsi obtenu :
la solution est (1.4).

1.5.2 Corrigé de l’Exercice 1.2

On a deux possibilit́es : soit onécrit les conditions de Lagrange/Kuhn-Tucker pour le Lagrangien du
probl̀eme (1.1) en ayant dualisé les contraintes qui relienty à u, soit on substituèa chaqueyi son ex-
pression en fonction des deuxui dansJi (voir (1.6)) et onécrit la stationnarit́e du crit̀ere ainsi d́efini
(c’est-̀a-dire G1 + G2) par rapportà (u1,u2). Cette seconde façon de procéder est́evidemment plus
simple et conduit̀a un syst̀eme de deux́equations (stationnarité deG1 + G2 enu1 et u2) à deux incon-
nues(u1,u2). En ŕesolvant ce système, on obtient la solution (1.5).
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1.5.3 Corrigé de l’Exercice 1.3

La définition des fonctionsGi par (1.6) d́ecoule de l’́elimination des variables interḿediairesyi au profit
des variables de décisionui . Puisque la coordination fixe, dans le problèmei , la valeur a priori de la
variableu j pour j 6= i , l’optimisation de chaqueGi se fait bien par rapport̀a ui exclusivement (voir
(1.2)), comme l’indiquent aussi les inégalit́es (1.7) qui se trouvent donc vérifiéesà l’équilibre (c’est-̀a-
dire quand les valeurs desui fixées a priori sont retrouvées comme solutions des sous-problèmes).

Ce point d’́equilibre annule donc les dérivées partielles dechacundesGi par rapport auui corres-
pondant, contrairementà ce qui devrait se passer lorsque l’on considère la solution de (1.1). En effet,
comme on l’a vu dans le corrigé pŕećedent, ce problème revient̀a minimiser lasomme G1+G2 par rapport
à (u1,u2). Par conśequent, la solution (1.5) est caractériśee par l’annulation des dérivées partielles de
cette somme — et non pas de chaqueGi — par rapport aux deuxui .
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Chapitre 2

Présentationélémentaire des ḿethodes de
décomposition-coordination

2.1 Premier mod̀ele

2.1.1 Introduction du premier modèle

On consid̀ere le probl̀eme

min
ui∈Uad

i

N∑
i=1

Ji (ui ) (2.1a)

sous
N∑

i=1

2i (ui ) = ϑ . (2.1b)

Ici,

• ui ∈ Rni ,

• Uad
i est un sous-ensemble convexe fermé deRni ,

• Ji : Rni → R,

• 2i : Rni → Rm,

• ϑ ∈ Rm est un second membre de contraintes donné.

Par commodit́e, on notera

• u = (u>1 , . . . ,u
>

N)
> où > symbolise la transposition ;

• par conśequentu ∈ Rn avecn =
∑N

i=1 ni ;

• J(u) =
∑N

i=1 Ji (ui ), par conśequentJ : Rn
→ R ;

• 2(u) =
∑N

i=12i (ui ), par conśequent2 : Rn
→ Rm.

Par souci de simplicité, le cas de contraintes (2.1b) de typeégalit́e sera essentiellement considéŕe.
Lorsque des diff́erences notables le justifieront, onévoquera le cas de contraintes inégalit́e.1

Une interpŕetationéconomique possible de ce problème est la suivante :

1Le signe= est remplaće par le signe≤ coordonńee par coordonńee.

9
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• N unités de production coopèrent au sein d’une m̂eme entreprise ;ui repŕesente les variables de
décision de l’unit́e i , Ji (ui ) son côut ;

• les contraintes (2.1b), qui sont les contraintes couplantes,2 peuvent̂etre interpŕet́ees comme des ob-
jectifs de production (le vecteurϑ est un vecteur dem quantit́esà produire) et/ou comme des con-
traintes sur les ressources disponibles (ϑ repŕesente des quantités de ressourcesà consommer par
les unit́es), et/ou encore comme deséquations d’́equilibre deśechanges de produits intermédiaires
entre les unit́es.

2.1.2 D́ecomposition “par les prix”

Intuitivement, une façon de décentraliser la gestion des unités est de faire payer les consommations (ou
de ŕemuńerer les productions) de chaque unité suivant un certain système de prix, et de laisser chaque
unité optimiser son propre bilan. Ce bilan est composé du côut Ji (ui ) et du côut induit par la coordination
〈p,2i (ui )〉, où p est un vecteur des prix et〈·, ·〉 est le produit scalaire dansRm. Le probl̀eme de gestion
de l’unité i se formule donc

min
ui∈Uad

i

(
Ji (ui )+ 〈p,2i (ui )〉

)
. (2.2)

L’objectif de la coordination est alors d’assurer l’objectif de production global, autrement dit,
d’assurer le respect de la contrainte (2.1b) par le choix d’un bon système de prixp.

Soit Ûi (p) l’ensemble des solutions (supposé non vide) de (2.2) (et soit̂U (p) = Û1(p) × · · · ×
ÛN(p)). Trois ou quatre questions naturelles se posent alors.

Questions 2.1.

1. S’il existe p] ∈ Rm tel qu’il existe û ∈ Û (p]) vérifiant (2.1b), alors est-ce quêu est solution
du probl̀eme (2.1) ? La question est en effet de savoir comment la coordination peut reconnaı̂tre
que l’optimum du probl̀eme global est atteint par la solution trouvée (par morceaux) par les sous-
probl̀emes.

2. Existe-t-il une telle valeur dep] (à supposer que la réponsèa la premìere question est positive) ?
C’est la question de lacoordonnabilit́epar les prix : existe-t-il un tel instrument de coordination ?

3. Quel algorithme permet de trouverp] (à supposer que la réponse aux deux premières questions est
positive) ?

4. Une autre question pratique se pose dans le cas où Û (p) n’est pas ŕeduit à un singleton : tout
û ∈ Û (p]) est-il optimal,3 et sinon comment sélectionner le bon ?

Le lemme suivant, dont la démonstration est laissée en exercice, apporte une réponse aux deux
premìeres questions.

Lemme 2.2. Si il existe p] et û ∈ Û (p]) vérifiant (2.1b), alors la paire (̂u, p]) est un point selle du
Lagrangien

L(u, p) = J(u)+ 〈p,2(u)− ϑ〉 (2.3)

sur Uad
× Rm, et donĉu est une solution de(2.1).

Réciproquement, si L a un point selle(u], p]) sur Uad
× Rm, alors u] appartient à Û (p]) et

vérifie (2.1b).

2Les contraintesui ∈ Uad
i , qui peuvent repŕesenter un mod̀ele de chaque unité ou des contraintes de fonctionnement, sont,

elles, d́ecoupĺees.
3À la question 2.1-1, on a supposé seulement l’existence d’un “bon”̂u.
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Exercice 2.3. Démontrer le lemme ci-dessus.

Commentaires 2.4.

(a) Le lemme ci-dessus montre que la réussite de la coordination par les prix est liée à l’existence
nécessaired’un point selle du Lagrangien du problème global (voir cependant le commentaire 2.4-
b ci-dessous). Moyennant cette existence, le problème (2.1) — de toute façon toujourséquivalent
au probl̀eme du min max deL — est remplaće par le probl̀eme du max min. Dans la phase de
minimisationà p fixé, on tire alors profit du fait queL(u, p) (voir (2.3)) s’́ecrit comme une somme
de L i (ui , p) (le terme−〈p, ϑ〉 étant affect́e arbitrairement̀a l’un des termes de la somme). En
effet :

J(u)+ 〈p,2(u)− ϑ〉 =
N∑

i=1

(
Ji (ui )+ 〈p,2i (ui )〉

)
− 〈p, ϑ〉 .

L’existence d’un point selle deL ne peut ǵeńeralement̂etre garantie que moyennant des hypothèses
de convexit́e, de qualification des contraintes, et de comportement a l’infini des fonctionsJi si les
Uad

i ne sont pas borńes. Il faut consid́erer cette constation de la nécessit́e de l’existence d’un
point selle du Lagrangien global comme une assez sensible limitation du champ d’utilisation de
la méthode. L’utilisation d’une technique de Lagrangien augmenté4 permet d’́etendre ce champ
(voir l’Exemple 2.5 ci-dessous) mais il faut surmonter, du point de vue de la décomposition, la
perte d’additivit́e du terme supplémentaire apporté par le Lagrangien augmenté. On renvoie au
Chapitre 4 òu ce probleme est traité.

(b) En plus des solutions de (2.2), intéressons nous aussi aux points stationnaires5 dont on peut garantir
que ce sont des minima locaux si, de plus, la dérivée seconde de (2.2) est définie positive. En
supposant qu’une famille{̂ui }i=1,...,N de tels points stationnaires — correspondantà une certaine
valeur dep — vérifient aussi globalement la contrainte (2.1b), alors on montre facilement que
ces points v́erifient les conditions ńecessaires d’optimalité du premier ordre — voire du second
ordre pour des minima locaux — pour le problème global (2.1) : ils peuvent doncéventuellement
constituer des solutions de ce problème, m̂eme si le Lagrangien global n’a pas de point selle.

Il y a cependant dans ce cas une difficulté pourévaluer algorithmiquement la valeur correspon-
dante dep : une telle valeur dep peut n’avoir aucune propriét́e caract́eristique vis-̀a-vis de la
fonctionnelle duale d́efinie par

ψ(p) = min
u∈Uad

L(u, p) (2.4)

comme l’illustre l’Exemple 2.5 que l’on trouvera plus loin, ce qui rend difficile sa recherche par
un algorithme it́eratif.

(c) Supposant̀a nouveau l’existence d’un point selle(u], p]) du Lagrangien du problème global, on
consid̀ere ici la question de la non unicité deû(p]). En ǵeńeral, dans ce cas, tout point dêU (p])
ne v́erifie pas les contraintes (2.1b), et donc a fortiori n’est pas une solution du problème global. Il
ne suffit donc pas de trouver un “bon” prixp] pour avoir ŕesolu le probl̀eme.6 Cette difficult́e est
évitée si on fait une hypoth̀ese garantissant l’unicité dêu(p) (par exempleJ strictement convexe7)
ou si le Lagrangien est “stable enu”, i.e. tout u ∈ Û (p]) est une solution ; ceci est en particulier
garanti avec l’usage du Lagrangien augmenté.

4Dans le cas d’une contrainteégalit́e comme (2.1b), on rajoutèa l’expression (2.3) deL un termec
∥∥∑N

i=12i (ui )−ϑ
∥∥2
/2

où c ∈ R+.
5dans le cas le plus simple où Ji et2i sont —éventuellement, deux fois — différentiables, et òu Uad

= Rn

6Voir Exercice 2.30 en fin de chapitre.
7En fait, pour d́emontrer la convergence de l’algorithme d’Uzawa dont il est question plus loin, il faut même supposer la

forteconvexit́e deJ.
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-2 -1 1

-1

1

Figure 2.1: Graphe deL(·,0,768)

(d) Dans le cas òu les contraintes (2.1b) sont des contraintes inégalit́e 2(u) ≤ ϑ , on sait que le
multiplicateurp doit être non ńegatif (p ∈ (R+)m). Une ŕeponse positivèa la question 2.1-1 n’est
alors possible qu’en rajoutant une condition supplémentaire d’“́ecarts compĺementaires”, c’est-à-
dire que le test d’optimalité pour des solutionŝui (p) des sous-problèmes est maintenant

2 (̂u(p)) ≤ ϑ et 〈p,2(̂u(p))− ϑ〉 = 0 . (2.5)

Cette condition d’́ecarts compĺementaires s’interprète intuitivement comme le fait que “les prix ne
doivent paŝetre plus forts que le respect des contraintes globales ne l’exige”.

(e) L’avantage pratique de la décomposition par les prix est de faire disparaı̂tre un certain nombre de
contraintes au niveau des sous-problèmes (par oppositioǹa la ḿethode par les quantités d́ecrite
ci-dessous). L’inconv́enient correspondant est que les solutionsûi (p) des sous-problèmes ne res-
pecteront la contrainte globale (2.1b) qu’une fois que le système de prix aura convergé vers sa
valeur optimale au cours de l’algorithme décrit ci-dessous. C’est pourquoi on parle de“méthode
non admissible”̀a propos de la coordination par les prix.

Exemple 2.5. Il s’agit ici d’un exemple en dimension 1, ne faisant donc pas intervenir la notion de
décomposition, mais cela n’a pas d’importance pour le phénom̀eneà illustrer. Soit̀a ŕesoudre

min J(u) avec J(u) = u4
+ 0,8u3

− 1,76u2
− 0,768u

sous la contrainteu = 0 (solutionévidente !). Le LagrangienL(u, p) = J(u) + pu est stationnaire
en u] = 0 pour p] = 0,768 maisu] correspond̀a un maximum local deL(·, p]), et cette fonction a
deux autres points stationnaires, dont un minimum absolu (voir Figure 2.1). Par ailleurs,ψ (voir (2.4)),
toujours concave comme enveloppe inférieure de fonctions affines, est maximale enp = 0 :8 p] = 0,768
est donc une valeur “quelconque” vis-à-vis de cette fonction.

Notons de plus sur cet exemple que l’utilisation du Lagrangien augmenté Lc(u, p) = J(u) + pu+
cu2/2 avec par exemplec = 4 résout toutes ces difficultés puisqueu] = 0 devient le minimum unique
deL(·, p]) avecp] = 0,768 (voir Figure 2.2) etψc(p) = minu Lc(u, p) est maximale enp].

Exercice 2.6. Reprendre la question des contraintes inégalit́e évoqúee au commentaire 2.4-d et montrer
la nécessit́e des conditions (2.5) pour pouvoir démonter l’́equivalent du Lemme 2.2 dans ce cas.

8Voir Exercice 2.29 en fin de chapitre.
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Figure 2.2: Graphe deLc(·,0,768) pourc = 4

Algorithmes. Avec l’interpŕetationéconomique utiliśee pŕećedemment, sìa l’it érationk de coordina-
tion, avec les prix courantpk, la “demande” globale2(uk) des unit́es de production (òu uk

∈ Û (pk))
exc̀ede l’“offre” ϑ , il faut augmenter les prix, cette augmentationétant par exemple directement propor-
tionnelleà l’écart constaté entre demande et offre, d’où la formule it́erative

pk+1
= pk

+ ρk
(
2(uk)− ϑ

)
, (2.6)

où ρk est un “pas” positif.
Du point de vue math́ematique, cet algoritme est en fait l’algorithme d’Uzawa qui peut encore

s’interpŕeter comme un algorithme de gradient (ou de sous-gradient) pour maximiser la fonctionnelle
concaveψ (voir (2.4)). Une condition suffisante de différentiabilit́e deψ est queÛ (p) soit toujours
réduit à un singleton. Dans le cas contraire, en plus de la non-différentiabilit́e deψ , on est confront́e au
probl̀eme d́ejà évoqúe au commentaire 2.4-c quantà la convergence desuk vers de “bonnes” solutions
du probl̀eme global9.

D’autres formules it́eratives (gradients conjugués, ḿethode de Newton, etc.) peuventégalement̂etre
consid́eŕees.

Dans le cas de contraintes inégalit́e, le second membre de (2.6) doit subir une opération de projection
pour maintenirpk+1 non ńegatif. La formule devient

pk+1
j = max

(
0, pk

j + ρ
k
( N∑

i=1

2 j i (u
k
i )− ϑ j

))
, j = 1, . . . ,m .

2.1.3 D́ecomposition “par les quantit́es”

Cette ḿethode de d́ecomposition,également connue sous le nom d’“allocation de ressources”, de
“méthode directe”ou “primale” , est duale de la ḿethode par les prix. Au lieu d’agir̀a l’aide
d’un syst̀eme de prix sur la formation des décisions des sous-problèmes, la coordination agit par
l’intermédiaire de quantités, en distribuant la ressource disponible (ou en répartissant l’objectif de pro-
duction) entre les unités de production. Le sous-problèmei se formule alors ainsi :

min
ui∈Uad

i

Ji (ui ) (2.7a)

sous

2i (ui ) = θi , (2.7b)

9Voir à nouveau l’Exercice 2.30 en fin de chapitre.
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où le vecteurθ = (θ>1 , . . . , θ
>

N )
> appartient au sous-espace de(Rm)N défini par la contrainte

N∑
i=1

θi = ϑ . (2.8)

On appellera“allocation” tout vecteurθ vérifiant cette contrainte. Le but de la coordination est donc
de trouver la meilleure allocation au sens du critère global (2.1a), lorsque lesui sont obtenus via la
résolution de (2.7) (on noterâUi (θi ) l’ensemble de ces solutions et̂U (θ) = Û1(θ1)× · · · × ÛN(θN)).

Questions 2.7.

1. Existe-t-il une valeurθ ] telle qu’il existêu ∈ Û (θ ]) qui soit solution du problème global. C’est la
question de lacoordonnabilit́epar allocation de ressources.

2. Si il existe une telle allocation, comment la caractériser au niveau de la coordination ? Dans le cas
de la ḿethode par les prix, la réponséetait fournie par la v́erification de la contrainte globale (2.1b)
par les solutionŝu(p) des sous-problèmes (2.2) (plus une condition d’écarts compĺementaires dans
le cas de contraintes inégalit́e). Ici, ce test est ipso facto vérifié par la construction m̂eme des sous-
probl̀emes et par la contrainte (2.8) portant sur l’allocation de ressourcesθ (c’est pourquoi cette
approche est qualifíee d’“admissible”). Il faut donc trouver un autre test d’optimalité.

3. Quel algorithme permet de trouverθ ] (à supposer qu’il existe) ?

4. Que se passe-t-il en cas de non unicité des solutions des sous-problèmes ?

Du point de vue math́ematique, il est facile de voir que le problème global (2.1) est́equivalent au
probl̀eme suivant :

min
θ

N∑
i=1

ϕi (θi ) sous (2.8), (2.9)

où les fonctionsϕi sont d́efinies par

ϕi (θi ) =

{
Ji (̂ui (θi )) si ûi (θi ) est une solution de (2.7),

+∞ si (2.7) n’a pas de solution.
(2.10)

L’ équivalence entre (2.1) d’une part et (2.9) d’autre part est préciśee par le lemme suivant.

Lemme 2.8. Si θ ] est solution de(2.9), toutesolution û
(
θ ]
)
=

(
û>1
(
θ
]

1

)
, . . . , û>N

(
θ
]

N

))>
est solution

de(2.1). Réciproquement, si u] est solution de(2.1), alors

θ ] =
(
2>1

(
u]1
)
, . . . ,2>N

(
u]N
))>

(2.11)

est solution de(2.9).

Exercice 2.9. Donner une d́emonstration de ce lemme.

Ce lemme ŕepondà la question de l’existence de “bons” paramètres de coordination.

Commentaires 2.10.On notera que contrairement au cas de la méthode par les prix, la coordonnabilité
par allocation est pratiquement assurée d̀es que le problème global a des solutions, sans supposer que
son Lagrangien admet un point selle.
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Venons en maintenantà la question 2.7-2 de la caractérisation de “bons” param̀etres de coordination.
De façon dualèa la ḿethode par les prix, on ne peut ici obtenir une caractérisation d’une bonne allocation
qu’en faisant appel a une notion de “prix marginaux” ou de “sensibilité” des fonctionsϕi aux variations
desθi , c’est-̀a-dire, math́ematiquement parlant,à une notion de “d́erivée” deϕi (gradient, sous-gradient,
dérivée directionnelle, etc.).

Supposons pour l’instant, et idéalement, que lesϕi sont diff́erentiables. Une allocation sera optimale
si et seulement si le gradient de

∑
i ϕi est orthogonal a la variét́e affine d́efinie par (2.8).

Lemme 2.11. Un vecteur g deRN×m compośe de sous-vecteurs gi , i = 1, . . . , N, dansRm est ortho-
gonalà la variét́e affineA définie par(2.8)si et seulement si gi = g j pour tous i, j . La projection d’un
vecteur x deRN×m surA est le vecteur composé des sous-vecteurs iégauxà

xi −
1

N

( N∑
j=1

x j − ϑ

)
, i = 1, . . . , N .

Démonstration.Un vecteurg est orthogonal̀aA si, pour tous vecteursθ et θ ′ dansA, g est orthogonal
à θ − θ ′. Comme 〈

g, θ − θ ′
〉
=

N∑
i=1

〈
gi , θi − θ

′

i

〉
,

l’ égalit́e desgi est une condition suffisante pour que cette expression soit nulle. Réciproquement, pour
tous(i, j ) et toutg suppośe orthogonal̀aA, prenonsθ andθ ′ telles que

θk = θ
′

k = 0 si k 6= i et k 6= j ,

θi = ϑ + gi − g j et θ j = g j − gi ,

θ ′i = ϑ + g j − gi et θ ′j = gi − g j .

Observons que cesθ et θ ′ appartiennent bieǹaA et que〈
g, θ − θ ′

〉
= 2‖gi − g j ‖

2 ,

et donc ce produit scalaire est nul seulement sigi = g j .
Pour calculer la projection5A(x) de x surA, on doit ŕesoudre le problème d’optimisation sous

contraintes suivant :

min
θ

1

2
‖θ − x‖2 sous (2.8).

Soit p un multiplicateur associé à la contrainte (2.8). En formant le Lagrangien et en dérivant par rapport
à θ , on obtient: pouri = 1, . . . , N,

θ
]

i − xi + p] = 0 .

En sommant pour touti , on a

p] =
1

N

N∑
i=1

(
xi − θ

]

i

)
=

1

N

( N∑
i=1

xi − ϑ

)
,

en tenant compte de (2.8). Donc,

(
5A

)
i
(x) = θ ]i = xi − p] = xi −

1

N

( N∑
i=1

xi − ϑ

)
.
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D’après ce lemme, on peut dire qu’une allocation sera optimale si et seulement si le gradient de
∑

i ϕi a
toutes ses coordonnéeségales. Ceci traduit l’id́ee intuitive que, pour que l’on ne puisse plus améliorer
une allocation en redistribuant différemment la ressource, il faut que toutes les utilités marginales soient
égales.

Comment cette v́erification peut-ellêetre faite sur la base des informations fournies par la résolution
des sous-problèmes (2.7) ? La th́eorie de la dualit́e introduit des multiplicateurs de Lagrangepi assocíes
aux contraintes (2.7b) ; les multiplicateurs optimaux intervenant dans les conditions suffisantes (théorie
globale de la dualit́e baśee sur l’existence d’un point selle du Lagrangien) ou nécessaires (th́eorie locale
dans le cas diff́erentiable) peuvent s’interpréter, au signe près, comme les sensibilités des fonctionsϕi

aux pointsθi (nous y reviendrons). On peut alorsénoncer les lemmes suivants qui apportent une réponse
à la question 2.7-2.

On suppose ici queUad
i = Rni pour touti et que toutes les dérivées requises existent.

Lemme 2.12. Si, pour une certaine allocationθ , et pour i= 1, . . . , N, le couple(u]i , p]i ) ∈ Rni × Rm

vérifient les conditions ńecessaires du premier ordre

J ′i
(
u]i
)
+

(
2′i
(
u]i
))>

p]i = 0 , (2.12a)

2i
(
u]i
)
= θi , (2.12b)

et si tous les p]i sontégauxà une valeur commune p], alors (u], p]) vérifie des conditions analogues
pour le probl̀eme global(2.1) (u] est laconcat́enationdes u]i alors que p] est lavaleur communedes
p]i ).

Exercice 2.13.Donner une d́emonstration de ce lemme.

On revient maintenantà l’hypoth̀ese queUad
i est un sous-ensemble convexe fermé quelconque deRni

et la différentiabilit́e des fonctions n’est plus requise.

Lemme 2.14. Si pour i = 1, . . . , N, le Lagrangien du problème(2.7)admet un point selle(u]i , p]i ) sur
Uad

i × Rm et si tous les p]i sont égauxà une valeur commune p], alors (u], p]) est un point selle du
Lagrangien du probl̀eme global(2.1)sur Uad

× Rm, et donc u] est solution de ce problème.

Exercice 2.15.Donner une d́emonstration de ce lemme.

Concernant les conditions nécessaires (respectivement, suffisantes) du second ordre,10 il n’est pas
possible en ǵeńeral d’́enoncer un ŕesultat́equivalent, en raison notamment du fait que le produit cartésien
des sous-espaces desRni tangents aux contraintes (2.7b) est inclus dans le — mais n’est paségal au —
sous-espace deRn tangent a la contrainte (2.1b). Ceci est illustré par l’exemple suivant (l’exercice
consistèa d́emontrer les affirmations contenues dans cet exemple).

Exemple et Exercice 2.16.Consid́erons un cas òu

• N = 2,

• ui = (xi , yi ) ∈ R2, i = 1,2,

• Uad
i = R2,

• J1 = J2 = J : R2
→ R, avecJ(x, y) = −x2

− y2
− 4xy,

10Elles font intervenir la condition que la dérivée seconde enu du Lagrangien au point vérifiant les conditions du premier
ordre soit semi-d́efinie positive (respectivement, définie positive) sur le plan tangent aux contraintes en ce point.
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• ♦ m= 1,ϑ = 0,

♦ 21 = −22 = 2 : R2
→ R

♦ 2(x, y) = x + y.

Pour l’allocationθ1 = θ2 = 0, le point̂xi = ŷi
= p̂i = 0, i = 1,2, (11) vérifie les conditions ńecessaires

du premier ordre et suffisantes du second ordre en ce qui concerne le problème (2.7) mais ce n’est pas
le cas pour le problème (2.1). En fait, le point 0∈ R4 n’est pas un minimum (m̂eme local) du problème
global (il n’y en a pas et l’infimum vaut−∞12).

L’explication de cette difficult́e est la suivante :

• l’espace tangent aux contraintes21(u1) = 0 et22(u2) = 0 est le sous-espace deR4 des vecteurs
de la forme(a,−a,b,−b)> pour lesquels on v́erifie facilement que la d́erivée seconde deJ1(u1)+

J2(u2) est d́efinie positive ;

• le sous-espace tangentà la contrainte globale21(u1) + 22(u2) est le sous-espace deR4 des
vecteurs de la forme(a,b, c,a+ b− c)> qui est plus grand que le préćedent. Sur ce sous-espace,
la dérivée seconde deJ1(u1) + J2(u2) n’est pas d́efinie positive (essayer par exemple le vecteur
(a,0,0,a)>).

Commentaires 2.17.

(a) L’existencede multiplicateurs optimaux dans les sous-problèmes (2.7) est soumiseà une condi-
tion de qualification des contraintes qui peut revêtir, par exemple dans le cas convexe, la forme
θi ∈ int2i (Uad

i ) (voir par exemple [9, Eq. (6.27a)]). Il estévident que la satisfaction d’une
telle condition d́epend d’abord des valeursθi particulìeres choisies, et c’est la question même
de l’existence de solutions primales admissiblesqui est d’abord en cause (voir le point 2.17-d
ci-dessous). De plus, l’unicitéde multiplicateurs optimaux dans les sous-problèmes (pour les con-
ditions ńecessaires du premier ordre par exemple dans le cas simple où Uad

i = Rni ) est líee à
l’indépendance lińeaire des gradients des fonctions-contraintes2i , ou, autrement dit,̀a la surjec-
tivit é des applications lińeaires2′i (ui ) : Rni → Rm, pour touti et pour toutui rencontŕe. Ces
conditions sont bien plus difficiles̀a assurer que les conditions correspondantes pour le problème
global (celles-ci ne portent que sur

∑
i 2i : Rn

→ Rm et non sur chaque2i sépaŕement).

(b) Revenons̀a la question de la différentiabilit́e des fonctionsϕi . En fait, il est pratiquement très dif-
ficile, sauf cas tr̀es particulier (probl̀emeà contraintes lińeaires et̀a côut quadratique par exemple)
de garantir la diff́erentiabilit́e de ces fonctions, et corrélativement l’unicit́e des multiplicateurs op-
timaux pi (13). Dans le cas convexe, on sait que−pi est un sous-gradient deϕi (voir Exercice 2.31,
question 2). Dans des cas plus géńeraux,−pi — celui issu des conditions nécessaires d’optimalité
du premier ordre — peut encoreêtre relíe à une certaine notion de “gradient géńeraliśe” deϕi . Il
existe de toute facon une difficulté pratiquèa la v́erification de l’́egalit́e mutuelle des multiplica-
teurs fournis par la résolution des sous-problèmes lorsque ces multiplicateurs ne sont pas uniques :
l’ égalit́e n’aura lieu que pour un certain jeu (un certain choix) parmi les multiplicateurs optimaux
des sous-problèmes. Voir̀a ce sujet l’Exercice 2.32.

Cette difficult́e est essentiellement duale de celle rencontrée dans la ḿethode par les prix lorsque
Û (p) n’est pas ŕeduità un point unique (voir commentaire 2.4-c). Plus géńeralement, il s’agit de la

11noter quêp1 = p̂2
12mais on pourrait́eventuellement changer cetétat de choses en modifiant la fonction coût a l’ext́erieur d’une boule centrée

à l’origine par exemple, tout en conservant la difficulté illustŕee ici
13On peut garantir l’unicit́e des multiplicateurs optimaux par exemple sous les hypothèses queJ′i est Lipschitzien, que2′i (ui )

— comme application lińeaire deRni dansRm — est surjective pour toutui et queUad
i = Rni .
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difficulté suivante : lorsqu’une fonction n’est pas différentiable, l’utilisation d’algorithmes de sous-
gradient ou de “gradient géńeraliśe” adapt́es faitéventuellement converger l’argument (iciθ ) vers
une valeur optimale, mais rarement les sous-gradients (ici−p) vers les valeurs “optimales” (c’est-
à-dire vers 0 dans le cas sans contrainte, vers un sous-gradient orthogonalà la contrainte dans le
cas avec contrainte — qui est ici la contrainte d’appartenanceà la varíet́e affine des “allocations”).
L’exception est constitúee par les ḿethodes de type “faisceaux” (“bundle” en Anglais) ou certaines
méthodes de “plans tangents”.

(c) Les solutions des sous-problèmes correspondantà n’importe quelle allocation v́erifie la contrainte
globale (2.1b). Ceci signifie que les itéŕees successives construites par tout algorithme de coordi-
nation seront des solutionsadmissibles.

(d) Cet avantage apparent comporte cependant des contreparties sérieuses. Notons d’abord que pour
certaines allocations, certains sous-problèmes peuvent ne pas avoir de solution : c’est ce qui arrive
si θi 6∈ 2i

(
Uad

i

)
(interférence des contraintes (2.7b) avec les contraintesui ∈ Uad

i )14. Du point de
vue algorithmique, il sera difficile de caractériser explicitement le domaine de définition le chaque
ϕi ({θi | ϕi (θi ) < +∞}) et donc d’y maintenir leθi correspondant.

(e) Un obstacle plus sérieux encore surgit s’il y a “trop” de contraintes (2.1b) par rapport au nombre
de variables de d́ecisions. Dans le cas de contrainteségalit́e, il est logique de supposern ≥ m.
Cependant, cette condition n’exclut pas queni < m pour certainsi , de sorte que certains sous-
probl̀emes ne pourront̂etre ŕesolus que si leθi correspondant est constamment maintenu dans
l’image2i

(
Uad

i

)
qui est alors un sous-ensemble d’intérieur vide deRm.

Pour pallier ces inconv́enients, certains auteurs ont proposé le remplacer les contraintes (2.7b) par
une ṕenalisation du crit̀ere (2.7a), mais il s’agit là de ḿethodes approchées.

Algorithmes. L’algorithme le plus simple et qui, de plus, se prête bienà une compŕehension intuitive,
est l’algorithme du gradient (ou sous-gradient) projeté pour ŕesoudre (2.9). Cet algorithme peutêtre
justifié en particulier dans le cas convexe (modulo le fait de maintenir les itéŕesθk

i successives dans le
domaine des fonctionsϕi ). Ayant obtenu les multiplicateurspk

i (ceux de la th́eorie locale de la dualité —
conditions ńecessaires — qui coı̈ncident avec ceux de la théorie globale si les Lagrangiens ont un point
selle), en utilisant la formule de projection du Lemme 2.11, on passeà la nouvelle allocationθk+1 par la
formule

θk+1
i = θk

i + ε
k

pk
i −

1

N

N∑
j=1

pk
j

 , i = 1, . . . , N , (2.13)

qui suppose queθk
i vérifie d́ejà (2.8). La suite{εk

} vérifie15

εk > 0 ,
∑
k∈N

εk
= +∞ ,

∑
k∈N

(εk)2 < +∞ .

Le signe positif deεk (alors qu’il s’agit de minimiser dans (2.9)) s’explique par le fait que c’est−pi qui
est un sous-gradient deϕi enθi .

Intuitivement, la coordination redistribue la ressource proportionnellement a l’écart constaté entre
chaque utilit́e marginale et la moyenne arithmétique de celles-ci. L’algorithme s’arrête (th́eoriquement)
lorsque toutes les utilités marginales sont devenueségales. En complément au commentaire 2.17-c ci-
dessus, il convient donc de dire que la méthode produit des solutions primales toujours admissibles mais
des solutions duales non admissibles — ou non consistantes : c’est la situation duale de la méthode par
les prix òu le vecteur les prix́etait le m̂eme pour tous les sous-problèmes.

14Voir encoreà ce sujet l’Exercice 2.32
15Voir l’Annexe, §2.3, sur cette technique de pas en séries divergentes en fin de chapitre.
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Commentaires 2.18.Pour le cas des contraintes inégalit́e, le plus simple, algorithmiquement, est de
transformer (2.7b) en ińegalit́e et de maintenir (2.8) sous forme d’égalit́e. Alors, la formule (2.13) est
encore valable. Pour l’énonće du Lemme 2.8, l’́equation (2.11) doit̂etre remplaćee par

θ
]

i = 2i (u
]

i )−
1

N

( N∑
j=1

2 j (u
]

j )− ϑ

)
, i = 1, . . . , N . (2.14)

Exercice 2.19.Red́emontrer le Lemme 2.8 dans ce cas.

Des strat́egies plus sophistiquées (du type approximations successives “internes” ou “externes” des
ϕi ) ontét́e propośees dans la litt́erature pour ŕesoudre le problème (2.9)dans le cas convexe. Par exemple,
on peut repŕesenter une forme approchée des fonctionsϕi comme l’enveloppe supérieure d’un certain
nombre d’hyperplans d’appui :̀a l’étapek, au pointθk

i , on aϕi
(
θk

i

)
= Ji

(
uk+1

i

)
; le sous-gradient

correspondant́etant−pk+1
i , un hyperplan d’appui est représent́e par la fonction affine

f k
i (θi ) = Ji

(
uk+1

i

)
+
〈
pk+1

i , θk
i − θi

〉
.

La remiseà jour deθk
i consistèa rechercher le minimum, pour les allocations admissibles, de la somme

pour i = 1, . . . , N, des enveloppes supérieures, pourl = 0, . . . , k, des f l
i , ce qui revient̀a ŕesoudre le

programme lińeaire

min
θ,y∈RN

N∑
i=1

yi

sous
N∑

i=1

θi = ϑ ; yi ≥ Ji
(
ul+1

i

)
+
〈
pl+1

i , θ l
i − θi

〉
,

i = 1, . . . , N , l = 0, . . . , k .

2.1.4 D́ecomposition “par prédiction”

Dans le cadre du premier modèle (probl̀eme (2.1)), cette ḿethode est moins bien connue que les deux
préćedentes. Elle áet́e introduite par Mesarovic et associés [22] dans un cadre plus proche du deuxième
mod̀ele ci-dessous sous le nom de “interaction prediction principle”, et nous montrerons qu’il s’agit
bien de la m̂eme ḿethode que celle exposée ci-apr̀es. C’est pourquoi nous avons conservé l’appellation
originale qui n’est pourtant pas très heureuse.

Comme pour les ḿethodes pŕećedentes, nous en donnons d’abord une présentation intuitive. Celle-ci
nécessite l’introduction d’une nouvelle décomposition, ce qui est un fait nouveau par rapportà ce qui
préc̀ede : cet́elément nouveau caractérise cette ḿethode. En effet,̀a la d́ecomposition de l’espaceRn

des d́ecisions, nous allons associer une décomposition de l’espaceRm des contraintes. Afin de conserver
initialement une syḿetrie dans le r̂ole joúe par chaque sous-problème, nous supposerons queRm est
lui aussi d́ecompośe en un produit de exactementN sous-espacesRmi avec

∑N
i=1 mi = m. Ceci n’est

évidemment pas toujours possible (par exemple sim< N). Nousécarterons donc ces cas pour l’instant,
mais nous l̀everons cette restriction plus tard. Nous noterons2 j i l’application deRni dansRm j obtenue
par composition de l’application2i deRni dansRm et de la projection deRm dansRm j parall̀element au
produit des autres sous-espaces composants.

Sur le plan de l’interpŕetation, cette d́ecomposition de l’espace des contraintes revientà “allouer”
ces contraintes aux sous-problèmes, autrement dit̀a rendre responsable chaque unité de production de
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certains types de fabrications (ou de la gestion d’un certain nombre de ressources) représent́ees par les
coordonńees correspondantes du vecteurϑ . À ce propos,ϑi désignera d́esormais la projection deϑ sur
Rmi , ce qui ne devra paŝetre confondu avec la notationθi introduite au §2.1.3 et qui désignait uńelément
deRm et non deRmi .

Chaque unit́e i recevra donc une contrainteà valeurs dansRmi . Elle devra assurer le complémentà
ϑi des productions (ou la consommation complémentaire des ressources) par rapport au total, notéwi ,
de ce qui auráet́e “prédit” (ou annonće) pour les autres unités. Comme l’activit́e de l’unit́e i aura aussi
pour effet de fabriquer des produits de typesϑ j pour j 6= i (ou de consommer des ressources de ces
types) en quantités2 j i (ui ) (lorsque le niveau d’activité est fix́e par la d́ecisionui ), un certain système
de prixµ j (également annoncé à l’avance) permettra d’incorporer ces quantités au bilan de l’unit́e i .
Finalement, pour des prédictionswi du niveau de production ou de consommation des autres unités j
quant aux ressources de typei (respectivement, des prédictionsµ j des prix marginaux des produits ou
des ressources de typej ) avec j = 1, . . . , N et j 6= i , le sous-probl̀emei se formule

min
ui∈Uad

i

(
Ji (ui )+

∑
j 6=i

〈
µ j ,2 j i (ui )

〉
︸ ︷︷ ︸

essentiel

)
(2.15a)

sous

2i i (ui ) = ϑi − wi . (2.15b)

La pŕesence des termes marquésessentiel est en effet essentielle. L’exemple du §1.2.4 a montré que
sans ces termes, il n’est pas possible de construire une méthode de coordination valide. Pour les justifier
pleinement, on doit se poserà nouveau l’́equivalent des questions 2.1, c’est-à-dire

1. celle de la caractérisation de l’optimalit́e, vis-̀a-vis du probl̀eme global (2.1), des solu-
tions obtenues en résolvant les sous-problèmes (2.15) en utilisant uniquement leséléments
d’information issus de la résolution de ces sous-problèmes ;

2. celle de l’existence de paramètres de coordination (en l’occurrence iciw etµ) conduisant a cette
optimalit́e ;

3. enfin celle des algorithmes permettant de trouver ces “bons” paramètres.

Les ŕeponses aux deux premières questions sont apportées par les lemmes suivants. Dans le lemme qui
suit, on supposèa nouveau queUad

= Rn et que les fonctions sont différentiables.

Lemme 2.20. Si les conditions ńecessaires du premier ordre16 sont verifíees dans les sous-
problèmes(2.15)pour i = 1, . . . , N, par des couples(̂ui , p̂i ), et si

wi =
∑
j 6=i

2i j (̂u j ) , (2.16a)

µi = p̂i , (2.16b)

alors (̂u, p̂) vérifie aussi ces conditions nécessaires pour le problème(2.1). Réciproquement, si(u], p])
vérifie les conditions ńecessaires du premier ordre pour le problème global, alors en prenant les
“pr édictions” w] et µ], obtenues̀a partir de (u], p]) et deséquations(2.16), pour d́efinir les sous-
problèmes(2.15), les couples(u]i , p]i ) verifient aussi ces conditions nécessaires pour ces sous-problèmes.

Exercice 2.21.Donner une d́emonstration de ce lemme.

16analogues̀a celleśevoqúees au Lemme 2.12
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La premìere partie de cet́enonće fournit le test d’optimalit́e évoqúe dans la première question
ci-dessus. La ŕeciproque fournit une réponseà l’existence de bons paramètres de coordination.
La démonstration du lemme (laissée en exercice) montre l’utilité des termes marqués essentiel
dans (2.15a).

Au lieu de s’appuyer sur la théorie des conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre, nous
nous penchons maintenant vers celle des conditions suffisantes. Dans le lemme qui suit, on revientàUad

comme sous-ensemble convexe fermé deRn et la différentiabilit́e des fonctions n’est plus requise.

Lemme 2.22. Si pour i = 1, . . . , N, (̂ui , p̂i ) est un point selle du Lagrangien du problème(2.15)sur
Uad

i × Rmi et si leséquations(2.16)sont satisfaites, alors(̂u, p̂) est un point selle du Lagrangien du
problème(2.1)sur Uad

× Rm et donĉu est solution de ce problème. Ŕeciproquement, si(u], p]) est un
point selle du Lagrangien du problème global, il en est de m̂eme de(u]i , p]i ) pour ce qui concerne le
problème(2.15)à condition de d́efinir (w,µ) à partir de(u], p]) et deśequations(2.16).

Exercice 2.23.Donner une d́emonstration de ce lemme.

Comme dans la ḿethode par allocation de ressources, il n’est pas possible d’énoncer des résultats
équivalents pour les conditions nécessaires ou suffisantes du second ordre (théorie locale de la dualité), ni
dans un sens ni dans l’autre, comme le montrent les deux exemples qui suivent. Ceci tient essentiellement
au fait que le produit cartésien des sous-espaces desRmi tangents aux contraintes (2.15b) est a priori
diff érent du sous-espace deRm tangent aux contraintes (2.1b) : il n’y a ici aucune relation d’inclusion ni
dans un sens, ni dans l’autre.

Exemple et Exercice 2.24.On reprend l’Exemple 2.16 en rajoutant une contrainte

min(−x2
1 − y2

1 − 4x1y1− x2
2 − y2

2 − 4x2y2) (2.17a)

sous

x1+ y1− x2− y2 = 0 , (2.17b)

x1+ y1− x2− 2y2 = 0 . (2.17c)

On rappelle la d́ecomposition deu enu1 = (x1, y1) etu2 = (x2, y2). La premìere contrainte est “alloúee”
au sous-problème 1 et la seconde au sous-problème 2. Par application de (2.15), on obtient ici :

sous-probl̀eme 1

min
x1,y1

(−x2
1 − y2

1 − 4x1y1+ µ2(x1+ y1)) (2.17d)

sous

x1+ y1 = −w1 , (2.17e)

sous-probl̀eme 2

min
x2,y2

(−x2
2 − y2

2 − 4x2y2+ µ1(−x2− y2)) (2.17f)

sous

− x2− 2y2 = −w2 . (2.17g)

En prenant(w,µ) = (0,0) ∈ R2
× R2, on trouve que(̂u1, p̂1) = (̂u2, p̂2) = (0,0) ∈ R2

× R vérifient
les conditions ńecessaires du premier ordre et suffisantes du second ordre pour les sous-problèmes 1 et 2
respectivement.

Pourtant le point̂u = 0 ∈ R4 n’est pas un minimum local du problème global (l̀a encore il n’y en a
pas) et il ne v́erifie pas, aveĉp = 0 ∈ R2, des conditions du second ordre pour le problème global.
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Exemple et Exercice 2.25.On consid̀ere un probl̀eme de m̂eme dimension que ci-dessus :

min(x2
1 + y2

1 + 3x1y1+ x2
2 + y2

2 − 3x2y2) (2.18a)

sous

x1+ y1+ x2+ y2 = 0 , (2.18b)

x1− y1+ x2− y2 = 0 . (2.18c)

et la m̂eme d́ecomposition en sous-problèmes que dans l’exemple préćedent. On v́erifie queu] = 0 ∈
R4 est le seul minimum du problème (le crit̀ere restreint au sous-espace de dimension 2 défini par les
contraintes est strictement convexe). De plus la paire(u], p]) (avecp] = 0 ∈ R2) vérifie les conditions
nécessaires du premier ordre, et suffisantes du second ordre.

La décomposition adoptée conduit aux sous-problèmes suivants en application de (2.15) :

sous-probl̀eme 1

min
x1,y1

(x2
1 + y2

1 + 3x1y1+ µ2(x1− y1)) (2.18d)

sous

x1+ y1 = −w1 , (2.18e)

sous-probl̀eme 2

min
x2,y2

(x2
2 + y2

2 − 3x2y2+ µ1(x2+ y2)) (2.18f)

sous

x2− y2 = −w2 . (2.18g)

En prenant(w,µ) = (0,0), on s’aperçoit que les conditions du second-ordre ne sont verifiées en(0,0) ∈
R2
×R dans aucun des deux sous-problèmes. Les pointsui = 0 ∈ R2 correspondent m̂emeà des maxima

des sous-problèmes ci-dessus !

Commentaires 2.26.

(a) La situation de l’Exemple 2.25 estévidemment beaucoup plus gênante que celle de l’Exemple 2.24
car cela signifie que la solution du problème global ne peut pasêtre trouv́ee dans ce cas par la for-
mulation (2.15) des sous-problèmes si on ne se contente pas de satisfaire les conditions du premier
ordre et si on insiste pour vérifier aussi celles du second ordre. En fait, les sous-problèmes (2.15)
sont un outil pour ŕesoudre ces conditions nécessaires du premier ordre. Le passage de la station-
narit́e à la minimalit́e ńecessite implicitement de “convexifier” les sous-problèmes, mais il faut
alors sortir du cadréelementaire dans lequel on se situe ici. Dans le cas où des conditions suffi-
santes, issues de la théorie globale de la dualité, sont v́erifiées (c’est en particulier le cas pour les
probl̀emes convexes), les choses sont beaucoup plus simples.

(b) Le cas des contraintes inégalit́e n’offre formellement aucune difficulté d’adaptation. L’́etude de la
convergence des algorithmes décrits ci-dessous est par contre plus difficile dans ce cas (elle n’a pu
être ŕealiśeeà ce jour).

(c) Les m̂emes difficult́es que pŕećedemment existent́evidemment en ce qui concerne la vérification
du “test” (2.16) en cas de non unicité des solutions primales et duales des sous-systèmes.

(d) La méthode est “non admissible” du point de vue primal en ce sens que, comme dans la coordi-
nation par les prix, les solutions primales des sous-systèmes ne v́erifient en ǵeńeral la contrainte
globale (2.1b) que pour une valeur particulière des param̀etres de coordination. Par contre, par
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type de production (ou de ressource), il n’existe qu’un seul prix (à l’inverse de la coordination par
les quantit́es) ; c’est-̀a-dire que la ḿethode est admissible (ou consistante) du point de vue dual.

(e) Dans le premier algorithme exposé ci-dessous, pour chaque ressource (ou production), le prix
est élaboŕe par le sous-système ayant reçu la responsabilité de cette ressource : ici intervient
la façon dont les contraintes (2.1b) ontét́e distribúees parmi les sous-problèmes. Eńecho au
commentaire 2.17-e, il devient possible (et souhaitable) de s’arranger pour quemi ≤ ni pour
i = 1, . . . , N. La situation est donc beaucoup moins contraignante qu’avec la coordination par les
quantit́es.

(f) Par contre, contrairement au cas de la coordination par les prix, une partie des contraintes (2.1b)
se retrouve dans chaque sous-problème. Il existe donc un risque, si2i i (Uad

i ) n’est paśegalàRmi ,
que certains sous-problèmes n’aient pas de solution admissible pour certaines “prédictions”wi

déterminant le second membre de (2.15b). Pratiquement, dans certaines applications, il peutêtre
utile de remplacer les contraintes décompośeesui ∈ Uad

i par une “ṕenalisation exacte” du critère
afin de diminuer ce risque (ońetend ainsi la minimisatioǹaRni tout entier). Cependant, ceci con-
duira à des fonctions côut non diff́erentiables (mais encore additives). La théorie correspondante
n’est malheureusement pas disponible.

(g) Revenons sur la restriction que l’espaceRm des contraintes soit décompośe enN espaces com-
posants exactement. S’il est decomposé en moins deN composants (par exemple sim = 1 et si
N > 1), certains sous-problèmes ne recevront pas de contraintes du type (2.15b) (et n’auront donc
pasà élaborer de multiplicateurspi ). Il n’y a là, cependant, aucune difficulté particulìere pour
adapter la ḿethode qui áet́e d́ecrite ci-dessus dans une situation plus symétrique.

Exercice 2.27.Se pencher sur la situationévoqúee au commentaire 2.26-g ci-dessus etécrire en d́etail
les sous-problèmes̀a d́efinir à la place de (2.15) en considérant par exemple le casN = 2,m= 1.

Algorithmes.

Algorithme de point fixe. L’algorithme le plus imḿediatement sugǵeŕe par la ḿethode de
décomposition-coordination elle-m̂eme consistèa partir d’une “pŕediction” initiale(w0, µ0), à ŕesoudre
les sous-problèmes (2.15), ce qui conduit, pouri = 1, . . . , N, à des solutionsu1

i et p1
i (comme multipli-

cateur associé à (2.15b)), puis̀a repartir pour une nouvelle itération avec la nouvelle prédiction(w1, µ1)

définie par les relations (2.16) où l’on a plaće (u1, p1) au second membre, et ainsi de suite. . . Autrement
dit, la remisèa jour des param̀etresà l’étapek+ 1 de coordination se fait par les formules

wk+1
i =

∑
j 6=i

2i j
(
uk+1

j

)
, (2.19a)

µk+1
i = pk+1

i . (2.19b)

Contrairement̀a la situation rencontrée avec les deux ḿethodes pŕećedentes, il n’y a donc pas dans cet
algorithme,à proprement parler, un niveau hiérarchique suṕerieur charǵe de la coordination. Celle-ci
s’opère paŕechange direct d’informations entre les sous-problèmes.

Pour aḿeliorer la convergence, on peut envisager unesous-ou unesur-relaxationsur le couple
(wk, µk), c’est-̀a-dire qu’au lieu des formules (2.19), on utilise plutôt :

wk+1
i = (1− εk)wk

i + ε
k
∑
j 6=i

2i j
(
uk+1

j

)
, (2.20a)

µk+1
i = (1− ρk)µk

i + ρ
k pk+1

i , (2.20b)
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où εk etρk sont des nombres positifs. On parle desur-relaxationsi ces nombres sont plus grands que 1 et
desous-relaxationsi ils sont plus petits que 1 (le cas où ils sontégauxà 1 revient̀a l’algorithme (2.19)).

Comme il est toujours difficile de garantir l’unicité des multiplicateurs optimaux notamment, et
comme toute non unicité est, sur le plan algorithmique, géńeralement une source de difficultés, il n’est
pasétonnant que la convergence de ces algorithmes n’ait puêtre établie que dans le seul cas où l’on
peut pratiquement assurer cette unicité, à savoir le cas de contrainteségalit́e affines, de fonctions coût
quadratiques et en l’absence d’autres contraintes de typeui ∈ Uad

i .
Les conditions de convergence obtenues font apparaı̂tre des conditions structurelles, ou

géoḿetriques, sur le d́ecoupage de l’application2 : Rn
→ Rm en applications2i j : Rn j → Rmi

qui mettent directement en cause la façon dont les contraintes (2.1b) ontét́e ŕeparties entre les sous-
probl̀emes (voir (2.15b)). Une règle pratique et intuitive est de procéder au d́ecoupage et̀a l’allocation
des contraintes qui rendent la partie bloc-diagonale17 de2′(u) (dérivée de2 enu) la plus “dominante”
possible (autrement dit, d’affecterà un sous-problèmei les contraintes òu l’influence deui est plus forte
que celle des autresu j autour d’un point nominalu, en esṕerant que cette propriét́e est uniforme par
rapport au point nominalu). Cependant, ce cas favorable n’est pas le seul possible et les conditions
structurelles recouvrent d’autres cas intéressants qui seront examinés plus loin dans le cours.

L’algorithme ci-dessus, que nous appellerons “algorithme de point fixe” (éventuellement sur- ou
sous-relax́e) aét́e le premier historiquement introduit, et il peut paraı̂tre à premìere vue assez naturel.
Cependant, une analyse mathématique plus fine montre qu’il n’est pas aussi naturel qu’il y paraı̂t et
qu’un algorithme alternatif finalement plus conforme aux principes variationnels habituels est possible.

Algorithme de type Arrow-Hurwicz. Le probl̀eme (2.1) est́equivalent̀a la formulation suivante :

min
ui∈Uad

i ,wi∈Rmi

N∑
i=1

Ji (ui )

sous (2.21)

2i i (ui ) = ϑi − wi , i = 1, . . . , N ,

wi =
∑
j 6=i

2i j (u j ) , i = 1, . . . , N .

Le Lagrangien de ce problème est

L(u, w; p, µ) =
N∑

i=1

(
Ji (ui )+ 〈pi ,2i i (ui )+ wi − ϑi 〉 +

∑
j 6=i

〈
µ j ,2 j i (ui )

〉
− 〈µi , wi 〉

)
.

La décomposition par prédiction peutêtre vue comme le fait de fixer les paramètres de coordination
(w,µ), puis de ŕesoudre les conditions nécessaires du premier ordre (ou les inégalit́es du point selle si
celui-ci existe) par rapport au couple(u, p), ce qui conduit aux sous-problèmes (2.15), et finalement de
remettrèa jour(w,µ). On a(

∂L

∂wi

)>
= pi − µi ,

(
∂L

∂µi

)>
=

∑
j 6=i

2i j (u j )− wi .

Dans l’algorithme de point fixe (2.19), les conditions de stationnarité ∂L/∂wi = 0 ontét́e utilisées pour
remettrèa jourµi , tandis que les conditions∂L/∂µi = 0 ont permis de remettrèa jourwi .

Supposons que le LagrangienL a un point selle en(u, w; p, µ) sur (Uad
× Rm) × (Rm

× Rm),
et plus ǵeńeralement que les minimisations par rapportà u et w, et les maximisations par rapport

17opérateur òu on ne garde que les blocs indexési i , i = 1, . . . , N,
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à p et µ peuventêtre accomplies dans un ordre arbitraire (ce qui suppose pratiquement queL est
convexe-concave) ; alors, une fois que les sous-problèmes ont ŕesolu minu maxp L à (wk, µk) fixés,
fournissant ainsi(uk+1, pk+1), il resteà ŕesoudre le minw maxµ L, ce qui peut̂etre accompli par une sorte
d’algorithme d’Arrow-Hurwicz parall̀ele,à savoir

wk+1
i = wk

i − ε
k

(
∂L

∂wi
(uk+1, wk, pk+1, µk)

)>
= wk

i − ε
k
(
pk+1

i − µk
i

)
, (2.22a)

µk+1
i = µk

i + ρ
k

(
∂L

∂µi
(uk+1, wk, pk+1, µk)

)>
= µk

i + ρ
k

(∑
j 6=i

2i j
(
uk+1

j

)
− wk

i

)
. (2.22b)

Ceséquations sont̀a comparer aux formules (2.20).

Remarque 2.28.L’ équation (2.22b) s’écrit encore

µk+1
i = µk

i + ρ
k

( N∑
j=1

2i j
(
uk+1

j

)
− ϑi

)
,

car, d’apr̀es (2.15b),wk
i = ϑi −2i i

(
uk+1

i

)
. Cetteéquation est la m̂eme que l’́equation (2.6) de la ḿethode

par les prix.

In [11], une preuve de convergence est donnée essentiellement sous les hypothèses queJ est forte-
ment convexe, que2 est lińeaire, et que tous les2i i sont surjectives : la convergence est obtenue pour
εk etρk assez petits (on y reviendra dans la suite du cours) sans que des conditions structurelles comme
cellesévoqúees plus haut pour l’algorithme de point fixe soient requises.

Dans [11], un exemple nuḿerique montre qu’il existe de fait une certaine complémentarit́e entre les
deux types d’algorithmes : l’algorithme de point fixe marche mieux que l’algorithme d’Arrow-Hurwicz
pour des couplages faibles entre sous-problèmes (2i j , j 6= i , est petit comparé à 2i i ), alors que ce
dernier devient meilleur pour des interactions fortes (l’autre ne marchant pluséventuellement).

Enfin, dans [11], des versionsséquentielleet implicitede l’algorithme (2.22a)–(2.22b) se sont avéŕees
meilleures que la version parallèle. Une version śequentielle consistèa remettrèa jourw d’abord par
(2.22a), puis̀a utiliser la nouvelle valeurwk+1 au second membre de (2.22b)à la place dewk. L’autre
version śequentielle proc̀ede dans l’ordre inverse. Enfin, la version implicite, la meilleure de toutes
d’apr̀es les exṕeriences nuḿeriques, consistèa mettreµk+1 à la place deµk au second membre de (2.22a),
et de m̂emewk+1 à la place dewk au second membre de (2.22b), ce qui conduità un syst̀eme lińeaire
implicite en(wk+1, µk+1). Sa ŕesolution conduit aux formules explicites suivantes :

wk+1
i = wk

i −
εk

1+ εkρk

(
pk+1

i − µk
i

)
+

εkρk

1+ εkρk

(∑
j 6=i

2i j
(
uk+1

j

)
− wk

i

)
, (2.22c)

µk+1
i = µk

i +
ρk

1+ εkρk

(∑
j 6=i

2i j
(
uk+1

j

)
− wk

i

)
+

εkρk

1+ εkρk

(
pk+1

i − µk
i

)
. (2.22d)

2.1.5 Une classification politico-́economique des ḿethodes de d́ecomposition-coordina-
tion

Nous nous livrons icìa une interpŕetation politico-́economique des trois ḿethodes de d́ecomposition-
coordination examińees jusqu’̀a maintenant, en les envisageant sous leur aspect de décentralisation des
décisions parmiN acteurs supposés en accord sur (ou contraintsà) la recherche d’un optimum collectif.
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• On peut interpŕeter la coordination par les prix comme la situation de l’économie lib́eralebaśee sur
des incitations en termes de prix, sur l’ajustement de ces prix par la loi de l’offre et de la demande,
etc.

• À l’opposé (de façon duale), la coordination par les quantités peut̂etre vue comme la situation
d’une économie planifíeedans laquelle des objectifs en termes des production (ou de consomma-
tion) sont assigńes par le niveau hiérarchique suṕerieur.

• Enfin, la coordination par prédiction peut̂etre vue comme un modèle desyst̀eme autogestionnaire
dans lequel il n’y a plus de niveau hiérarchique suṕerieur, et òu chaque acteur est responsable d’un
secteur particulier d’activité (traduit par l’allocation des contraintes requise par cette approche).

2.2 Deuxìeme mod̀ele

2.2.1 Introduction du second mod̀ele

On reprend maintenant l’examen des trois méthodes de d́ecomposition-coordination préćedentes, mais
en les appliquant̀a un autre type de problème d’optimisation. Ce type de problème est plus proche de la
situation òu l’on cherche a optimiser un système compośe de sous-systemes interconnectés. L’interaction
entre sous-problèmes viendra donc ici de l’existence de variables d’interconnexion plutôt que du partage
de ressources communes comme pour le premier modèle. Sur le plan math́ematique, il n’y a cependant
aucune diff́erence fondamentale entre les deux situations et l’on va s’empresser de transposer le second
mod̀ele dans le cadre du premier modèle afin de retrouver les trois méthodes d́ejà d́ecrites. L’inter̂et
d’examiner le second modèle est qu’au niveau de l’interprétation et pour certaines considérations pra-
tiques, cet examen révèle des points qui n’ont pûetre mis eńevidence avec le premier modèle.

Pour motiver le second modèle, consid́erons le cas simple d’un problème de commande optimale
linéaire-quadratique :

ẋ(t) = Fx(t)+ Gu(t) , x(t0) = ξ , (2.23a)

min
∫ tf

t0

(
x>(t)Qx(t)+ u>(t)Ru(t)

)
dt , (2.23b)

où x(t) ∈ Rm est le vecteur d’́etat,u(t) ∈ Rn est le vecteur de commande,F,G, Q, R sont des matrices
de dimensions appropriées (Q et R symétriques). Quant̀a ẋ(t), c’est une notation traditionnelle pour
dx(t)/dt.

Supposons quex est decompośe en N composantesx> = (x>1 , . . . , x>N), xi ∈ Rmi et de m̂eme
u> = (u>1 , . . . ,u

>

N) avecui ∈ Rni . Consid́erant la decomposition par blocs correspondante des matrices,
on peutécrire

ẋi = Fi i xi + Gi i ui + vi , xi (t0) = ξi , (2.24)

avec les variables d’interactionvi définie par

vi =
∑
j 6=i

(
Fi j x j + Gi j u j

)
, i = 1, . . . , N . (2.25)

Pour conserver l’hypoth̀ese d’un crit̀ere (2.23b) additif, on supposeraQ et R bloc-diagonales (Qi j = 0
et Ri j = 0 pouri 6= j ).

À condition initialeξi fixée, l’équation diff́erentielle (2.24) d́efinit une application

xi = Pi (ui , vi ) , (2.26)
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Tableau 2.1: Correspondances entre premier et second modèles

i 6= j →

1er mod̀ele 2ème mod̀ele

ui (ui , vi )

Ji Ji

ϑ 0
2i i (ui ) −vi

2i j (u j ) Hi j (u j , v j )

où ui , vi , xi sont des fonctions du tempst sur [t0, tf ]. En utilisant (2.26) dans le second membre de (2.25),
on peut ŕeécrire (2.25) :

vi =
∑
j 6=i

Hi j (u j , v j ) , i = 1, . . . , N , (2.27a)

avec une d́efinition évidente deHi j . De m̂eme, en utilisant (2.26) dans (2.23b), cette intégrale peut
s’écrire comme une fonctionnelle de(u, v) ayant la forme

J(u, v) =
N∑

i=1

Ji (ui , vi ) . (2.27b)

On se pose donc le problème de la minimisation de (2.27b) sous les contraintes (2.27a) (on supposera que
les contraintes suru sont de la formeui ∈ Uad

i et qu’il n’y a pas de contrainte d’état). Ceci constitue notre
second mod̀ele. Il est facile de voir que celui-ci peut-être identifíe au premier mod̀ele (2.1) eńetablissant
les correspondances décrites dans le Tableau 2.1. Avec l’aide de ces correspondances, examinons alors
la “traduction” des ḿethodes de d́ecomposition-coordination sur ce second modèle.

2.2.2 D́ecomposition par les prix

Le sous-probl̀emei se formule

min
ui∈Uad

i ,vi∈Rmi

(
Ji (ui , vi )+

∑
j 6=i

〈
p j , H j i (ui , vi )

〉
− 〈pi , vi 〉

)
, (2.28)

et l’algorithme de coordination s’écrit

pk+1
i = pk

i + ρ
k

(∑
j 6=i

Hi j (u
k
j , v

k
j )− v

k
i

)
, (2.29)

où (uk
i , v

k
i ) est une solution du problème (2.28) correspondant au système de prixpk. Les interpŕetations

sont les m̂emes qu’au §2.1.2.
Le fait nouveau que révèle l’application de cette ḿethode par les prix au modèle est le suivant.

Consid́eronsà nouveau le problème de commande optimale (2.23) et supposons que la matriceR est
définie positive, et m̂eme “suffisamment positive” pour que ce problème soit strictement convexe enu
(x étant consid́eŕe comme fonction deu via (2.23a)) m̂eme siQ n’est pas d́efinie positive, voire si elle
est non d́efinie. Commevi est une fonction affine dex (voir (2.25)), et compte tenu de la définition de
Ji (ui , vi ) dans ce cas, il est clair queJi risque de ne paŝetre strictement convexe envi , voire d’être non
convexe. Dans ces conditions, il se peut qu’il n’y ait pas de solution unique au problème (2.28) (18) et,

18voire pas de solution du tout, par exemple si infvi Ji (ui , vi ) = −∞
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corŕelativement, que le Lagrangien du problème (2.27) ait un point selle en(u, v; p) non unique env
(ce qui conduit aux difficult́es algorithmiques d́ejà évoqúees), voire pas de point selle du tout (ce qui,
comme d́ejà vu, faitéchouer la coordination par les prix).

Ainsi, partant d’un probl̀eme global bien posé (strictement convexe enu comme on l’a supposé), on
aboutità des sous-problèmes mal conditionńes. Ceci est líe au fait qu’en plus des variables de décision
“naturelles”u du probl̀eme initial, on a introduit artificiellement d’autres variables de décisionvi au
niveau des sous-problèmes. En effet, dans (2.28), la minimisation porte a la fois surui et vi . Ceci ne
se produira pas avec les deux autres méthodes examińees ci-dessous. Ce phénom̀ene souligne un in-
conv́enient de la ḿethode par les prix19. De surcrôıt, l’accroissement du nombre de variablesà optimiser
au niveau des sous-problèmes peut s’av́erer assez ṕenalisant dans certaines applications sur le plan de la
résolution nuḿerique.

2.2.3 D́ecomposition par les quantit́es

Grâce aux correspondances du Tableau 2.1, le problème (2.7) se traduit directement ici par

min
ui∈Uad

i ,vi∈Rmi
Ji (ui , vi ) (2.30a)

sous

− vi = θi i , (2.30b)

H j i (ui , vi ) = θ j i , (2.30c)

les vecteursθi = (θ>1i , . . . , θ
>

Ni )
> dansRm étant ceux qui au §2.1.3 définissent une allocation qui doit

vérifier (2.8) (avec iciϑ = 0). De m̂eme, l’algorithme (2.13) se traduit ici par

θk+1
j i = θ

k
j i + ε

k

(
pk

j i −
1

N

N∑
l=1

pk
jl

)
, i = 1, . . . , N , j = 1, . . . , N , (2.31)

où pk
j i est le multiplicateur associé à la contrainte (2.30c) sij 6= i , et pk

i i est associé à (2.30b). On
note que siJi et H j i sont diff́erentiables, on a, du fait de la stationnarité envi du Lagrangien du
probl̀eme (2.30),

pk
i i =

(
∂ Ji

∂vi
(uk

i , v
k
i )

)>
+

∑
j 6=i

(
∂H j i

∂vi
(uk

i , v
k
i )

)>
pk

j i .

On note aussi que dans cette méthode, au niveau des sous-problèmes, la minimisation est effectuée par
rapportà ui uniquement car la valeur devi est impośee par la coordination (voir (2.30b)). Ceci peut
repŕesenter un avantage par rapportà la ḿethode par les prix. Par contre, et nous retrouvons là un
inconv́enient d́ejà discut́e au commentaire 2.17-e, les contraintes (2.30c) peuventêtre en nombre bien
suṕerieur au nombre de variables de décision contenues dansui . Ce sont en effet̀a la fois les “entŕees”
vi mais aussi les “sorties”H j i (ui , vi ) du sous-systèmei (à destination des sous-systèmes j ) qui sont
contraintes. En cela, la ḿethode par les quantités (ou par allocation) diffèrera de la ḿethode suivante
(par pŕediction).

Dans le cas de dimension infinie, des ennuiséquivalents peuvent́egalement surgir. Ainsi, en con-
sidérantà nouveau le problème de commande optimale (2.23), les contraintes (2.30c) se traduiront par
des contraintes egalité sur des expressions linéaires enui et xi , où xi est la trajectoire solution de (2.24).
Il est évident que ceci conduira géńeriquement̀a des impossibilit́es. D’une manìere ǵeńerale, des cou-
plages rigides entre systèmes dynamiques, s’exprimant par des contrainteségalit́e entre variables d’état
sur des intervalles de temps entiers — et non en des instants isolés comme dans la décomposition de
trajectoires (voir Figure 1.2), ou par des expressions intégrales de ces variables comme un couplage par
des stocks tampons par exemple — ne pourront pasêtre trait́es par la ḿethode par allocation.

19qui peutêtre partiellement lev́e en utilisant un Lagrangien augmenté
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2.2.4 D́ecomposition “par prédiction”

Comme on l’a vu, un trait sṕecifique de cette ḿethode est de ńecessiter une d́ecomposition de l’espaceRm

des contraintes enN, ou moins deN, composantes. Cependant, dans le cas du second modèle consid́eŕe
ici, cette d́ecomposition s’impose naturellement et elle est pratiquement définie par les correspondances
établies ci-dessus, et en particulier les deux dernières lignes du Tableau 2.1. En accord avec (2.15), le
sous-probl̀emei s’écrit

min
ui∈Uad

i ,vi∈Rmi

(
Ji (ui , vi )+

∑
j 6=i

〈
µ j , H j i (ui , vi )

〉)
(2.32a)

sous

− vi = −wi . (2.32b)

Notons que (2.32b) signifie que, pratiquement, les variables d’interactionvi sont “pŕedites” par la coor-
dination (d’òu le nom d’“interaction prediction principle” donńe par Mesarovic et associés [22]). Ceci
évite les ennuis potentiels qui naı̂traient du traitement de ces variables comme des variables de décisions
(comme c’́etait le cas dans la ḿethode par les prix). C’est aussi un avantage sur le plan de la complexité
des sous-problèmes (moins de variablesà optimiser). Par ailleurs, contrairementà ce qui se passe dans
la méthode par les quantités, ici seules les “entrées”vi sont impośees et non les “sorties” (voir (2.30c)).

La méthode par pŕediction pŕesente donc certains avantages par rapport aux deux autres méthodes
dans le cadre de ce second modèle, d’autant plus que les prix marginaux nécessaires̀a la coordination
sont eux-m̂emeśevalúes tr̀es simplement ; si la contrainte (2.32b) est dualisée sous la forme

−vi + wi = 0 ,

on a en effet

pk+1
i =

(
∂ Ji

∂vi

(
uk+1

i , wk
i

))>
+

∑
j 6=i

(
∂H j i

∂vi

(
uk+1

i , wk
i

))>
µk

j , (2.33)

ce qui signifie quepi est a d́erivée de la fonction côut du sous-problème i par rapportà vi . Cette
interpŕetation est utile lorsque le sous-problème est ŕesolu par une ḿethode ne faisant pas directement
appelà la dualit́e et aux multiplicateurs20.

Les algorithmes pŕesent́es au §2.1.4 s’adaptent ici sans difficulté. Pour l’algorithme de point fixe
avec relaxation (2.20), l’équation (2.20a) devient

wk+1
i = wk

i + ε
k

(∑
j 6=i

Hi j
(
uk+1

j , wk
j

)
− wk

i

)
, (2.34)

tandis que (2.20b) reste formellement identique (maispk+1
i est donńe explicitement par (2.33)).

Pour l’algorithme d’Arrow-Hurwicz parallèle (2.22), l’́equation (2.22a) reste encore formellement la
même, et (2.22b) devient

µk+1
i = µk

i + ρ
k

(∑
j 6=i

Hi j
(
uk+1

j , wk
j

)
− wk

i

)
,

à comparer avec l’équation (2.34).

20par exemple, la programmation dynamique lorsqu’il s’agit d’un problème de commande optimale
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2.3 Annexe :À propos des śeries divergentes

Pour minimiserJ(u) = |u |, u ∈ R, on utilise l’algorithme de sous-gradient

uk+1
= uk

− εkr k , r k
∈ ∂ J(uk) , εk > 0 .

Supposons par exemple queu0 > 0. Tant queuk > 0, r k
= 1 et

uk
= u0

−

k−1∑
`=0

ε` .

Si la śerie desεk était de somme finieS, et siu0 > S, la valeuru] = 0 ne pourrait jamaiŝetre atteinte.
Ceci justifie la condition desérie divergente∑

k∈N

εk
= +∞ (2.35a)

qui assure que l’on aura “assez d’énergie” pour passer par l’optimum quel que soit le point de départ.
Une fois que l’on d́epasseu], r k change de signe en gardant la valeur absolue 1. L’algorithme tendà

osciller et ces oscillations ne s’arrêteraient jamais si on n’imposait pas en plus la condition

lim
k→∞

εk
= 0 .

Dans la pratique, pour la démonstration de convergence, on impose la condition plus forte∑
k∈N

(εk)2 < +∞ . (2.35b)

2.4 Annexe : Exercices sur la dualit́e

Exercice 2.29.Cet exercice est un prétexte pour ŕeexaminer certaines interprétations ǵeoḿetriques de la
dualit́e en optimisation. On considère un probl̀eme d’optimisation ǵeńeral

min
u∈Uad⊂U

J(u) sous2(u) = 0 ∈ C , (P0)

et le probl̀eme “perturb́e”
min

u∈Uad⊂U
J(u) sous2(u) = ϑ ∈ C . (Pϑ )

On d́esigne parϕ(ϑ) le côut optimal de ce problème perturb́e comme fonction deϑ , second membre
des contraintes (voir (2.10)).

1. Dans l’espaceC × R, montrer que le “nuage de points” de coordonnées
(
2(u), J(u)

)
obtenu

lorsqueu parcourtUad est bord́e inférieurement par le graphe deϕ.

2. Un hyperplan de “coefficient directeur”−p (avec p ∈ C∗, espace dual deC) et d’“ordonńee à
l’origine” a dans l’espaceC× R a pouréquation

y = −〈p, x〉 + a .

À p fixé, montrer que l’hyperplan “le plus bas” qui rencontre encore le nuage de points préćedent
(hyperplan d’appui deϕ) a pour ordonńeeà l’origineψ(p) où

ψ(p) = min
u∈Uad

L(u, p)

et L est le Lagrangien du problème (P0).
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Figure 2.3: Graphe deJ (Exemple 2.5)

3. L’enveloppe convexeϕ deϕ est par d́efinition l’enveloppe suṕerieure de ses hyperplans d’appui.
Quelle est la valeur deϕ(0) ?

4. Montrer queϕ cöıncide avecϕ en 0 si et seulement siL a un point selle surUad
× C∗. Plus

géńeralement,́evaluer le “saut de dualité”

(écart entre min
u∈Uad

max
p∈C∗

L(u, p) et max
p∈C∗

min
u∈Uad

L(u, p))

en termes deϕ etϕ.

5. On a vu au Lemme 2.2 que s’il existep] ∈ C∗ etu] ∈ Û (p]) tel que2(u]) = 0, alorsL a un point
selle. Alors,p] réalise le maximum deψ . En d́eduire que siL a un saut de dualité, alorsψ est
nécessairement non différentiablèa son maximum. Quel est son “sous-différentiel” en ce point ?
Visualiser les points extrémaux de∂ψ(p]) sur un dessin dans le “plan”C× R (on supposera bien
sûr queC = R pour pouvoir faire le dessin).

6. Application à l’Exemple 2.5. Reprendre l’Exemple 2.5 et montrer que l’expression deϕ

cöıncide avec celle deJ dont le graphe est représent́e sur la Figure 2.3.̀A partir de cette figure,
montrer queψ(·) est maximale en 0 et tracer l’allure géńerale du graphe deψ .

Exercice 2.30.On consid̀ere le probl̀eme (tr̀es simple !), avecu ∈ R,

min
u∈[−1,1]

−u sous u = 0 .

1. Quelles sont les solutions primaleu] et dualep] (lorsque la contrainteu = 0 uniquementest
dualiśee).

2. Ecrire le LagrangienL(u, p) de ce probl̀eme et v́erifier les ińegalit́es du point selle.

3. CalculerÛ (p) pour toutes les valeurs dep.

4. Évaluer la fonctionψ(p) = minu∈[−1,1] L(u, p) et dessiner son graphe.

5. Vérifier qu’elle est bien maximale enp]. Quelle est sa d́erivée (ou bien son “sur-différentiel”) en
ce point ?
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6. Si on arrivèa construire, par un algorithme itératif appropríe, une suite{pk
} qui converge versp],

que va-t-il se passer pour les suites{uk
} où uk

∈ Û (pk) ? Qu’en d́eduire quant̀a la convergence
d’un algorithme d’Uzawa ?

7. Reprendre les questions 2à 6 avec le Lagrangienaugment́e à la place du Lagrangien ordinaire.

Les deux exercices suivants prolongent l’Exercice 2.29 et portent plus préciśement sur l’́etude des
fonctionsϕ introduites en (2.10), ou l’équivalent lorsque l’on considère le probl̀eme (2.1). On va d’abord
observer ce qui se passe dans le cas non convexe puis se concentrer sur le cas convexe pour lequel la
fonctionϕ peutêtre non diff́erentiable.

Exercice 2.31.

1. On reprend l’exemple considéŕe à la question 6 de l’Exercice 2.29, c’est-à-dire le probl̀eme
d’optimisation d́efini à l’Exemple 2.5. Montrer que le multiplicateur optimalp] impliqué dans
les conditions d’optimalit́e du premier ordre de ce problème

• est bien, au signe près, la d́erivée de la fonctionϕ relativeà ce probl̀eme au pointϑ = 0
(c’est l’interprétation marginaliste des multiplicateurs),

• mais qu’il ne correspond pas̀a la valeur pour laquelle la fonctionψ (définie par (2.4)) est
maximale (cette valeur áet́e trouv́eeà la question 6 de l’Exercice 2.29).

2. On se place maintenant dans le cas convexe et on suppose que le Lagrangien du problème
d’optimisation admet un point selle. Montrer que l’argumentp] du point selle constitue, au signe
près, un sous-gradient de la fonctionϕ relativeà ce probl̀eme d’optimisation.

Exercice 2.32.On consid̀ere le programme lińeaire suivant :

min
u1,u2∈R

(
2− (u1+ u2)

)
(2.36a)

sous 0≤ u1 ≤ 1 , 0≤ u2 ≤ 1 , (2.36b)

et −
1

2
u1+ u2 = ϑ . (2.36c)

On peut consid́erer que les contraintes (2.36b) définissent les ensembles admissiblesUad
i , i = 1,2 (con-

traintes implicites).

1. Étudier d’abord ce problème global et sa solution en fonction des valeurs du paramètreϑ dans
la plage de valeurs où le probl̀eme admet une solution. Tracer le graphe de la fonctionϕ corres-
pondante et montrer qu’elle est non différentiable enϑ = 1/2 (qui se trouvêetre l’endroit òu son
minimum est atteint). Donnez toutes les valeurs possibles du multiplicateurp] de la contrainte
couplante (2.36c) (pour la valeurϑ = 1/2) et v́erifier que ces valeurs correspondent, au signe
près, au sous-différentiel deϕ en ce point. Trouver une explicationà la non unicit́e de ces valeurs
optimalesp] (c’est-̀a-direà la non diff́erentiabilit́e deϕ au point 1/2).

2. On consid̀ere maintenant la d́ecomposition en sous-problèmes correspondantà la ḿethode par les
quantit́es (voir (2.7)) :

min
0≤u1≤1

(1− u1) min
0≤u2≤1

(1− u2) (2.37a)

sous −
1

2
u1 = θ1 , sous u2 = θ2 , (2.37b)
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(dont les solutions primales sontévidentes lorsqu’elles existent), avec

θ1+ θ2 = ϑ (2.38)

en raison de (2.8). Quelles plages de valeurs deθ1 etθ2 sont acceptables ? Quelles sont les valeurs
optimales de(θ1, θ2) pourϑ = 1/2 ? Quelles sont toutes les valeurs optimales correspondantes
possiblesp]1 et p]2 pour les multiplicateurs des contraintes (2.37b). Quelle est la difficulté par
rapportà la condition exiǵee dans l’́enonće du Lemme 2.12 ou du Lemme 2.14.

2.5 Corrigé des exercices

2.5.1 Corrigé de l’Exercice 2.3

Soit p] tel qu’il existeû ∈ Û (p]) vérifiant (2.1b). Par d́efinition, ûi est solution de (2.2) pour touti , donc

Ji (̂ui )+ 〈p
],2i (̂ui )〉 ≤ Ji (ui )+ 〈p

],2i (ui )〉 , ∀ui ∈ Uad
i .

En sommant ces ińegalit́es pouri = 1, . . . , N, on obtient une ińegalit́e qui peut s’interpŕeter comme
l’in égalit́e de droite du point selle pour le Lagrangien (2.3) du problème global (2.1).

Quantà l’inégalit́e de gauche de ce point selle (L (̂u, p) ≤ L (̂u, p]),∀p), elle est trivialement v́erifiée
du fait que l’on a supposé que (2.1b) est vraie pour̂u. Tout point selle deL étant une solution primale
duale de (2.1), on en déduit quêu, obtenue comme concaténation de solutions des problèmes (2.2), est
une solution de (2.1)̀a partir du moment òu elle v́erifie la contrainte (2.1b).

Réciproquement, si(u], p]) est un point selle deL, alorsu] vérifie évidemment (2.1b). Par ailleurs,
en consid́erant l’inégalit́e de droite du point selle deL avecu j = u]j pour tout j , sauf pourj = i , on

obtient queu]i est solution de (2.2).

2.5.2 Corrigé de l’Exercice 2.6

Reprenons le corriǵe pŕećedent dans le cas de contraintes (2.1b) inégalit́e. La premìere partie du raison-
nement concernant l’ińegalit́e de droite du point selle reste valide sans changement. L’inégalit́e de gauche
doit être d́emontŕee pour toutp ∈

(
Rm
)+

dans le membre de gauche de l’inégalit́e, et pourp] dans le
membre de droite . Le fait que2(̂u) − ϑ ≤ 0 (21) permet d’affirmer que〈p,2(̂u) − ϑ〉 ≤ 0 pour
tout p ∈

(
Rm
)+

, en particulier pourp]. Mais pourp = 0 (valeur admissible), cette expression vaut 0,
donc elle doit aussi valoir 0 pourp].

La seconde partie de la condition (2.4-d) est donc bien nécessaire pour montrer que la paire(̂u, p])
constitue un point selle du LagrangienL.

Évidemment, on peut se demander si une concaténation̂u des solutions des problèmes (2.2) v́erifiant
la contrainte (2.1b) peut̂etre une solution de (2.1) m̂eme sanŝetre un point selle deL. Le lecteur est
invité à construire des contre-exemples.

2.5.3 Corrigé de l’Exercice 2.9

Soit ûi
(
θ
]

i

)
une solution quelconque de (2.7) correspondantà une solutionθ ] de (2.9). La concaténation

û(θ ]) de ces variables est d’abord une solutionadmissiblede (2.1) car elle v́erifie la contrainte glo-
bale (2.1b) (c’est une conséquencéevidente du fait queθ ] vérifie (2.8) et quêui

(
θ
]

i

)
vérifie (2.7b) pour

tout i ). Avec toute autre solution admissibleu de (2.1), on fabrique une allocationθ admissible, c’est-̀a-
dire vérifiant (2.8), en posantθi = 2i (ui ) pour touti . Soit ûi (θi ) une solution correspondante de (2.7).
Par d́efinition, on a

ϕi (θi ) = Ji
(̂
ui (θi )

)
≤ Ji (ui ) .

21Cette ińegalit́e doit se comprendre pour toute coordonnée dansRm.
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Mais par ailleurs, puisqueθ ] est suppośeeêtre une solution de (2.9), on a

N∑
i=1

Ji

(
ûi
(
θ
]

i

))
=

N∑
i=1

ϕi
(
θ
]

i

)
≤

N∑
i=1

ϕi (θi ) .

De ces deux ińegalit́es, on d́eduit que

N∑
i=1

Ji

(
ûi
(
θ
]

i

))
≤

N∑
i=1

Ji (ui )

pour toutu admissible pour le problème global. On a donc bien montré quêu(θ ]) est solution de (2.1).
Réciproquement, soitu] une solution de (2.1) etθ ] défini par (2.11). Montrons d’abord queu]i =

ûi (θ
]). En effet, dans l’ińegalit́e

N∑
j=1

Jj (u
]

j ) ≤

N∑
j=1

Jj (u j ) (2.39)

pour toutu vérifiant (2.1b), on peut choisiru j = u]j pour tout j sauf pourj = i pour lequel on choisit

n’importe quelui tel que2i (ui ) = θ
]

i , ce qui reste compatible avec (2.1b).
Ceci montre que le premier membre de (2.39) s’écrit aussi

∑
ϕi
(
θ
]

i

)
. Quant au second membre, on

pourra l’́ecrire
∑
ϕi (θi ), pour toute autre allocationθ , en y plaçant des valeurŝui (θi ) correspondantes.

Ceci montre queθ ] est solution de (2.9).

2.5.4 Corrigé de l’Exercice 2.13

En sommant leśegalit́es (2.12) pouri = 1, . . . , N, et en tenant compte de (2.8) et du fait que tous les
p]i sontégauxà une valeur communep], on obtient les conditions d’optimalité du premier ordre pour le
probl̀eme (2.1).

2.5.5 Corrigé de l’Exercice 2.15

Le principe de la d́emonstration est identiquèa celui de la d́emonstration pŕećedente : ońecrit les
inégalit́es du point selle pour chaque sous-problème et on les additionne pour touti en se servant des
hypoth̀eses.

2.5.6 Corrigé de l’Exercice 2.16

Le probl̀eme global s’́ecrit :

min
x1,y1,x2,y2

(
− x2

1 − y2
1 − 4x1y1− x2

2 − y2
2 − 4x2y2

)
sous x1+ y1− x2− y2 = 0 .

Quant aux sous-problèmes sugǵeŕes dans l’́enonće, ils s’́ecrivent :

Sous-probl̀eme 1 : min
x1,y1

(
− x2

1 − y2
1 − 4x1y1

)
sous x1+ y1 = 0 ,

Sous-probl̀eme 2 : min
x2,y2

(
− x2

2 − y2
2 − 4x2y2

)
sous − x2− y2 = 0 .
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On vérifie quexi = yi = pi = 0, i = 1,2, satisfont aux conditions du premier ordre pour ces sous-
probl̀emes, et que les m̂emes valeurs nulles pour le variables primales et l’unique variable duale en font
de m̂eme pour le problème global.

Examinons maintenant les conditions du second ordre. Pour chaque sous-problème, les contraintes
étant lińeaires se confondent avec leur plan tangent. Les vecteursx1 = a quelconque, ety1 = −x1 = −a,
respectivementx2 = b quelconque, ety2 = −x2 = −b, sont les vecteurs géńeriques satisfaisant la
contrainte du sous-problème 1, respectivement 2. Lorsque l’on remplaceyi par−xi dans l’expression du
coût Ji , on obtient l’expression 4x2

i , évidemment positive pour toutxi 6= 0. Ceci montre queJi est d́efini
positif le long de la contrainte.

Quant au probl̀eme global, il comporte une contrainte linéaire pour quatre variables : l’ensemble
admissible, qui se confond avec la variét́e tangente, comporte trois degrés de libert́e. On peut choisir
arbitrairement les valeursx1 = a, y1 = b, x2 = c, mais il faut prendre ensuitey2 = a + b − c. On
pourrait substituer ces quatre valeurs dansJ1 + J2 et se convaincre que l’expression obtenue n’est pas
une forme quadratique définie positive en(a,b, c). L’ énonće sugg̀ere de prendre le casb = c = 0, d’où
x1 = y2 = a, x2 = y1 = 0 : pour ces valeursJ1+ J2 vaut−2a2 qui estévidemment ńegatif poura 6= 0.

2.5.7 Corrigé de l’Exercice 2.19

Il suffit de paraphraser la démonstration du Lemme 2.8 (voir corrigé de l’exercice 2.9, §2.5.3) en effec-
tuant les adaptations rendues nécessaires par le fait que

• des ińegalit́es prennent la place deségalit́es dans (2.1b) et (2.7b) ;

• la formule (2.14) remplace la formule (2.11) (on va discuter plus loin l’intér̂et de cette modifica-
tion).

Ainsi, dans la première partie de la d́emonstration, lorsqu’on introduit unu admissible quelconque pour
le probl̀eme (2.1), il faut d́efinir lesθi correspondants en utilisant (2.14) (à partir de ceu) au lieu de
(2.11). Dans la d́emonstration de la réciproque, on prendrau j = u]j pour tout j 6= i et n’importe quelui

tel que2i (ui ) ≤ θ
]

i .
La remarque fondamentale est la suivante, pour que le reste de la démonstration fonctionne : pour

toutu vérifiant (2.1b) (en particulier pouru]), il faut fabriquer desθi tel que d’une part (2.8) soit vérifiée,
et d’autre part il soit v́erifié que2i (ui ) ≤ θi (sachant que ceci n’a lieu a priori que pour la somme eni ,
comme c’est dit par (2.1b)). La formule (2.14) a pour intér̂et :

1. d’ajouter au vecteur2i (ui ) un vecteurnon ńegatif (par l’hypoth̀ese que (2.1b) est vérifiée), ce qui
rend l’inégalit́e2i (ui ) ≤ θi évidemment vraie ;

2. de faire en sorte que lesθi ainsi d́efinis satisfont automatiquementà (2.8), comme on peut le vérifier
facilementà partir de (2.14).

2.5.8 Corrigé de l’Exercice 2.21

Les conditions du premier ordre pour le problème (2.15) s’́ecrivent

J ′i (̂ui )+
∑
j 6=i

(
2′j i (̂ui )

)>
µ j +

(
2′i i (̂ui )

)>
p̂i = 0 ,

2i i (̂ui ) = ϑi − wi .

L’utilisation de l’hypoth̀ese (2.16) permet de retrouver la partiei des conditions du premier ordre pour le
probl̀eme (2.1). La ŕeciproque est tout aussi immédiate.
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2.5.9 Corrigé de l’Exercice 2.23

Suivant les indications données, consid́erons d’abord l’ińegalit́e de droite pour le point selle du Lagrang-
ien relatif au probl̀eme (2.15). On obtient : pour toutui ∈ Uad

i

Ji (̂ui )+
∑
j 6=i

〈
µ j ,2 j i (̂ui )

〉
+ 〈 p̂i ,2i i (̂ui )〉 ≤ Ji (ui )+

∑
j 6=i

〈
µ j ,2 j i (ui )

〉
+ 〈 p̂i ,2i i (ui )〉 .

En tenant compte de (2.16b) et en sommant pour touti , on obtient l’ińegalit́e de droite pour le Lagrangien
du probl̀eme global (2.1).

Pour l’inégalit́e de gauche, on a : pour toutpi (avecpi ≥ 0 dans le cas de contraintes inégalit́e),

〈pi ,2i i (̂ui )+ wi − ϑi 〉 ≤ 〈 p̂i ,2i i (̂ui )+ wi − ϑi 〉 .

Là encore, en tenant compte de (2.16a) et en sommant pour touti , on obtient l’ińegalit́e correspondante
relative au probl̀eme global.

2.5.10 Corrigé de l’Exercice 2.24

Attachons nous̀a vérifier les conditions du second ordre pour les deux sous-problèmes. Dans le sous-
probl̀eme (2.17d)–(2.17e), une variationa dex1 doit s’accompagner d’une variation−a dey1 pour rester
dans le plan tangent aux contraintes. On obtient, en substituanta à x1 et−a à y1 dans le Lagrangien, et
en ne s’int́eressant qu’aux termes de degré 2 (les autres ne contribuant pas aux dérivées du second ordre),
l’expression suivante :

−a2
− a2
− 4a(−a) = 2a2

qui estévidemment positive. Le m̂eme type de calcul appliqué au sous-problème (2.17f)–(2.17g) conduit
à consid́erer des variationsx2 = b et y2 = −b/2, ce qui donne, pour les termes de degré 2 :

−b2
− (−b/2)2− 4b(−b/2)) = 3b2/4

qui est encore positif.
Pour le probl̀eme global (2.17a)–(2.17c), les variations qui restent dans le plan tangent aux con-

traintes sont de la forme22 (x1, y1, x2, y2) = (a,b− a,b,0), ce qui donne, pour les termes de degré 2 :

−a2
− (b− a)2− 4a(b− a)− b2

= 2a2
− 2b2

− 2ab .

Cette expression prend des valeurs négatives, par exemple sia = 0 et b = 1, ce qui montre que les
conditions du second ordre ne sont pas vérifiées pour le problème (2.17a)–(2.17c) alors qu’elles l’étaient
pour les probl̀emes (2.17d)–(2.17g).

2.5.11 Corrigé de l’Exercice 2.25

Les contraintes (2.18b)–(2.18c) définissent une variét́e de dimension 2 qui peutêtre paraḿetriśee para et
b tels que les points admissibles deR4 s’expriment par(x1, y1, x2, y2) = (a,b,−a,−b). En substituant
ces valeurs dans la fonction coût (2.18a), on obtient l’expression :

a2
+ b2
+ 3ab+ a2

+ b2
− 3(−a)(−b) = 2(a2

+ b2) .

Ceci montre que la fonction coût est d́efinie positive sur la variét́e admissible, et donc les conditions
suffisantes du second ordre sont vérifiées (dans la d́erivée seconde du Lagrangien, seule la fonction coût
a une contribution non nulle puisque les contraintes sont linéaires).

La contrainte (2.18e) du premier sous-problème d́efinit des d́eplacements admissibles(x1, y1) =

(a,−a) et les termes de degré 2 dans (2.18d) donnent alorsa2
+ (−a)2 + 3a(−a) = −a2, ce qui

22C’est une paraḿetrisation possible,̀a 2 param̀etres puisqu’il y a 4 variables et 2 contraintes.
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montre que la fonction côut (2.18d) est d́efinienégativepour les d́eplacements admissibles. De même,
(2.18g) autorise des déplacements(x2, y2) = (b,b), ce qui donne, dans (2.18f), les termes du second
ordreb2

+ b2
− 3b2

= −b2 : donc m̂eme constat.
On vient donc de mettre eńevidence, cette fois-ci, que c’est le problème global qui estconvexesur

sa varíet́e admissible alors que les deux sous-problèmes sontconcavessur leurs varíet́es admissibles
respectives !

2.5.12 Corrigé de l’Exercice 2.27

On suppose que dans (2.1),N = 2 etm = 1. Onécrira donc l’unique contrainte (2.1b) sous la forme
2(u) = 21(u1) + 22(u2) = 0. On ne peut donc affecter cette unique contrainte qu’à l’un des deux
sous-probl̀emes, disons le sous-problème 1. Ce sous-problème n’aura donc pas̀a subir de modification
de sa fonction côut (car, en observant le terme marqué essentiel dans (2.15a),2 j i pour j = 2 et
i = 1 est identiquement nulle). Le sous-problème 2 devra par contre subir une telle modification de coût,
mais n’aura pas, par contre, de contrainte du type (2.15b)à ǵerer. Les deux sous-problèmes s’́ecriront
alors (comparer avec (2.15)) :

Sous-probl̀eme 1 min
u1∈Uad

1

J1(u1)

sous 21(u1) = ϑ − w ;

Sous-probl̀eme 2 min
u2∈Uad

2

(
J2(u2)+ µ22(u2)

)
.

2.5.13 Corrigé de l’Exercice 2.29

1. Le bord inf́erieur des points de la forme
(
2(u), J(u)

)
lorsqueu parcourtUad est obtenu en fixant

d’abord l’abscisse, c’est-à-dire en imposant2(u) = ϑ pour une valeur donńee deϑ , puis en
cherchant l’ordonńee minimale : donc il faut minimiserJ(u) surUad et sous la contrainte2(u) =
ϑ , ce qui est exactement la définition deϕ(ϑ).

2. L’hyperplany = −〈p, x〉 + a rencontre le nuage de points s’il existeu ∈ Uad tel quex puisse
s’écrire2(u), y puisse s’́ecrireJ(u), et(x, y) vérifie l’équation de l’hyperplan. Alors,

a = y+ 〈p, x〉 = J(u)+ 〈p,2(u)〉 = L(u, p) .

Ensuite, l’hyperplan le plus bas correspond aua minimal, ce qui revient̀a minimiser le Lagrang-
ien L surUad, et donc lea minimal est exactementégalàψ(p).

3. Enϑ = 0, les hyperplans passent par leur ordonnéeà l’origine a. L’hyperplan d’appui de pente
−p passe donc̀a la hauteurψ(p), et le plus haut d’entre eux (enveloppe supérieure) passèa
maxpψ(p). On a donc

ϕ(0) = max
p∈C∗

ψ(p) .

4. On rappelle d’abord que (P0) estéquivalent̀a minu maxp L. En effet, pour calculer cette valeur, on
calcule d’abord le max̀au fixé, soit

max
p∈C∗

L(u, p) =

{
+∞ si2(u) 6= 0 ;

J(u) si2(u) = 0 .

Comme on cherchèa minimiser ensuite cette expression enu ∈ Uad, on commence paŕeviter la
valeur+∞ en respectant la contrainte2(u) = 0, et on est ramené enfinà minimiserJ(u).
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ϕ

θ

û�(̂u) Û (p�

– p�

)∈
saut de dualité

pente 

pour 

Figure 2.4: Graphe deϕ et enveloppe convexe

Ceci étant fait, on obtient doncϕ(0) = minu maxp L. Cette valeur cöıncide avecϕ(0), d’apr̀es la
question pŕećedente, si et seulement si

ϕ(0) = min
u∈Uad

max
p∈C∗

L(u, p) = ϕ(0) = max
p∈C∗

ψ(p) = max
p∈C∗

min
u∈Uad

L(u, p) ,

ce qui est́equivalent̀a l’existence d’un point selle deL.

D’une manìere ǵeńerale, l’́ecart entreϕ(0) = maxp minu L et ϕ(0) = minu maxp L (la premìere
valeurétantévidemment inf́erieure oúegaleà la seconde) mesure le “saut de dualité”.

5. Si L n’a pas de point selle, en considérant p] ∈ arg maxp∈C∗ ψ(p), pour tout û ∈ Û (p]),
nécessairement2(̂u) 6= 0 (sinon, L aurait un point selle d’après le Lemme 2.2). Or on sait
par ailleurs que2(̂u) ∈ ∂ψ(p]), et comme on a pris un argumentp] du maximum deψ , on a
aussi ńecessairement 0∈ ∂ψ(p]). On a donc trouv́e deuxéléments distinctsdans∂ψ(p]), ce qui
prouve queψ n’est pas diff́erentiablèa son maximum.

En fait, ∂ψ(p]) est obtenu par enveloppe convexe fermée des valeurs2(̂u) lorsqueû parcourt
Û (p]). Ces valeurs sont les points où l’hyperplan d’appui du graphe deϕ de pente−p] touche ce
graphe (voir Figure 2.4).

6. Dans l’Exemple 2.5, la contraintéetantu = 0 (soit u = ϑ pour le probl̀eme perturb́e), ϕ(ϑ)
cöıncide avecJ(ϑ) dont le graphe est représent́e sur la Figure 2.3. On voit que l’enveloppe convexe
de cette courbe a une pente horizontale enϑ = 0 (donc p] = 0). L’allure de la courbeψ est
repŕesent́ee sur la Figure 2.5.

2.5.14 Corrigé de l’Exercice 2.30

1. Le Lagrangien s’écrit L(u, p) = −u + pu = (p − 1)u. La solution primale est́evidemment
u] = 0. Le Lagrangien, de d́erivée enu égaleà p− 1, est stationnaire enu au pointu] (condition
de Kuhn et Tucker) si et seulement sip = p] = 1. L’unique solution primale duale est donc la
paire(u], p]) = (0,1).

2. Les ińegalit́es du point selle s’écrivent

∀u ∈ [−1,1], ∀p ∈ R, (p− 1)u] ≤ (p] − 1)u] ≤ (p] − 1)u ,
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Figure 2.5: Allure deψ pour l’Exemple 2.5
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Figure 2.6: Graphe deψ

et sont trivialement v́erifiées ici.

3. On a

Û (p) =


1 si p < 1 ;

[−1,1] si p = 1 ;

−1 si p > 1 .

4. Compte tenu de la réponse ci-dessus, on a

ψ(p) =

{
p− 1 si p ≤ 1 ;

1− p si p ≥ 1 .

Le graphe est représent́e sur la Figure 2.6.

5. ψ est bien maximale enp = 1 et non diff́erentiable. Son “sous-différentiel” (s’agissant d’une
fonction concave) est́egalà [−1,1], c’est-̀a-dire exactement2

(
Û (p])

)
.

6. Si pk < 1, l’algorithme d’Uzawa tendràa faire augmenterpk maisuk seraégalà 1 ; inversement,
si pk > 1, l’algorithme d’Uzawa tendràa faire diminuerpk maisuk seraégalà−1. On va donc
construire des suites{uk

} dont les valeurs d’adh́erence seront toujours−1 et 1, alors que la solution
optimale estu] = 0 !
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Figure 2.7: Graphe deψc

7. Le Lagrangien augmenté estégalà

Lc(u, p) = (p− 1)u+ cu2/2

pour une constantec positive. On a alors

û(p) =


1 si p < 1− c ;

(1− p)/c si 1− c < p < 1+ c ;

−1 si p > 1+ c .

et

ψc(p) =


p− 1+ c/2 si p ≤ 1− c ;

−(p− 1)2/2c si 1− c ≤ p ≤ 1+ c ;

1− p+ c/2 si p ≥ 1+ c .

La courbe est représent́ee sur la Figure 2.7 (pourc = 1). Cette fonction est différentiable et son
gradient,́egalà û(p), approcheu] = 0 quandp approchep] = 1.

2.5.15 Corrigé de l’Exercice 2.31

1. On a vuà la question 6 de l’Exercice 2.29 que la fonctionϕ relative au probl̀eme consid́eŕe à
l’Exercice 2.5 cöıncide avec la fonctionJ dont le graphe áet́e repŕesent́e sur la Figure 2.3.À
l’abscisseϑ = 0, la pente de cette courbe vaut−0,768 qui est bien l’opposé de la valeur du
multiplicateur optimal des conditions d’optimalité du premier ordre. Par contre, on a vu aussi
dans l’Exercice 2.5 queψ est maximale enp = 0, ce qui n’a rien de commun avec la valeur
préćedente trouv́ee pourϕ′(0). On retiendra donc qu’en l’absence de point selle du Lagrangien,
seul le multiplicateur des conditions du premier ordre a une interprétation marginaliste.

2. Soit(u], p]) le point selle du Lagrangien du problème (2.1) (avećeventuellement des contraintes
inégalit́e) correspondant̀a un certain second membreϑ . On va consid́erer une autre valeurϑ de ce
second membre, et le point selle(u], p]) correspondant. L’ińegalit́e de droite du point selle (pour
le probl̀eme avecϑ) peutêtre utiliśee pour la valeuru] au second membre, ce qui donne

J(u])+
〈
p] ,2(u])− ϑ

〉
≤ J

(
u]
)
+
〈
p] ,2

(
u]
)
− ϑ

〉
.
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Figure 2.8: Graphe deϕ pour le probl̀eme (2.36)

Le premier membre de cette inégalit́e est́egalàϕ(ϑ) (c’est la valeur du premier terme et le second
est nul — contraintéegalit́e, ou “́ecarts compĺementaires” dans le cas inégalit́e, oblige(nt)). Au
second membre, par définition, J

(
u]
)
= ϕ

(
ϑ
)
, tandis que

〈
p] ,2

(
u]
)〉

est égal (caśegalit́e) ou
inférieur ouégal (cas ińegalit́e — voyez-vous pourquoi ?)̀a

〈
p] , ϑ

〉
. On obtient donc

ϕ(ϑ) ≤ ϕ
(
ϑ
)
+
〈
p] , ϑ − ϑ

〉
,

inégalit́e qui prouve exactement le résultat recherch́e.

2.5.16 Corrigé de l’Exercice 2.32

1. Le premier membre de la contrainte (2.36c) est minimal quandu2 prend sa valeur inférieure 0
(dictée par (2.36b)) etu1 prend sa valeur supérieure 1. La valeur minimale deϑ pour laquelle les
contraintes (2.36c) restent compatibles avec (2.36b) est donc−1/2. Par un raisonnement similaire,
on voit que la valeur maximale autorisée pourϑ est 1. En dehors de l’intervalle [−1/2,1], il n’y a
plus de solution admisible pour le problème (2.36) etϕ vaut+∞.

À l’int érieur de cet intervalle, on peut tireru1 en fonction deu2 à l’aide de l’́equation (2.36c)
(u1 = 2u2 − 2ϑ) et le substituer dans le coût (2.36a) qui devient́egal à 2+ 2ϑ − 3u2, et les
contraintes (2.36b) qui deviennent ensemble :

max(0, ϑ) ≤ u2 ≤ min(1, ϑ + 1/2) .

Le côut est minimal pour la valeur deu2 maximale, c’est-̀a-dire pouru2 = min(1, ϑ + 1/2). Ce
coût optimal est par d́efinition égalàϕ(ϑ) qui vaut donc :

ϕ(ϑ) = max(2ϑ − 1,−ϑ + 1/2) .

Le graphe de cette fonction est représent́e sur la Figure 2.8. On observe que cette fonction est mini-
male, et surtout non différentiable, enϑ = 1/2 et admet pour sous-différentiel le segment [−1,2].

Pourϑ = 1/2, les valeurs optimales deu1 etu2 sont, d’apr̀es ce qui pŕec̀ede,u1 = u2 = 1.

Montrons que toutp] ∈ [−2,1] est un multiplicateur optimal de la contrainte (2.36c) lorsque
ϑ = 1/2. En effet, en ne dualisant que les contraintes dont on sait qu’elles seront activesà
l’optimum (en particulier celles qui d́efinissent la borne supérieure 1 pouru1 etu2),23 le Lagrangien
du probl̀eme (2.36) s’́ecrit :

23De toute façon, les contraintes non actives admettent des multiplicateurs optimaux qui sont nuls
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L(u, p) = 2− (u1+ u2)+ p(−u1/2+ u2− 1/2)+ q1(u1− 1)+ q2(u2− 1) ,

avecq1 ≥ 0 etq2 ≥ 0. Les conditions de stationnarité deL enu1 etu2 donnent :

∂L

∂u1
= −1−

p]

2
+ q]1 = 0 ,

∂L

∂u2
= −1+ p] + q]2 = 0 ,

avec pour seules autres conditions (à partir du moment òu u]1 = u]2 = 1) queq]1 ≥ 0 etq]2 ≥ 0. On
vérifie que ces conditions d’optimalité sont satisfaites pour toute valeurp] ∈ [−2,1], ce qui est
conforme avec le fait que−p] ∈ ∂ϕ(1/2) (voir point 2 du corriǵe de l’Exercice 2.31).

Il est clair que cette non unicité de la valeur optimale des multiplicateurs tient au fait quetrois
contraintes (dansR2), parmi toutes les contraintes (2.36b)–(2.36c), se trouventêtre actives en
même temps (ce qui ne se produit pas pour les autres valeurs autorisées deϑ — le vérifier), et
que, dans ces conditions, les gradients des contraintes actives ne peuventévidemment paŝetre
linéairement ind́ependants.

2. La solution primale des sous-problèmes (2.37) est trivialement donnée paru1 = −2θ1 et u2 = θ2,
à condition que 0≤ −2θ1 ≤ 1, c’est-̀a-dire−1/2≤ θ1 ≤ 0, et 0≤ θ2 ≤ 1. Mais par ailleurs il faut
respecter (2.38), d’òu la contrainte supplémentaire surθ2 : −1/2≤ ϑ − θ2 ≤ 0, donc finalement

max(0, ϑ) ≤ θ2 ≤ min(1, ϑ + 1/2) .

Cet intervalle d́elimite les valeurs deθ2 pour lesquelles, avec les valeurs correspondantes deθ1

via (2.38), les sous-problèmes admettront des solutions admissibles.

Pourϑ = 1/2, la solution optimale du problème (2.36),̀a savoiru]1 = u]2 = 1, sera obtenue pour
θ
]

1 = −1/2 etθ ]2 = 1. La stationnarit́e des LagrangiensL1 et L2 des deux sous-problèmes, òu l’on
a comme pŕećedemment dualiśe uniquement les contraintes activesà l’optimum, donne :

∂L1

∂u1
= −1−

p]1
2
+ q]1 = 0 ,

∂L

∂u2
= −1+ p]2+ q]2 = 0 ,

ce qui donne, avec les conditions de non-négativit́e desqi , les valeurs possibles :

p]1 ≤ 1 , p]2 ≥ −2 . (2.40)

On retrouve, sip]1 = p]2 (condition du Lemme 2.12 ou 2.14), la plage commune de valeurs [−2,1]
déjà trouv́ee à la question pŕećedente, mais ce qui est grave, c’est que toutes les autres valeurs
de p]1 et p]2 permises par (2.40) peuvent aussi bienêtre trouv́ees comme valeurs optimales par
les sous-problèmes, ce qui ne permet pas en géńeral de s’apercevoir que la coordination a atteint
l’allocation optimale.



Chapitre 3

Le Principe du Problème Auxiliaire

3.1 Introduction

Jusqu’ici dans ce cours, trois méthodes de d́ecomposition-coordination ont́et́e expośeesà partir de
mod̀eles relativement ǵeńeraux, mais pŕesentant cependant la particularité d’avoir des fonctions côut
et des contraintes additives par rapportà la d́ecomposition en sous-problèmes.

Il a sembĺe que cette particularité jouait un r̂ole essentiel dans la démarche de d́ecomposition, et il
est vrai qu’elle constitue une forte incitation et un guide pour définir le d́ecoupage en sous-problèmes.

Mais par ailleurs, cette caractéristique constitue un frein lorsqu’il s’agit par exemple d’utiliser le
Lagrangien augmenté à la place du Lagrangien ordinaire, car ce genre de technique ne respecte pas la
structure additive. Il en áet́e questioǹa plusieurs reprises au Chapitre 2.

Dans ce qui suit, on présente un principe géńeral en optimisation appelé “Principe du Probl̀eme
Auxiliaire” (PPA). Ce principe a plusieurs objectifs et avantages.

• Il propose un cadre ǵeńeral pour construire des algorithmes itératifs en optimisation. Ceci inclut
des algorithmes classiques comme l’algorithme du gradient ou l’algorithme de Newton, ainsi que
la plupart des algorithmes de coordination. Dans ce cadre unifié, on ŕealise donc qu’il n’y a pas de
diff érence essentielle de nature entre tous ces algorithmes.

• Ce cadre permet aussi de se focaliser sur l’étude de convergence d’unnombre limit́e de sch́emas
itératifs de base au travers d’un point de vue géńeral et abstrait. Ceci permet de bien dégager les
hypoth̀eses et ḿecanismes ǵeńeraux qui assurent la convergence en dehors des particularités de
chaque situation spécifique.

• En d́egageant les ressorts essentiels, l’application de ces idées au cas des algorithmes
de d́ecomposition-coordination permet de s’affranchir des restrictions structurelles (comme
l’additivit é) évoqúees plus haut.

En fait, la th́eorie de la d́ecomposition-coordination est basée sur deux “piliers” essentiels.

1. Le premier concerne ce que l’on peut appeler la “manipulation des problèmes”à partir de leur
forme originale vers d’autres formeséquivalentes mais qui se prêtent mieuxà l’approche par
décomposition. Un exemple de telles manipulations aét́e donńe lors du passage du problème (2.1)
à ses formeśequivalentes (2.9) ou (2.21). Il s’agit là plus d’“art”, de “cŕeativit́e” ou d’“expérience”
que de th́eorie.

2. L’autre pilier est une bonne compréhension des schémas it́eratifs, et ceci est le domaine du PPA.
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Ce formalisme áet́e introduit dans [5, 6] dans le contexte de la programmation convexe et différentiable
dans des espaces de Hilbert (de dimensionéventuellement infinie), puis áet́eétendùa d’autres contextes :
probl̀emes non diff́erentiables [26, 12, 7], optimisation stochastique [13, 10], inéquations variationnelles
[8, 21, 16, 23].

Il n’est bien ŝur pas question de donner un exposé complet de tous ces travaux dans le cadre de
ce cours. On se contentera d’exposer les idées essentielles du PPA dans le contexte le plus simple :
programmation convexe différentiable, avec parfois un aperçu des autres développements.

3.2 Le Principe du Probl̀eme Auxiliaire en optimisation sur un ensemble
admissible

3.2.1 Cadre ǵenéral

Dans cette section, on considère un probl̀eme ǵeńeral du type suivant :

min
u∈Uad

J(u) , (3.1)

où Uad est un sous-ensemble convexe fermé de l’espace de HilbertU, J : U → R est convexe, semi-
continue inf́erieurement1 (s.c.i.) et coercive surUad, c’est-̀a-dire que

lim J(u) = +∞ quand ‖u‖ → +∞ en restant dansUad. (3.2)

Dans ces conditions, il existe des solutionsu] au probl̀eme (3.1).
QuandJ est la somme de deux fonctions convexes s.c.i.JJJ etJ et queJJJ est sous-diff́erentiable, une

caract́erisation de ces solutions est fournie par l’inéquation variationnelle (avec bien sûr u] ∈ Uad)

∃r ] ∈ ∂JJJ (u]) : ∀u ∈ Uad,
〈
r ] ,u− u]

〉
+ J(u)− J(u]) ≥ 0 . (3.3)

Cette ińequation se sṕecialise au cas òuJJJ est Ĝateaux-diff́erentiable :

∀u ∈ Uad,
〈
JJJ ′(u]) , u− u]

〉
+ J(u)− J(u]) ≥ 0 . (3.4)

Enfin, si on suppose queJJJ (u) s’écrit sous la formef
(
G(u)

)
où G est une fonction du m̂eme type que

JJJ et òu f est une application convexecroissanteet différentiable deR dansR, on peut donner la forme
suivante :

∀u ∈ Uad, f ′
(
G(u])

)
×
(
G(u)− G(u])

)
+ J(u)− J(u]) ≥ 0 . (3.5)

Commentaires 3.1.Une fonctionJ : U → R estGâteaux-diff érentiable en un pointu si elle admet
des d́erivées directionnelles dans toutes les directionsd et si ces d́erivées d́ependent lińeairement et
contin̂ument de la direction. Une dérivée directionnelle enu dans la directiond est la limite, lorsqu’elle
existe, du ratio

(
J(u+ εd)− J(u)

)
/ε lorsqueε → 0+. C’est un scalaire noté DJ(u;d). La d́erivée de

Gâteaux, lorsqu’elle existe, est donc l’élément deU∗, espace dual deU, not́e J ′(u), tel que DJ(u;d) =〈
J ′(u) , d

〉
. Lorsqu’on dira qu’une fonction est différentiable dans ce cours, on sous-entendra toujours

que c’est au sens de Gâteaux. Une notion de différentiabilit́e plus forte (Fréchet) existe mais n’est pas la
plus utile en optimisation.

Lorsqu’une fonctionJ convexe est seulement sous-différentiable, la d́erivée directionnelle est donnée
par la formule

DJ(u;d) = max
r∈∂ J(u)

〈r ,d〉 .

1Une fonction J : U → R est semi-continue inférieurement si lim infu→u0 J(u) ≥ J(u0). Autre caract́erisation :
l’ épigraphe deJ est ferḿe dansU× R.
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On parlera de “gradient” (d’une fonction différentiableJ) not́e ∇ J(u), pour l’élément du primal
mis en correspondance avecJ ′(u) par le th́eor̀eme de repŕesentation de Riesz. Dans un HilbertU, ce
théor̀eme met en correspondance toutélémentF deU∗, c’est-̀a-dire les formes lińeaires continues surU,
avec uńelément f deU de telle sorte queF(u) = 〈 f ,u〉 pour toutu. En ǵeńeral, nous ne distinguerons
pas un Hilbert de son dual — sauf dans les cas où cette distinction devient très importante — et nous
écrirons par exemple l’algorithme du gradient indifféremment

uk+1
= uk

− ε∇ J(uk) ou uk
− εJ ′(uk) . (3.6)

Lorsqu’il sera question de décomposition, on supposera toujours queU et Uad sont d́ecompośes
comme suit :

U = U1× · · · × UN ; Uad
= Uad

1 × · · · ×Uad
N ; Uad

i ⊂ Ui , i = 1, . . . , N, (3.7)

où Ui est encore un espace de Hilbert etUad
i est un sous-ensemble convexe fermé dansUi . C’est-̀a-

dire que les contraintes implicitesu ∈ Uad sont une collection deN contraintes ind́ependantes (on dira
souvent “locales”̀a chaque sous-problème). Le couplage par les contraintes sera discuté ult́erieurement.

De plus, la motivation pour considérerJ comme une sommeJJJ + J est la suivante :

• J sera suppośee additive par rapportà la d́ecomposition (3.7) ;

• par conśequent, seuleJJJ sera la source d’un couplage entre sous-problèmes.

3.2.2 Idée et algorithme de base

On consid̀ere maintenant unefonction auxiliaire K de la m̂eme nature queJ, mais suppośee de plus
diff érentiable. On considère de plus un nombre positifε, un élémentv quelconque dansU, un sous-
gradientr ∈ ∂JJJ (v) et enfin la fonction

Gv,r,K ,ε(u) = K (u)+
〈
εr − K ′(v) , u

〉
+ εJ(u) .

Lemme 3.2. Soitû une solution de
min

u∈Uad
Gv,r,K ,ε(u) . (3.8a)

Si û = v, alorsv est une solution de(3.1).

Démonstration.Il suffit d’ écrire l’inéquation variationnelle du type (3.3) pour le problème (3.8a) et
d’utiliser l’hypothèse, ce qui conduit̀a la m̂eme ińequation variationnelle pour le problème (3.1).

Ce lemme sugg̀ere un algorithme de point fixe dans lequel on peut se permettre a priori de changer
la fonction auxiliaireK et le scalaireε à chaque it́eration : on consid̀ere donc des suites{K k, εk

}k∈N.

Algorithme 3.3.

1. Commencer avecv = u0 ; poserk = 0.

2. A l’it érationk+ 1, résoudre

min
u∈Uad

Guk,r k,K k,εk(u) (r k
∈ ∂JJJ (uk)) ; (3.8b)

soit
(
K k(u)+

〈
εkr k
− (K k)′(uk) , u

〉
+ εkJ(u)

)
; (3.8c)

soituk+1 une solution.
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3. Si
∥∥uk+1

− uk
∥∥ est “suffisamment petite”, stop ; sinon, retourner en 2 aveck incrément́e de 1.

La convergence d’un tel algorithme seraétudíee plus loin dans le cas oùJJJ est diff́erentiable. Dans
[26, 12, 7], le cas sous-différentiable est́etudíe, mais on montre que dans ce cas certaines conditions
sur la “vitesse de variation” des fonctions auxiliairesK k doit être respectée, condition qui n’apparaı̂t pas
dans le cas diff́erentiable (pour lequelr k

= JJJ ′(uk)).

3.2.3 Utilisations

Avant d’aborder la question de la convergence de l’Algorithme 3.3, examinons les utilisations que l’on
peut en faire.

3.2.3.1 Algorithme “prox”

Dans les vingt dernières anńees, de nombreux développements ont́et́e consacŕes, dans la litt́erature sur
la programmation convexe,à une technique connue sous le nom d’algorithme proximal(ou “prox” pour
les intimes). Cette technique peutêtre plonǵee dans la classe géńerale de l’Algorithme 3.3 en supposant
queJJJ est absent (c’est-à-dire queJ est ŕeduitàJ), et en choisissantK = (1/2) ‖·‖2. À l’it érationk+1,
le probl̀eme (3.8c) devient

min
u∈Uad

(
J(u)+

1

2εk

∥∥u− uk
∥∥2
)
. (3.9)

Notre but n’est pas ici de discuter de cet algorithme en particulier, mais juste de mentionner son lien avec
le PPA.

3.2.3.2 Algorithme du gradient et du gradient projet́e

On garde ici le m̂eme choix de la fonction auxiliaireK que ci-dessus, mais on suppose maintenant que
J se ŕeduit àJJJ . De plus, on va supposer dans un premier temps queUad estégalà tout l’espaceU et
queJ est diff́erentiable. Alors, (3.8c) peutêtre ŕesolu explicitement, ce qui conduità la formule (3.6) de
l’algorithme du gradient.

Supposons maintenant queUad est un sous-ensemble convexe fermé deU. Le probl̀eme (3.8c) con-
duit alorsà la formule de l’algorithme du gradient projeté

uk+1
= projUad

(
uk
− εk
∇ J(uk)

)
. (3.10)

Exercice 3.4. Démontrer cette formule (démontrer queuk+1 est bien solution de (3.8c)).

Si J = JJJ est seulement sous-différentiable, on retrouve un algorithme de sous-gradient
(éventuellement projeté) avec des “pas”εk suivant la r̀egle (2.35).

Finalement, siJ est vue comme la somme de deux fonctions non trivialesJJJ et J, toujours avec le
même choix deK , on obtient un algorithme qui peutêtre consid́eŕe comme combinant l’id́ee du gradient
ou du sous-gradient (éventuellement projeté) avec celle de la technique “prox”.

3.2.3.3 Algorithme de Newton

On supposèa nouveau queUad
= U, que J se ŕeduit àJJJ , et que cette dernière fonction est deux fois

contin̂ument diff́erentiable avec une dérivée secondeJ ′′(u) fortement monotone (disons, pour l’instant,
définie positive en dimension finie).̀A l’it érationk+ 1 de l’Algorithme 3.3, on choisit

K k(u) =
1

2

〈
u , J ′′(uk) · u

〉
, (3.11)
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et εk
= 1. Alors, (3.8c) peut̀a nouveaûetre ŕesolu explicitement par la formule

uk+1
= uk

−
(
J ′′(uk)

)−1
· ∇ J(uk) ,

qui n’est rien d’autre que l’algorithme de Newton (ou Newton-Raphson).
Si Uad est diff́erent deU, on ne peut plus exprimer explicitement la solution de (3.8c) (il faut faire

appelà une caractérisation par une ińequation variationnelle de type (3.4)), mais, avec le même choix
deK k et deεk, l’algorithme ainsi obtenu peutêtre consid́eŕe comme la ǵeńeralisation de l’algorithme de
Newton en pŕesence de contraintes.

Cette utilisation de l’Algorithme 3.3 montre l’intér̂et de permettre que la fonction auxiliaireK
dépende de l’indicek d’it ération. De plus, la souplesse d’utilisation de cet algorithme géńeral est
démontŕee par la remarque suivante.

Remarque 3.5. Supposons queJ ′′(u) n’est pas partoutfortementmonotone,2 et donc non inversible ;
alors, le choix (3.11) peut̂etre aḿelioré en ajoutant̀a cette fonction auxiliaire un terme fortement con-
vexe, par exemple(γ /2) ‖u‖2 avecγ positif.

Cette technique pour aḿeliorer le conditionnement du problème auxiliaire (3.8c) est aujourd’hui
assez bien connue mais elle se présente comme une possibilité naturelle dans le cadre du PPA qui,
comme on le verra lors de l’étude de convergence, réclame une fonction auxiliaire fortement convexe.

3.2.3.4 D́ecomposition

Nous en venons maintenantà notre but principal, celui de la décomposition. Comme déjà dit plus haut,
dans ce contexte, on suppose queU etUad sont d́ecompośes comme en (3.7) et queJ a une forme additive
vis-à-vis de cette d́ecomposition, c’est-à-dire qu’elle s’́ecritJ(u) =

∑N
i=1 Ji (ui ). Par conśequent, le seul

couplage entre sous-problèmes provient́eventuellement de la fonctionJJJ .
On observe alors que, dans (3.8c), cette fonctionJJJ apparâıt seulement par l’entremise d’un terme

“lin éariśe” enu, et qui est donc additif.Il suffit donc de choisir la fonction auxiliaire Kk additive pour
obtenir un probl̀eme auxiliaire(3.8c)qui se d́ecompose en N sous-problèmes ind́ependants.

Remarquons que le choixK (u) = ‖u‖2 /2, conduisant̀a l’algorithme du gradient ou du sous-gradient
projet́e, est d́ejà un choix de fonction auxiliaire additive, ce qui nous autoriseà consid́erer les algorithmes
de gradient comme des algorithmes de décomposition. Cependant, la tâche de ŕesolution des sous-
probl̀emes ainsi obtenus est plutôt simpliste (du moins, si la projection sur les ensembles admissibles
Uad

i est facileà calculer) puisqu’elle consistèa appliquer la formule (3.10). En contrepartie, on peut
s’attendrèa ce que le nombre d’itérations de coordination soit important (ce qui arrive en effet avec la
méthode du gradient pour des problèmes mal conditionńes).

Le choix (3.11) conduit̀a un probl̀eme auxiliaire comparativement moins trivialà ŕesoudre, et le
nombre d’it́erations de coordination doit en conséquence s’en trouver alléǵe. Cependant, (3.11) n’est pas
une fonction additive en ǵeńeral : pour obtenir la d́ecomposition, on doit par exemple conserver seule-
ment la partie bloc-diagonale du HessienJ ′′(uk) (correspondant̀a la d́ecomposition (3.7) des espaces) ;
on obtient ainsi ce que l’on peut qualifier d’“algorithme de Newton décompośe” (plus connu sous le nom
géńerique de “quasi-Newton”).

D’une manìere ǵeńerale, il est intuitivement souhaitable de conserver autant que faire se peut du
probl̀eme original dans le problème auxiliaire, avec la contrainte d’obtenir un problème auxiliaire
décomposable. QuandJJJ est diff́erentiable, un proćed́e syst́ematique consistèa d́efinir

K k
i : ui 7→ JJJ (uk

1, . . . ,u
k
i−1,ui ,u

k
i , . . . ,u

k
N) , (3.12)

sous ŕeserve que cette fonction auxiliaire soit fortement convexe (sinon, on est conduità lui rajouter un
terme du type(γ /2) ‖ui ‖

2). On verra plus loin d’autres conséquences de cette technique.

2Voir Annexe, §3.4.
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3.2.4 Étude de la convergence

3.2.4.1 Sch́ema ǵenéral

L’ étude de la convergence des algorithmes décrits dans ce cours passe toujours par le schéma suivant :

1. Trouver une“fonction de Lyapounov”(notons l̀a `), c’est-̀a-dire une fonction des variables sur
lesquelles it̀ere l’algorithme (notons les globalementx), telle què est borńee inf́erieurement (en
géńeral par 0) et telle què(x)→∞ quandx→∞.

2. Étudier la variation de cette fonction sur une itération de l’algorithme et montrer que cette variation

1k+1
k = `(xk+1)− `(xk)

est ńegative c’est-̀a-dire que la fonction de Lyapounov décrôıt.

3. On en d́eduit d’abord que la suite{xk
} est borńee (sinoǹ (xk) tendrait vers l’infini, ce qui est

contradictoire avec la d́ecroissance de ces valeurs aveck).

4. Comme elle est bornée inf́erieurement et d́ecroissante, la suite{`(xk)} converge donc (pas
nécessairement vers sa borne inférieure) et la diff́erence1k+1

k tend vers 0. De ce fait, et si
1k+1

k peutêtre consid́eŕee comme l’oppośee d’une fonction fortement monotone de variablesyk

(recoupant totalement ou partiellement les variablesxk), on d́eduit que les variablesyk tendent
vers 0. On essaie alors d’en tirer des conclusions quantà la convergence de l’algorithme.

La possibilit́e d’étudier lavitesse de convergencepasse en ǵeńeral par le fait que1k+1
k s’exprime

directement comme une fonction strictement décroissante dè(xk) (ou`(xk+1)), et que par ailleurs̀(x)
soit encadŕee par deux fonctions monotones de‖x‖.

3.2.4.2 Convergence de l’Algorithme 3.3

Onétudie l’Algorithme 3.3 dans le cas oùJJJ est diff́erentiable. On dira ultérieurement quelques mots du
cas non diff́erentiable.

On dispose en fait de deux démonstrations qui diff̀erent par le choix de la fonction de Lyapounov.
Celle donńee dans [6] utilise la fonction coût elle-m̂eme, c’est-̀a-direJJJ + J, comme fonction de Lya-
pounov. Elle a l’int́er̂et de montrer que l’Algorithme 3.3 fait décrôıtre cette fonction côut de façon
monotone sous les hypothèses ad́equates. Par ailleurs, elle est aussi facileà utiliser avec des fonctions
auxiliairesK k et des “pas”εk variables aveck qu’avec des fonctionsK et des “pas”ε fixes, ce qui n’est
pas le cas pour la démonstration ci-après.

Celle que nous allons présenter utilise une autre fonction, qui est en fait le plus souvent utilisée
comme — partie, au moins, de la — fonction de Lyapounov de la plupart des autres démonstrations de
convergence. Ce peutêtre une première raison pour la préférer ici. Mais, il y a d’autres raisons de la
privil égier, malgŕe ses limitationśevoqúees ci-dessus.

1. Elle est adaptable sans aucune difficulté au cas d’oṕerateurs non syḿetriques, c’est-̀a-dire
lorsqu’on cherchèa ŕesoudre une ińequation variationnelle du type (3.75) avec une adaptation
triviale de l’Algorithme 3.3 au cas òu l’opérateur9 n’est pas la d́erivée d’une fonction (voir [8]
pour l’adaptation et [21] pour l’étude de convergence dans le bon cadre d’hypothèses).

2. Elle se pr̂eteà l’étude de la vitesse de convergence (sous les hypothèses ad́equates) selon la tech-
nique utiliśee dans [23].
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En fait, cette technique de démonstration est devenue possible après la prise de conscience de
l’importance de lapropriét́e de Dunn3 pour la convergence des algorithmes (voir [21]) d’une part, du fait
que l’hypoth̀ese de Lipschitz et l’hypoth̀ese de Dunn sont́equivalentes pour les opérateurs syḿetriques
d’autre part (voir Lemme 3.44 en fin de chapitre).

On vaénoncer le th́eor̀eme de convergence “maximal”, c’est-à-dire celui qui ŕesulte de la ŕeunion
des conclusions que l’on peut tirer des deux démonstrations (celle de [6, Theorem 2.1] et celle qui va
suivre).

Théorème 3.6.Les hypoth̀eses sont les suivantes :

(H1) J est une fonction convexe s.c.i. ;

(H2) JJJ est une fonction convexe s.c.i. différentiable, de gradient Lipschitzien avec constante A ;

(H3) le probl̀eme(3.1), avec J= JJJ + J, admet une solution u] ;4

(H4) les fonctions Kk sont convexes s.c.i. différentiables, de d́erivéesuniformémentLipschitziennes et
uniformémentfortement monotones, c’est-à-dire que si bk (respectivement, Bk) désigne la cons-
tante de forte monotonie (respectivement, de Lipschitz) de(K k)′, alors

∃b, B > 0 : ∀k ∈ N, bk
≥ b, Bk

≤ B .

Alors, les conclusions sont les suivantes :

(C1) le probl̀eme auxiliaire(3.8c)admet une solution unique uk+1 ;

(H5) si

α ≤ εk
≤

2bk

A+ β
pour α, β > 0 , (3.13)

(C2) alors J(uk) décrôıt strictement (sauf si l’algorithme a convergé en un nombre fini d’it́erations) ;

(C3) JJJ ′(uk) converge fortement vers la valeurJJJ ′(u]) (unique m̂eme si u] ne l’est pas — voir
Lemme 3.47) ;

(C4) la suite{uk
} est borńee, donc faiblement compacte, et tout point d’accumulation dans la topologie

faible est une solution de(3.1) ;

(H6) siJJJ ′ est fortement monotone de constante a sur un borné contenant la suite{uk
},

(C5) la suite{uk
} convergefortementvers l’unique solution u] ;

(C6) de plus, on a la“majoration a posteriori de l’erreur”

∥∥uk+1
− u]

∥∥ ≤ Bk/εk
+ A

a

∥∥uk+1
− uk

∥∥ . (3.14)

3Voir Annexe, §3.6.
4Dans [6], on supposait queJ était coercive surUad (voir (3.2)), cette hypoth̀eseétant requise en particulier parce queJ

servait de fonction de Lyapounov dans la démonstration. Ici cette raison n’est plusà invoquer, mais la coercivité, avec les
hypoth̀eses pŕećedentes, assure l’existence d’une solutionà (3.1).
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Démonstration.Comme d́ejà dit, on se limite ici au cas où les fonctions auxiliairesK k sont toutes
identiques (on notera doncK cette fonction auxiliaire, etb (respectivement,B), la constante de forte
monotonie (respectivement, de Lipschitz) deK ′. On se limitera alorśegalement̀a desεk touségauxà
un ε fixe. Ces restrictions sont levées dans la d́emonstration donńee dans [6]. Dans le contexte actuel,
l’hypothèse (3.13) prend la forme simplifiée

0< ε <
2b

A
. (3.15)

(C1) La fonction côut du probl̀eme auxiliaire est la somme d’une fonctionK s.c.i. et fortement convexe
et de fonctions s.c.i. convexes : elle est donc s.c.i. et fortement convexe et satisfait en particu-
lier (3.68), ce qui implique qu’elle est coercive. Le problème (3.8c) admet donc une solution,
évidemment unique, caractériśee par l’ińequation variationnelle :uk+1

∈ Uad,

∀u ∈ Uad,
〈
K ′(uk+1)− K ′(uk)+ εJJJ ′(uk) , u− uk+1

〉
+ ε

(
J(u)− J(uk+1)

)
≥ 0 . (3.16)

On se livre maintenant̀a quelques calculs. On additionne les inéquations variationnelles (3.16) et
(3.4) (multipliée parε) avec respectivementu = u] etu = uk+1, ce qui donne〈

K ′(uk+1)− K ′(uk) , u] − uk+1
〉
+ ε

〈
JJJ ′(uk)−JJJ ′(u]) , u] − uk+1

〉
≥ 0 . (3.17)

Choix de la fonction de Lyapounov. On pose

φk
= `(uk) = K (u])− K (uk)−

〈
K ′(uk) , u] − uk

〉
, (3.18)

où u] est une solution quelconque de (3.1). CommeK est fortement convexe de constanteb,
d’apr̀es (3.68), on a

φk
≥

b

2

∥∥uk
− u]

∥∥2
, (3.19)

ce qui montre què remplit bien les crit̀eres d’une fonction de Lyapounov (voir point 1 du
§3.2.4.1).

D’une part,〈
K ′(uk+1)− K ′(uk) , u] − uk+1

〉
=
〈
K ′(uk+1) , u] − uk+1

〉
−
〈
K ′(uk) , (u] − uk)+ (uk

− uk+1)
〉
.

CommeK est fortement convexe de constanteb, d’apr̀es (3.68)

−
〈
K ′(uk) , uk

− uk+1
〉
≤ K (uk+1)− K (uk)−

b

2

∥∥uk+1
− uk

∥∥2
.

Alors 〈
K ′(uk+1)− K ′(uk) , u] − uk+1

〉
≤ φk

− φk+1
−

b

2

∥∥uk+1
− uk

∥∥2
. (3.20)

D’autre part,

ε
〈
JJJ ′(uk)−JJJ ′(u]) , u] − uk+1

〉
= ε

〈
JJJ ′(uk)−JJJ ′(u]) , (u] − uk)+ (uk

− uk+1)
〉

≤ −ε
〈
JJJ ′(uk)−JJJ ′(u]) , uk

− u]
〉

+ ε
∥∥JJJ ′(uk)−JJJ ′(u])

∥∥ ∥∥uk+1
− uk

∥∥
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par utilisation de l’ińegalit́e de Schwarz,

≤ −ε
〈
JJJ ′(uk)−JJJ ′(u]) , uk

− u]
〉

+
ε

2δ

∥∥JJJ ′(uk)−JJJ ′(u])
∥∥2
+
εδ

2

∥∥uk+1
− uk

∥∥2

pour toutδ > 0,

≤ ε
( A

2δ
− 1

) 〈
JJJ ′(uk)−JJJ ′(u]) , uk

− u]
〉
+
εδ

2

∥∥uk+1
− uk

∥∥2

par utilisation de (3.74) pour9 = JJJ ′.

En additionnant membrèa membre les majorations obtenues et en tenant compte de (3.17), il vient

φk+1
≤ φk

+
εδ − b

2

∥∥uk+1
− uk

∥∥2
+ ε

( A

2δ
− 1

) 〈
JJJ ′(uk)−JJJ ′(u]) , uk

− u]
〉

(3.21)

≤ φk
+
εδ − b

2

∥∥uk+1
− uk

∥∥2
+ ε

( 1

2δ
−

1

A

) ∥∥JJJ ′(uk)−JJJ ′(u])
∥∥2

(3.22)

en utilisantà nouveau (3.74)̀a condition queδ > A/2.

(C3) Si de plusδ < b/ε — notons que cette hypothèse et la pŕećedente sont bien compatibles avec
(3.15) —, l’inégalit́e (3.22) montre que la suite{φk

} est d́ecroissante. On est donc dans le cadre
de l’application du sch́ema ǵeńeral du §3.2.4.1 (points 2̀a 4). En particulier,φk+1

− φk tend vers
zéro, et d’apr̀es (3.22), ceci montre que∥∥uk+1

− uk
∥∥→ 0 ;

∥∥JJJ ′(uk)−JJJ ′(u])
∥∥→ 0 . (3.23)

Ceci d́emontre la conclusion (C3).5

(C4) Par le point 3 du schéma ǵeńeral (§3.2.4.1), on conclut que la suite{uk
} est borńee, donc faible-

ment compacte. Par conséquent, on peut en extraire une sous-suite faiblement convergente. Soitu
un point d’accumulation (dans la topologie faible) de la suite{uk

}. D’après l’inéquation variation-
nelle (3.16) et le fait queK ′ etJJJ ′ sont Lipschitziennes, pour toutu ∈ Uad,〈

JJJ ′(uk+1) , u− uk+1
〉
+ J(u)− J(uk+1) (3.24)

≥

〈
1

ε

(
K ′(uk)− K ′(uk+1)

)
+JJJ ′(uk+1)−JJJ ′(uk) , u− uk+1

〉
≥ −

(B

ε
+ A

) ∥∥uk+1
− uk

∥∥ ∥∥u− uk+1
∥∥ . (3.25)

Par passagèa la limite pour une sous-suite{uki } telle queuki ⇀ u, du fait queJ est s.c.i., y compris
dans la topologie faible (car elle est convexe),6 avec l’aide de (3.23) et le fait queuki est borńe, on
obtient 〈

JJJ ′(u]) , u− u
〉
+ J(u)− J(u) ≥ 0 , ∀u ∈ Uad .

On pourra conclure queu est une solution en montrant queJJJ ′(u]) = JJJ ′(u), ce que nous faisons
maintenant.

5L’affirmation (C2) ŕesulte de la d́emonstration de [6].
6donc−J(u) ≥ − lim inf

ki→∞
J(uki ) ≥ − lim sup

ki→∞

J(uki ) = lim inf
ki→∞

−J(uki )
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Le fait queJJJ ′ est Lipschitzienne entraı̂ne (voir (3.74) en annexe) que〈
JJJ ′(uk) , uk

− u
〉
−
〈
JJJ ′(u) , uk

− u
〉
≥

1

A

∥∥JJJ ′(uk)−JJJ ′(u)
∥∥2
.

Par passagèa la limite sur la sous-suite{uki }, on v́erifie que les deux termes au premier membre de
cette ińegalit́e tendent vers źero. Comme au second membreJJJ ′(uk) tend versJJJ ′(u]) fortement,
l’in égalit́e limite montre queJJJ ′(u]) = JJJ ′(u), ce qui termine la d́emonstration du point (C4).

(C5) La convergence forte résultera du point (C6) ci-après et de (3.23).

(C6) On repart de l’ińegalit́e (3.17) que l’on ŕeécrit〈
K ′(uk+1)− K ′(uk) , u] − uk+1

〉
+ ε

〈
JJJ ′(uk)−JJJ ′(uk+1) , u] − uk+1

〉
≥ ε

〈
JJJ ′(u])−JJJ ′(uk+1) , u] − uk+1

〉
.

L’hypothèse de forte monotonie deJJJ ′ pour le second membre, et les inégalit́es de Schwarz et
Lipschitz au premier membre conduisent alorsà (3.14) (avec iciε et B indépendants dek) apr̀es
simplification par

∥∥uk+1
− u]

∥∥.

Commentaires 3.7.

(a) L’inégalit́e (3.14) s’appelle une “majoration a posteriori de l’erreur” parce qu’elle permet, moyen-
nant toutefois une estimation des diverses constantes présentes au second membre, d’estimerà
combien on se trouve de l’optimumu] à partir d’une grandeur “mesurable en ligne”, c’est-à-dire
au moment du d́eroulement de l’algorithme,̀a savoir la distance

∥∥uk+1
− uk

∥∥.

(b) Pour finir la d́emonstration de (C4), on aurait pu,à partir de (3.25), utiliser une inégalit́e de la
convexit́e deJJJ au premier membre, puis le caractère s.c.i. deJJJ + J. Mais sous la forme de la
démonstration adoptée, on peut v́erifier quecelle-ci reste valable sans changementlorsqueJJJ ′ est
remplaće par un oṕerateur9 monotonenon syḿetriqueayant la propríet́e de Dunn (3.74),et pas
seulement la propriét́e de Lipschitz. L’algorithme et sa d́emonstration restent donc valables pour
l’in équation variationnelle (3.75) dans ce cas. Cette démonstration áet́e donńee pŕeciśement dans
ce contexte dans [21].

(c) L’algorithme du probl̀eme auxiliaire appliqúe à l’opérateur lińeaire non syḿetrique de
l’Exemple 3.46 (voir Annexe, §3.6) avecK (·) = ‖·‖2 /2 donne

uk+1
1 = uk

1− εu
k
2 ; uk+1

2 = uk
2+ εu

k
1 ,

de sorte que
‖uk+1

1 ‖
2
+ ‖uk+1

2 ‖
2
=
(
1+ ε2

) (
‖uk

1‖
2
+ ‖uk

2‖
2
)
,

ce qui signifie que la norme deuk ne fait que crôıtre, et donc l’algorithme ne converge pas. Cet
exemple montre donc que le caractère Lipschitzien d’un oṕerateur non syḿetrique est insuffisant
pour garantir la convergence et que c’est donc bien la propriét́e de Dunn qui est d́ecisive dans le
cas non syḿetrique.

(d) Dans le cas d’un oṕerateur non syḿetrique9 Lipschitzien de constanteA et fortement monotone
de constantea, le Lemme 3.44 (Annexe, §3.6) indique que9 vérifie aussi l’hypoth̀ese de Dunn
avec la constanteA2/a. L’algorithme converge donc siε reste inf́erieurà la valeur 2ab/A2, résultat
déjà obtenu dans [8].
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(e) L’hypoth̀ese de Lipschitz surJJJ ′ estglobale, ce qui implique en particulier queJJJ ne peut avoir
une croissanceplus forteque quadratiquèa l’infini (voir (3.71) en Annexe, §3.5 ; considération qui
n’a évidemment d’int́er̂et que siUad n’est pas borńe). Comme on montre ensuite que la suite{uk

}

engendŕee par l’algorithme est bornée, on peut se demander si une hypothèse de Lipschitz sur tout
borńe (on dira queJJJ ′ est “localement” Lipschitzienne) ne serait pas suffisante. Malheureusement,
il semble difficile d’aboutir̀a la conclusion d’une suite bornée (qui ŕesulte elle-m̂eme du fait que
la fonction de Lyapounov d́ecrôıt) sans fairepréalablementl’hypothèse de Lipschitzglobale.

3.2.4.3 Un cas de convergence de toute la suite

Grâceà la nouvelle d́emonstration de convergence ci-dessus, il devient possible d’utiliser un résultat de
[7, Lemme 2 de l’Annexe] pour montrer que toute la suite{uk

} a le m̂eme point d’accumulation (dans la
topologie faible), m̂eme en l’absence de forte monotonie deJJJ ′ : on renonce donc icìa l’hypoth̀ese (H6)),
mais on fait la nouvelle hypothèse :

(H6’) K ′ est continue deU muni de la topologie faible dansU∗ muni de la topologie faible.

Cette hypoth̀ese est satisfaite en particulier siK ′ est affine (i.e. siK est quadratique).

Lemme 3.8. Sous l’hypoth̀ese suppĺementaire(H6’) (à la place de(H6)), la suite{uk
} engendŕee par

l’Algorithme 3.3 a un seul point d’accumulation (dans la topologie faible).

Démonstration.Supposons qu’il y ait deux points d’accumulationu]1 etu]2 (qui sont ńecessairement tous
les deux des solutions de (3.1)). On sait d’après la d́emonstration pŕećedente que la suite{φk

} définie par
(3.18) converge vers une limiteλ. En fait,φk peutêtre d́efinieà partir deu]1 commeà partir deu]2. Nous
noteronsφk

1 et φk
2 ces deux d́efinitions possibles, etλ1, respectivementλ2, les limites correspondantes.

Consid́erons une sous-suite{uki } convergeant faiblement versu]1 ; on a

φ
ki
2 = K (u]2)− K (uki )−

〈
K ′(uki ) , u]2− uki

〉
= K (u]2)− K (u]1)+ K (u]1)− K (uki )−

〈
K ′(uki ) , u]1− uki

〉
︸ ︷︷ ︸

φ
ki
1

−

〈
K ′(uki ) , u]2− u]1

〉
.

En passant̀a la limite, compte tenu des hypothèses faites, et notamment de l’hypothèse de continuité
de K ′, on obtient

λ2 = K (u]2)− K (u]1)+ λ1−

〈
K ′(u]1) , u

]

2− u]1

〉
≥ λ1+

b

2

∥∥∥u]2− u]1

∥∥∥2
.

En intervertissant le rôle des indices 1 et 2, on obtient de façon similaire l’inégalit́e

λ1 ≥ λ2+
b

2

∥∥∥u]2− u]1

∥∥∥2
.

Par addition de ces deux dernières ińegalit́es, on prouve queu]1 = u]2.
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3.2.4.4 Vitesse de convergence dans le casJJJ fortement convexe

On d́efinit d’abord la notion de convergence linéaire en moyenne.

Définition 3.9. La suite{xk
} converge en moyenne linéairement versx] avec le tauxκ ∈ [0,1[ si

∀k ∈ N : lim sup
n→+∞

n

√∥∥xk+n − x]
∥∥∥∥xk − x]
∥∥ ≤ κ .

Le lemme suivant est tiré de [23].

Lemme 3.10. Soit` : X→ R et x] un point tel que

∃m> 0, ∃M > 0 : ∀x ∈ X,
m

2

∥∥x − x]
∥∥2
≤ `(x)− `(x]) ≤

M

2

∥∥x − x]
∥∥2
.

Soit{xk
} une suite telle que

∃η ∈]0,1[: ∀k, `(xk+1)− `(x]) ≤ η
(
`(xk)− `(x])

)
.

Alors, cette suite{xk
} converge en moyenne linéairement vers x] avec le taux

√
η.

Démonstration.On a

m

2

∥∥xk+n
− x]

∥∥2
≤ `(xk+n)− `(x]) ≤ ηn

(
`(xk)− `(x])

)
≤ ηn M

2

∥∥xk
− x]

∥∥2
,

d’où

∀n,
∥∥xk+n

− x]
∥∥ ≤ √ηn

M

m

∥∥xk
− x]

∥∥ .
Alors, pour toutβ > η, il existel ∈ N tel que, pour toutn > l , (β/η)n ≥ M/m, d’où∥∥xk+n

− x]
∥∥ ≤ √βn

∥∥xk
− x]

∥∥ ,
et donc

lim sup
n→+∞

n

√∥∥xk+n − x]
∥∥∥∥xk − x]
∥∥ ≤ √β .

Ceciétant vrai pour toutβ > η estégalement vrai pourβ = η.

Théorème 3.11.LorsqueJJJ ′ est fortement monotone de constante a, l’Algorithme 3.3 converge
linéairement en moyenne avec le taux

√
1− (2εa/B)(1− εA/2b), le taux optimal estiḿe (obtenu pour

ε = b/A) étant
√

1− ab/AB.

Démonstration.On va appliquer le Lemme 3.10̀a la situation du Th́eor̀eme 3.6 en utilisant la fonction
`(u) définie par (3.18). On a poséφk

= `(uk) et on observe què(u]) = 0 et que

b

2

∥∥u− u]
∥∥2
≤ `(u)− `(u]) ≤

B

2

∥∥u− u]
∥∥2
.
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On repart alors de l’ińegalit́e (3.21) en choisissantδ = b/ε, ce qui donne

φk+1
≤ φk

+ ε
(εA

2b
− 1

) 〈
JJJ ′(uk)−JJJ ′(u]) , uk

− u]
〉

≤ φk
+ εa

(εA

2b
− 1

) ∥∥uk
− u]

∥∥2

≤ φk
+

2εa

B

(εA

2b
− 1

)
φk

=

(
1−

2εa

B

(
1−

εA

2b

))
φk .

À partir de l̀a, il suffit d’une part d’appliquer le lemme préćedent, d’autre part de montrer que le meilleur
taux est atteint pourε = b/A, c’est-̀a-dire au milieu de la plage de valeurs autorisées pourε.

3.2.4.5 Quelques mots du cas sous-différentiable

Si JJJ n’est pas diff́erentiable mais seulement sous-différentiable, cela signifie que la constante de Lip-
schitz A est essentiellement infinie, ce qui fait que la borne 2b/A sur ε est nulle : ceci “explique”, ou
indique, que la suite{εk

} doive tendre vers 0, et en fait elle devra satisfaire les conditions (2.35).
De plus, siUad n’est pas borńe, une hypoth̀ese sur le taux de croissance de la norme des sous-

gradients deJJJ à l’infini est requise. On notera en effet que dans le cas d’un gradient Lipschitzien,
la croissance de la norme du gradientà l’infini n’est pas plus rapide que linéaire. Dans le cas sous-
diff érentiable, l’hypoth̀ese requise s’écrit

∃c1, c2 : ∀u ∈ Uad, ∀r ∈ ∂JJJ (u), ‖r ‖ ≤ c1 ‖u‖ + c2 .

Une hypoth̀ese de m̂eme nature est aussi requise pourJ (mais elle s’exprime directement surJ sans
référencèa ∂J — voir [12] pour les d́etails).

De telles hypoth̀eses peuvent en faitêtreévitées par une mise en œuvre différente (et plus côuteuse)
de l’algorithme : en supposant queJ ≡ 0 pour simplifier, on remplaceεk parεk

= ρk/
∥∥r k

∥∥ dans (3.8c),
où {ρk

} està nouveau une suite satisfaisant (2.35). D’autres mises en œuvre sontégalement possibles
(voir [12]).

Sous les hypoth̀eses d́ecrites sommairement ci-dessus, on obtient essentiellement les mêmes ŕesultats
de convergence que dans le cas différentiable, sauf la d́ecroissance monotone de la fonction coût
(d’ailleurs, cette fonction de Lyapounov ne peut plus servir de baseà la d́emonstration), et sauf bien
sûr la majoration a posteriori de l’erreur (3.14).

3.2.5 Variantes

Dans le cas diff́erentiable, il y a plusieurs autres façons de mettre en œuvre l’algorithme de base et
d’assurer les conditions de convergence. Nous en décrivons quelques unes ci-après.

3.2.5.1 Augmentation de la fonction auxiliaire

On a d́ejà évoqúe aux §3.2.3.3 et 3.2.3.4 la possibilité de rajouter̀a une fonction auxiliaireK constituant
un premier choix une autre fonction du type(γ /2) ‖·‖2 pourγ > 0. On a vu (cf. (3.9)) que cela rajoute
le terme “proximal”(γ /2)

∥∥u− uk
∥∥2

au probl̀eme auxiliaire.
À la lumière des conditions de convergence, l’addition de ce terme, qui fait passer la constanteb

de forte monotonie deK ′ à la valeurb+ γ , peut faire que, pourγ assez grand, l’intervalle admissible
]0,2(b+ γ )/A[ des valeurs deε contienne la valeur 1. Autrement dit, l’addition au problème auxiliaire
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d’un terme “prox” suffisamment “fort” permet de se passer deε pour assurer la convergence (c’est-à-dire
de prendreε = 1).

Il est un cas en particulier où le fait de prendreε = 1 est particulìerement int́eressant. C’est le cas
où l’on fait un choix “canonique” de la fonction auxiliaire en relation avecJJJ comme d́ecrit par (3.12).
Avec ce choix, et avecε = 1, les “corrections lińeaires” faisant intervenir les dérivées deJJJ disparaissent
et le sous-problèmei s’écrit

min
u∈Uad

N∑
i=1

(
γ

2

∥∥ui − uk
i

∥∥2
+JJJ (uk

1, . . . ,u
k
i−1,ui ,u

k
i , . . . ,u

k
N)+ Ji (ui )

)
, (3.26)

ce que l’on pourrait appeler “algorithme proximal avec décomposition” (̀a comparer̀a l’algorithme pro-
ximal “pur” décrit au §3.2.3.1 — voir (3.9)).

Exercice 3.12.Avec le choix (3.12) pour la fonction auxiliaireK k
i et εk

= 1, montrer que l’on retrouve
bien (3.26)̀a partir de (3.8c).

3.2.5.2 Relaxation

Une autre technique pour assurer la convergence de l’algorithme du problème auxiliaire tout en gardant
ε = 1 consistèa recourirà la“sous-” ou “sur-relaxation” . On d́esigne maintenant paruk+1/2 la solution
du probl̀eme auxiliaire (3.8c) avecεk

= 1, puis on pose

uk+1
= (1− ρk)uk

+ ρkuk+1/2 , (3.27)

qui serviraà red́efinir (3.8c)à l’it ération suivante. On parle de “sous-relaxation” siρk < 1 et de “sur-
relaxation” siρk > 1.

Il s’avère (voir [6]) que les conditions surρk sous lesquelles ce nouvel algorithme converge sont
exactement les m̂emes que celleśenonćees au Th́eor̀eme 3.6 et portant surεk. La seule petite diff́erence
est que, siJ est non diff́erentiable et siUad n’est paśegalàU, alorsρk doit être tel queuk+1, calcuĺe par
(3.27), reste dansUad (ce qui est de toute façon assuré siρk

≤ 1).7

3.2.5.3 Version śequentielle

Lorsque nous avons considéŕe l’utilisation de l’Algorithme 3.3 dans l’optique de la décomposition (ce
qui passe par le choix de fonctions auxiliairesK k additives), les sous-problèmes obtenus pouvaientêtre
résolus enparallèle. Cette caractéristique est souhaitable si l’on dispose d’un calculateur parallèle per-
mettant de ŕesoudre les sous-problèmes simultańement. Dans le cas contraire, on préférera une version
séquentiellede l’Algorithme 3.3.

À l’it ération de coordinationk + 1, les sous-problèmes sont ŕesolus l’un apr̀es l’autre, disons,
en commençant par le sous-problème 1 et en terminant par le sous-problème N ; une fois les sous-
probl̀emes 1̀a j−1 résolus,uk+1

i est disponible pouri = 1, . . . , j−1, ; ces solutions sont imḿediatement
utilisées pour d́efinir le sous-probl̀eme j qui s’écrit

min
u j∈Uad

j

(
K k

j (u j )+
〈
εk

j

∂JJJ
∂u j

(
uk+1

1 , . . . ,uk+1
j−1,u

k
j , . . . ,u

k
N

)
− (K k

j )
′
(
uk

j

)
,u j

〉
+ εk

j J j (u j )

)
.

Notons qu’unεk
j diff érent est utiliśe dans chaque sous-problème. La convergence est démontŕee dans [6]

sous les conditionsεk
j ∈ [α j , β j ] ⊂]0,2b j /A j [, où b j est la constante de forte convexité (uniforme enk)

de K k
j et, de m̂eme,A j est la constante de Lipschitz uniforme de la fonctionu j 7→ ∂JJJ (u)/∂u j .

7Cette restriction peut se comprendre en pensant au cas où J est justement la fonction indicatrice d’un certainUad (qui vaut
0 siu ∈ Uad et+∞ sinon).
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À l’ évidence, les constantesb et A consid́eŕees dans la version parallèle sont respectivement
inférieure et suṕerieure (ouégales)à minj=1,...,N b j et maxj=1,...,N A j . Ceci signifie que la borne
suṕerieure surεk de la version parallèle estmoins bonneque les bornes supérieures individuelles des
εk

j de la version śequentielle. Cette observation illustre indirectement le fait (vérifié en pratique) que la
version śequentielle est plus rapide, en nombre d’itérations, que la version parallèle. Par conśequent,
la version śequentielle sera préféŕee si l’on dispose d’un calculateur mono-processeur. Cependant, la
version parall̀ele peut̂etre plus rapide, en temps de calcul,à partir du moment òu l’on dispose d’un cal-
culateur pŕesentant des possibilités substantielles de calcul parallèle (de type MIMD, comme indiqúe au
§1.2.2).

3.2.5.4 Lińearisation partielle

En d́efinitive, la d́ecomposition provient du fait que la partie non additive de la fonction coût, à savoir
JJJ , est “linéariśee” dans la formulation du problème auxiliaire. Supposons maintenant queJJJ est de la
forme

JJJ (u) = f

( N∑
i=1

Ji (ui )

)
,

où Ji : Ui → R est convexe pour touti , et f : R→ R est diff́erentiable (ou sous-différentiable).8

Alors, en suivant le principe de “garder autant que faire se peut du problème original dans le problème
auxiliaire”, au lieu de (3.8c), on considère le probl̀eme auxiliaire suivant

min
u∈Uad

(
K k(u)−

〈
(K k)′(uk) , u

〉
+ εk f ′

( N∑
i=1

Ji (u
k
i )

)
×

N∑
i=1

Ji (ui )+ ε
kJ(u)

)
. (3.28)

Cette écriture s’inspire de la façon (3.5) d’écrire les conditions d’optimalité et d’une ǵeńeralisation
correspondante imḿediate du Lemme 3.2.

3.2.6 Une application

3.2.6.1 Expośe du problème

On consid̀ere un probl̀eme du type (3.1), mais avec deux types de variables : d’une partu, elle-m̂eme
décompośee en variablesui , i = 1, . . . , N, chaqueui devant appartenir̀a un sous-ensemble admissible
Uad

i , d’autre partv dans un espaceV. De plus,J(u, v) prend la forme suivante :

J(u, v) = g
(
J1(u1, v), . . . , JN(uN, v)

)
, (3.29)

où g : RN
→ R est une fonction croissante de chacun de ses arguments9 et chaqueJi est une fonction

deUi × V dansR.

3.2.6.2 Approche “ad hoc”

Du fait queg est croissante par rapportà chacun de ses arguments, il est clair qu’àv fixé, la minimisation
de J par rapportà u ∈ Uad se ram̀eneà la ŕesolution des sous-problèmes ind́ependants, pouri =
1, . . . , N,

min
ui∈Uad

i

Ji (ui , v) . (3.30)

8 f doit aussîetre convexeet non d́ecroissantepour queJJJ soit convexe.
9Ce peutêtre la somme, le produit si lesJi sontà valeurs positives, ou n’importe quelle combinaisonà base de somme,

produit, logarithme, exponentielle, etc.
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La coordination reviendrait alors̀a minimiser env la fonction

ϕ : v 7→ min
u∈Uad

J(u, v) .

Supposantg diff érentiable, ainsi que chaqueJi par rapport̀a v, et supposant aussi, pour rester simple,
que la solution de (3.30) est unique pour touti (on la noterâui (v)), on sait que

d ϕ

d v
(v) =

N∑
i=1

∂g

∂xi

(
J1
(̂
u1(v), v

)
, . . . , JN

(̂
uN(v), v

))∂ Ji

∂v

(̂
ui (v), v

)
. (3.31)

L’algorithme de d́ecomposition-coordination obtenu se décline finalement ainsi :̀a l’it érationk,

1. résoudre (3.30) pourv = vk ; soit uk+1
i la solution pouri = 1, . . . , N ;

2. remettrèa jourvk par la formule du gradient

vk+1
= vk

− ρkϕ′(vk) , (3.32)

où la d́erivée est́evalúee avec (3.31) etv = vk, ûi (v
k) = uk+1

i .

3.2.6.3 Approche par le PPA

Nous allons maintenant reprendre cet exemple en le plongeant dans le formalisme géńeral du PPA.

Premièreétape : choix d’une fonction auxiliaire. Comme il se doit, on choisit une fonction auxiliaire
additive par rapport auxui ; quantà sa d́ependance env, on la choisira de telle sorte qu’un algorithme
de gradient env émerge de l’application du formalisme géńeral. On pose donc

K k(u, v) =
N∑

i=1

K k
i (ui )+

1

2
‖v‖2 . (3.33)

On peut de plus utiliser la technique (3.12) pour définir K k
i ce qui donne

K k
i (ui ) = g

(
J1(u

k
1, v

k), . . . , Ji (ui , v
k), . . . , JN(u

k
N, v

k)
)
. (3.34)

Dans le cas òu g est la somme (respectivement, le produit) desJi , K k
i (ui ) cöıncide, à une constante

additive (respectivement, multiplicative) près, avecJi (ui , v
k).

À cette fonctionK k
i (·), il peut être ńecessaire, comme on l’a vu, de rajouter une fonction du type

γ ‖·‖2 /2.

Deuxième étape : algorithme śequentiel. On utilise maintenant la versionséquentielle de
l’algorithme du PPA, telle que décrite au §3.2.5.3. La notion de séquentialit́e porte sur le d́eroulement
des minimisations enu d’une part,v d’autre part, et non pas sur les minimisations par rapportà chaqueui

qui restent parallèles.
On a vu au §3.2.5.3 que, dans la version séquentielle, on pouvait utiliser des “pas”εk différentspour

chaque minimisation en séquence. On a vu aussi (voir §3.2.5.1) que dans le cas du choix (3.12), le fait
de prendreεk

= 1 était int́eressant, quittèa rajouter un termeγ ‖·‖2 /2, avecγ assez grand pour assurer
la convergence. On prendra donc leεk relatif àu égalà 1, et on d́esignera parρk celui relatifàv.

Après tous ces choix, l’algorithme obtenu se décline ainsi :à l’it érationk,
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1. résoudre, pouri = 1, . . . , N

min
ui∈Uad

i

(
K k

i (ui )+
γ

2

∥∥ui − uk
i

∥∥2
)
, (3.35)

où K k
i est donńee par (3.34) ; soituk+1

i la solution.

2. remettrèa jourvk par la formule (3.32).

Exercice 3.13.Vérifier qu’en effet, l’application rigoureuse de l’algorithme du PPA conduit bienà ce
sous-probl̀eme env.

Commentaires 3.14.

(a) On obtient donc finalement un algorithme très proche de l’algorithme obtenu par l’approche “ad
hoc” qui s’appuyait sur la structure particulière du probl̀eme initial. Cependant, l’approche du
PPA ne ńecessite pas d’introduire la fonctionϕ et de connâıtre la r̀egle de calcul de sa dérivée : la
remiseà jour dev, quoiqu’identique dans les deux approches, découle d’un calcul systématique
dans le cas du PPA.

(b) La remisèa jour dev, qui était vue comme unéetape de coordination dans l’approche “ad hoc”,
est plut̂ot vue ensuite comme l’une des deuxétapes d’une version séquentielle de l’algorithme du
PPA. Ceci montre que la notion de “coordination” n’est en fait qu’une interprétation plaqúee a
posteriori sur une approche algorithmique systématique.

(c) On a vu qu’il est possible de m̂eler au sein d’un m̂eme algorithme des phases parallèles et des
phases śequentielles.

(d) L’application du PPA permet de recourirà des th́eor̀emes ǵeńeraux de convergence. En particulier,
l’introduction d’un terme “prox” dans les sous-problèmes enui , qui aurait puêtre consid́eŕee
comme un “truc” suppĺementaire dans l’approche “ad hoc”, se trouveéventuellement justifíee, et
“calibrée” (en ce qui concerne la valeurà donner au coefficientγ ) par application des th́eor̀emes
de convergence.

(e) Enfin, “last but not least”, si la structure particulière (3.29) que nous avons supposée pour la
fonction côut J n’est plus suppośee, il est facile de constater que la démarche del’algorithme
du PPA s’applique sans aucun changement, sauf bien ŝur que les calculs doivent̂etre repris
syst́ematiquement pour s’adapterà la nouvelle situation.

Évidemment, pour envisager une décomposition deu en sous-vecteursui alors quev n’est pas
décompośe, il faut avoir une motivation pratique, mais elle pourrait venir d’une forme (3.29) de
J seulementapproximativementvérifiée. Le PPA “fait le ńecessaire” m̂eme dans les cas “non
séparables”.

3.3 Le Principe du Problème Auxiliaire en optimisation sous contraintes
explicites

Jusqu’à maintenant, la partieJJJ de la fonction côut était, dans le cadre de la décomposition, la seule
cause de couplage entre sous-problèmes potentiels. Si les contraintes elles-mêmes sont une cause de
couplage, alors, pour construire des algorithmes de décomposition-coordination, il devient nécessaire

• d’une part, de formuler ces contraintesexplicitementcomme des contrainteségalit́e ou ińegalit́e ;
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• d’autre part, de faire appelà la th́eorie de la dualit́e afin de transformer, quand c’est possible,
les probl̀emes de minimisation en problèmes de point selle du Lagrangien (ou du Lagrangien
augment́e).

Il nous faudra d̀es lors obtenir des extensions du PPA aux problèmes de point selle.
On consid̀ere donc ici des sous-problèmes de la forme suivante :

min
u∈Uad

J(u) (3.36a)

sous 2(u) ∈ −C . (3.36b)

Les hypoth̀eses en vigueur dans toute la fin de ce chapitre sont celles décrites en Annexe (§3.7) pour
pouvoir garantir l’existence d’un point selle du Lagrangien.

3.3.1 Le PPA et les probl̀emes de point selle

Soit L : U × P → R une fonction convexe-concave sur des espaces de HilbertU et P ; on suppose
l’existence d’un point selle sur des sous-ensembles admissibles convexes fermésUad et Pad. Comme
préćedemment avec la fonctionJ, on suppose queL est la somme de deux fonctionsLLL etL de la m̂eme
nature queL, LLL étant diff́erentiable ou sous-différentiable, tandis queL sera suppośee additive lorsque
nous parlerons de décomposition.

Dans la m̂eme optique que celle du Lemme 3.2, soit3 : U × P → R une fonction auxiliaire
fortement convexe-fortement concave et différentiable ; soit(v,q) ∈ U × P, r ∈ ∂uLLL(v,q) (sous-
diff érentiel de la fonction convexeu 7→ LLL(u,q) env), s ∈ ∂pLLL(v,q) (“sous-diff́erentiel” de la fonction
concavep 7→ LLL(v, p) enq), et finalement, un nombre positifε. Avec ceśeléments, cherchons un point
selle de

3(u, p)+
〈
εr −3′u(v,q) , u

〉
+
〈
εs−3′p(v,q) , p

〉
+ εL(u, p) (3.37a)

sur Uad
× Pad, ce qui revient aussìa ŕesoudre, pour(̂u, p̂) dansUad

× Pad, la paire d’ińequations
variationnelles

∀u ∈ Uad,
〈
3′u (̂u, p̂)+ εr −3′u(v,q) , u− û

〉
+ ε (L (u, p̂)− L (̂u, p̂)) ≥ 0 , (3.37b)

∀p ∈ Pad,
〈
3′p (̂u, p̂)+ εs−3′p(v,q) , p− p̂

〉
+ ε (L (̂u, p)− L (̂u, p̂)) ≤ 0 . (3.37c)

Il est facile de voir, comme au Lemme 3.2, que si(v,q) est une solution de ce système, c’est aussi un
point selle deL sur les m̂emes sous-ensembles admissibles.

Des algorithmes analoguesà l’Algorithme 3.3 peuvent facilementêtre imagińes. Mais nous n’allons
pas poursuivre le long de cette ligne géńerale. Nous allons plutôt revenir au probl̀eme de trouver le point
selle d’un Lagrangien (3.81) associé à un probl̀eme de minimisation sous contraintes comme (3.76) et
nous allons essayer de retrouver des schémas de d́ecomposition-coordination rencontrés au Chapitre 2.

3.3.2 Le PPA et la d́ecomposition par les prix

3.3.2.1 Obtention de l’algorithme ǵenéral

Notre propos est ici de retrouver un schéma proche de celui du §2.1.2. On fait les observations suivantes :

1. dans la d́ecomposition par les prix, seul l’espace des variables primales est décompośe en sous-
espaces ;

2. le probl̀eme du point selle est remplacé, lors du d́eroulement de l’algorithme, par une alternance de
remises̀a jour des variables primales et des “prix” : ces deux types de variables sont donc traités
dans un sch́emaséquentiel;
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3. la remisèa jour des prix se fait par un algorithme de type “gradient”.

Le dernier point sugg̀ere un choix particulier de la fonction auxiliaire3 quantà sa d́ependance enp (voir
§3.2.3.2). Le second point indique que le problème auxiliaire ne sera pas un problème de point selle mais
tant̂ot une minimisation et tantôt une maximisation. Quant au premier point, il nous conduità ne nous
intéresser qu’̀a la structure par rapportàu deL du point de vue de la d́ecomposition.

Ces observationśetant faites, supposons queJ dans (3.36a) soit́egalàJJJ+J, et de m̂eme, que2 dans
(3.36b) soitégalàΘΘΘ + T. Lorsque nous parlerons de décomposition, comme d’habitude, on supposera
queJ etT sont des structures additives par rapportà une d́ecomposition deu comme dans (3.7), et il en
sera donc de m̂eme deL(u, p) = J(u)+ 〈p ,T(u)〉. Évidemment,LLL(u, p) = JJJ (u)+ 〈p ,ΘΘΘ(u)〉.

Alors, dans (3.37), choisissons

3(u, p) = K (u)−
1

2α
‖p‖2 , (3.38)

où K est fortement convexe et différentiable etα est un nombre positif (le second terme ci-dessus est
alors fortement concave enp). Selon le sch́ema òu u et p sont trait́es śequentiellement, on aboutità
l’algorithme suivant.

Algorithme 3.15. 1. Commencer avecu0 et p0 ; poserk = 0.

2. À l’it érationk+ 1, résoudre

min
u∈Uad

(
K (u)+

〈
εJJJ ′(uk)− K ′(uk) , u

〉
+ εJ(u)+ ε

〈
pk ,ΘΘΘ ′(uk) · u+ T(u)

〉)
; (3.39a)

soituk+1 une solution.

3. Calculer
pk+1
= projC∗

(
pk
+ ρ(ΘΘΘ + T)(uk+1)

)
, (3.39b)

où ρ estégalàαε.

4. Si
∥∥uk+1

− uk
∥∥ + ∥∥pk+1

− pk
∥∥ est “suffisamment petite”, stop ; sinon, retourner en 2 aveck

incrément́e de 1.

Exercice 3.16.Retrouver (3.39) en partant de (3.37) et des choix effectués (fonction auxiliaire (3.38),
sch́ema śequentiel).

3.3.2.2 Utilisations

Consid́erons la ŕepartition deL enLLL+ L suivante :

LLL = JJJ (u) ; L = J(u)+ 〈p ,2(u)〉 ,

autrement dit,ΘΘΘ est consid́eŕee comme identiquement nulle et2 se ŕesumèaT. Dans (3.39a), on choisit
K égal à εJJJ ;10 alors l’Algorithme 3.15 se ŕeduit à l’algorithme d’Uzawa qui consistèa minimiser le
Lagrangien enu à p fixé, puisà remettrèa jour p par la formule (3.39b). Comme on l’a vu au §2.1.2,
cette approche conduit̀a une d́ecomposition “par les prix” siJ et 2 sont additives par rapport̀a la
décomposition (3.7), c’est-à-dire siJJJ (la partie non additive deJ) est aussi identiquement nulle.

Si JJJ n’est pas fortement convexe (et en particulier s’il est nul !), il est nécessaire d’“augmenter”
le choix K = εJJJ avec par exemple un terme‖·‖2 /2, conduisant au terme “prox”

∥∥u− uk
∥∥2
/2

suppĺementaire dans l’algorithme d’Uzawa(terme qui pŕeserve la d́ecomposition).

10sous ŕeserve des conditions de convergence discutées ult́erieurement, en particulier la forte convexité deK
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À l’opposé, siJ et T sont identiquement nulles (doncL se ŕeduit àLLL) et si K est choisie comme la
fonction‖·‖2 /2, on obtient l’algorithme d’Arrow-Hurwiczqui revientà une alternance de pas de gradient
projet́e dans l’espace primal et dans l’espace dual selon le schéma suivant :

uk+1
= projUad

(
uk
− ε∇uL(uk, pk)

)
, (3.40a)

pk+1
= projC∗

(
pk
+ ρ∇pL(uk+1, pk)

)
. (3.40b)

Comme l’algorithme du gradient (voir §3.2.3.2), cet algorithme peutêtre consid́eŕe comme un algorithme
très simple de d́ecomposition. Mais d’autres algorithmes de décomposition peuvent̂etre obtenus avec
d’autres choix de fonctions auxiliairesK additives (en supposant toujours queJ etT sont additives avec
(3.7)). En effet, sous les hypothèses structurelles en vigueur, (3.39a) se décompose enN sous-probl̀emes
indépendants.

On vient donc de ǵeńeraliser la ḿethode de d́ecomposition par les prix au cas où la fonction côut et
les contraintes, par la présence des termesJJJ etΘΘΘ, ne sont pas additives,à condition que ces termes
soientdifférentiables(on dira plus loin quelques mots du cas sous-différentiable). En jouant sur la
décomposition deJ et2 enJJJ + J etΘΘΘ + T, respectivement, et en jouant sur le choix deK en relation
avecJJJ (et éventuellement

〈
pk ,ΘΘΘ(·)

〉
), c’est en fait tout un continuum d’algorithmes que l’on peut ainsi

obtenir.

Remarque 3.17.On aurait pu, commèa l’Algorithme 3.3, envisager de prendre des fonctions auxiliai-
res K dépendantes de l’indice d’itérationk. Cependant, on ne dispose pas de démonstration de con-
vergence pour ce cas (ce qui n’empêche pas d’en utiliser dans la pratique, sous réserve de respecter les
conditions de convergence portant surK de façon uniforme enk).

3.3.2.3 Convergence

L’Exercice 2.30 en fin de Chapitre 2 a montré que l’algorithme d’Uzawa appliqué au Lagrangien d’un
probl̀eme d’optimisation dont la fonction coût J est simplement convexe (même avec une d́erivée J ′

Lipschitzienne) ne permet pas d’obtenir la convergence des variables primales (en plus de problèmes de
non différentiabilit́e de la fonction dualeψ définie par (2.4)). On va donc ici faire une hypothèse deforte
convexit́e pour cette fonction côut J.

On montre d’abord que cette hypothèse — plus une hypothèse de Lipschitz sur la fonction con-
trainte2 — assure non seulement la différentiabilit́e deψ (ce qui serait d́ejà assuŕe par lastrictecon-
vexité deJ), mais aussi le fait queψ ′ est Lipschitzienne.

Lemme 3.18. Si J est fortement convexe de constante a et si2 est Lipschitzienne de constanteτ , alors
ψ , définie par(2.4), est diff́erentiable et de d́erivée Lipschitzienne de constanteτ 2/a.

Démonstration.On observe d’abord que pour une fonctionf fortement convexe de constantea, et siu]

désigne son unique argument du minimum (surUad), pouru ∈ Uad etα ∈ [0,1], on a

f (u]) ≤ f
(
αu] + (1− α)u

)
≤ α f (u])+ (1− α) f (u)− α(1− α)

a

2

∥∥u− u]
∥∥2
.

En faisant passerα f (u]) à l’extrême gauche, en simplifiant par le facteur(1− α) qui apparâıt en facteur
des deux ĉotés extr̂emes, puis en posantα = 1, on obtient

f (u)− f (u]) ≥
a

2

∥∥u− u]
∥∥2
. (3.41)

Consid́erons maintenant deux valeurs (admissibles)p et q des variables duales et les arg minu et v
correspondants deL (voir définition (2.4) deψ). Si J est fortement convexe, c’est aussi le cas deL(·, p)
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pour toutp admissible car, comme on l’a vu,〈p ,2(·)〉 est convexe sip ∈ C∗ et2 estC-convexe. Alors,
par application de (3.41),

L(v, p)− L(u, p) ≥
a

2
‖v − u‖2 .

En sommant cette ińegalit́e avec l’ińegalit́e analogue òu le rôle de(u, p) estéchanǵe avec celui de(v,q),
on obtient

〈p− q ,2(v)−2(u)〉 ≥ a ‖v − u‖2 .

D’une part, l’hypoth̀ese de Lipschitz sur2 permet d’obtenir

‖v − u‖2 ≥
1

τ 2
‖2(v)−2(u)‖2 ,

d’autre part, on note que2(u) = ψ ′(p) et2(v) = ψ ′(q). L’in égalit́e ci-dessus devient alors l’expression
de la propríet́e de Dunn pourψ avec la constanteτ 2/a (en tenant compte du fait queψ est une fonction
concave). Ceci ach̀eve la d́emonstration.

Remarque 3.19.En reprenant cette démonstration avec l’hypothèse

J
(
αu+ (1− α)v

)
≤ αJ(u)+ (1− α)J(v)− α(1− α)

1

2d
‖2(u)−2(v)‖2 ,

ce qui est une sorte de “forte convexité deJ par rapport̀a2”, on aboutità une autre d́emonstration du
résultat ci-dessus avec la constante de Dunn deψ évalúee à d. Les hypoth̀eses faites dans le lemme
impliquent la propríet́e ci-dessus avec la constanted évalúeeà τ 2/a. La réciproquéetant fausse a priori,
la propríet́e ci-dessus semble plus faible que les hypothèses du lemme. Le m̂eme genre de remarque
s’appliquerait̀a tout ce qui va suivre.

La propríet́e de Lipschitz deψ ′ avec la constanteτ 2/a montre que l’algorithme d’Uzawa, qui n’est
rien d’autre qu’un algorithme de gradient projeté pour maximiserψ sur C∗, converge si son pasρ est
inférieurà 2a/τ 2 : ceci est une simple application du Théor̀eme 3.6 (voir plus pŕeciśement (3.15)) en
observant que l’algorithme du gradient correspond au choixK (·) = (1/2) ‖·‖2, fonction pour laquelle
b = 1. C’est une borne similaire que l’on va retrouver pourρ dans le th́eor̀eme de convergence relatifà
l’Algorithme 3.15.

Théorème 3.20.Les hypoth̀eses sont les suivantes :

(H1) J est une fonction convexe s.c.i. ;

(H2) JJJ est une fonction convexe s.c.i. différentiable, de gradient Lipschitzien avec constante A ;

(H3) la fonction J= JJJ + J est fortement convexe de constante a ;

(H4) la fonctionΘΘΘ est C-convexe et différentiable ; elle est telle que la fonction convexe u7→
〈p ,ΘΘΘ(u)〉, est de d́erivée Lipschitzienne de constante G uniformément en p ;11

(H5) la fonctionT est C-convexe ;

(H6) la fonction2 =ΘΘΘ + T est Lipschitzienne de constanteτ ;

(H7) le Lagrangien du probl̀eme(3.36)admet un point selle(u], p]) sur Uad
× C∗ ;12

11On reviendra plus loin — voir Commentaires 3.23-c — sur cette hypothèse tr̀es forte.
12Une hypoth̀ese de coercivité deJ surUad — voir (3.2) — et une hypoth̀ese de qualification des contraintes — voir (3.83)

— seraient requises en plus des hypothèses ci-dessus pour garantir cette existence.Évidemment, sous l’hypothèse de forte
convexit́e retenue ici,u] est unique (mais pas nécessairementp]).
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(H8) la fonction K est convexe s.c.i. différentiable, de d́erivée Lipschitzienne de constante B et fortement
monotone de constante b.

Alors, les conclusions sont les suivantes :

(C1) le probl̀eme auxiliaire(3.39a)admet une solution unique uk+1 ;

(H9) si

0< ε ≤
b

A+ G
et 0< ρ <

a

τ 2
, (3.42)

(C2) alors uk converge (en norme) vers u] ;

(C3) la suite{pk
} est borńee et tout point d’accumulation de cette suite, dans la topologie faible, cons-

titue avec u] un point selle de L.

Démonstration.

(C1) On ne revient pas sur l’existence et l’unicité deuk+1 comme solution de (3.39a), ce pointétant
justifié par des arguments similairesà ceux de la d́emonstration du Th́eor̀eme 3.6.

(C2) On fait le choix de la fonction de Lyapounov suivante :

`(u, p) = K (u])− K (u)−
〈
K ′(u) , u] − u

〉︸ ︷︷ ︸
φ1(u)

+
ε

2ρ

∥∥p− p]
∥∥2

︸ ︷︷ ︸
φ2(p)

, (3.43)

où (u], p]) est un point selle deL. On observe que le termeφ1(u) est celui d́ejà utilisé dans (3.18)
et queφ2(p) est un terme analogue dérivé de la fonction auxiliaire (3.38). On a

`(u, p) ≥ (b/2)
∥∥u− u]

∥∥2
+ (ε/2ρ)

∥∥p− p]
∥∥2
,

ce qui qualifie ce choix comme fonction de Lyapounov.

L’in équation variationnelle associée au probl̀eme (3.39a) s’écrit

∀u ∈ Uad,
〈
K ′(uk+1)− K ′(uk)+ εJJJ ′(uk) , u− uk+1

〉
+ ε

(
J(u)− J(uk+1)

)
+ ε

〈
pk ,ΘΘΘ ′(uk).(u− uk+1)+ T(u)− T(uk+1)

〉
≥ 0 . (3.44)

On l’utilise avecu = u] et on additionne cette inéquation (diviśee parε) à celle caract́erisantu]

(renforćee par le caractère fortement convexe deL(·, p)), où l’on poseu = uk+1, à savoir,

(JJJ + J)(uk+1)− (JJJ + J)(u])

+
〈
p] , (ΘΘΘ + T)(uk+1)− (ΘΘΘ + T)(u])

〉
≥

a

2

∥∥uk+1
− u]

∥∥2
, (3.45)

ce qui donne

1

ε

〈
K ′(uk+1)− K ′(uk) , u] − uk+1

〉
+
〈
JJJ ′(uk) , u] − uk+1

〉
+
(
JJJ (uk+1)−JJJ (u])

)
+
〈
pk ,ΘΘΘ ′(uk).(u] − uk+1)+ΘΘΘ(uk+1)−ΘΘΘ(u])

〉
+
〈
pk
− p] ,ΘΘΘ(u])−ΘΘΘ(uk+1)

〉
≥

a

2

∥∥uk+1
− u]

∥∥2
. (3.46)

Par ailleurs, l’ińegalit́e de gauche du point selle deL est équivalentèa l’équation de point fixe
suivante, valable pour toutρ positif :

p] = projC∗
(
p] + ρ(ΘΘΘ + T)(u])

)
. (3.47)
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Exercice 3.21.Démontrer l’́equivalence de (3.47) avec l’inégalit́e de gauche du point selle.

De cettéequation et de (3.39b), on déduit, parce que la projection est un opérateur non expansif,∥∥pk+1
− p]

∥∥ ≤ ∥∥pk
− p] + ρ

(
(ΘΘΘ + T)(uk+1)− (ΘΘΘ + T)(u])

)∥∥ .
Exercice 3.22.Montrer que la projection projC sur un sous-ensemble convexe fermé C est un
opérateur non expansif, c’est-à-dire que∥∥projC x − projC y

∥∥ ≤ ‖x − y‖ . (3.48)

Cette ińegalit́e estélev́ee au carŕe et diviśee par 2ρ, ce qui donne

1

2ρ

∥∥pk+1
− p]

∥∥2
≤

1

2ρ

∥∥pk
− p]

∥∥2
+
〈
pk
− p] , (ΘΘΘ + T)(uk+1)− (ΘΘΘ + T)(u])

〉
+
ρ

2

∥∥(ΘΘΘ + T)(uk+1)− (ΘΘΘ + T)(u])
∥∥2
,

puis elle est ajoutéeà (3.46). On obtient finalement, après remultiplication parε,〈
K ′(uk+1)− K ′(uk) , u] − uk+1

〉︸ ︷︷ ︸
(a)

+ ε
〈
JJJ ′(uk) , u] − uk+1

〉
+ ε

(
JJJ (uk+1)−JJJ (u])

)︸ ︷︷ ︸
(b)

+ ε
〈
pk ,ΘΘΘ ′(uk).(u] − uk+1)+ΘΘΘ(uk+1)−ΘΘΘ(u])

〉︸ ︷︷ ︸
(c)

+
ε

2ρ

(∥∥pk
− p]

∥∥2
−
∥∥pk+1

− p]
∥∥2
)

︸ ︷︷ ︸
(d)

+
ερ

2

∥∥(ΘΘΘ + T)(uk+1)− (ΘΘΘ + T)(u])
∥∥2︸ ︷︷ ︸

(e)

− ε
a

2

∥∥uk+1
− u]

∥∥2︸ ︷︷ ︸
(f)

≥ 0 . (3.49)

Le terme (a) est traité comme dans la preuve du Théor̀eme 3.6 (voir (3.20)), ce qui permet de le
comparer̀a la variation deφ1. Le terme (d) s’exprime directement comme la variation deφ2. Le
terme (e) est majoré par(ερτ 2/2)

∥∥uk+1
− u]

∥∥2
grâce la propríet́e de Lipschitz de2. Examinons

le traitement du terme (b). Le traitement du terme (c) pourra suivre la même proćedure òu l’on
remplaceJJJ (·) par

〈
pk ,ΘΘΘ(·)

〉
. On a〈

JJJ ′(uk) , u] − uk+1
〉
=
〈
JJJ ′(uk) , u] − uk

〉
+
〈
JJJ ′(uk) , uk

− uk+1
〉

≤ JJJ (u])−JJJ (uk)−
1

2A

∥∥JJJ ′(uk)−JJJ ′(u])
∥∥2

(3.50)

+JJJ (uk)−JJJ (uk+1)+
A

2

∥∥uk+1
− uk

∥∥2

par utilisation de (3.72) et (3.71), respectivement. On en déduit que le terme (b) est majoré par

(ε/2)
(
A
∥∥uk+1

− uk
∥∥2
− (1/A)

∥∥JJJ ′(uk)−JJJ ′(u])
∥∥2 )

.

On peut faire des calculs similaires s’appliquantà
〈
pk ,ΘΘΘ(·)

〉
au lieu deJJJ (·), la constanteG

remplaçant doncA. Le rassemblement de toutes ces majorations dans (3.49) aboutit, en posant

1k+1
k = φ1(u

k+1)+ φ2(p
k+1)− φ1(u

k)− φ2(p
k) ,



66 OPTIMISATION DES GRANDS SYSTÈMES — GUY COHEN

à

1k+1
k ≤

ε

2
(ρτ 2
− a)

∥∥uk+1
− u]

∥∥2
+

1

2

(
ε(A+ G)− b

) ∥∥uk+1
− uk

∥∥2
,

où on a omis, au second membre, certains termes négatifs qui ne seront pas utiles.

En tenant compte des conditions (3.42), on voit que le second membre est strictement négatif (sauf
si l’algorithme a converǵe en un nombre fini d’it́erations). On est donc dans le cadre du schéma
géńeral (§3.2.4.1) et l’on peut affirmer que la fonction de Lyapounov décrôıt, la suite

{
(uk, pk)

}
est borńee, et la diff́erence de deux termes successifs tend vers 0, ce qui montre la convergence
forte deuk versu].

(C3) La suite{pk
} étant borńee admet des points d’accumulation dans la topologie faible. Soitp un tel

point. Montrons que c’est, associé à u], un point selle deL. CommeC∗ est convexe ferḿe, donc
aussi faiblement ferḿe, p appartient̀aC∗.

On consid̀ere maintenant une sous-suite{pki } convergeant faiblement versp. Sans entrer dans
les d́etails, compte tenu de la convergence forte deuk versu], des hypoth̀eses de Lipschitz sur
les diverses d́erivées impliqúees, et du caractère convexe s.c.i., donc faiblement s.c.i., des diverses
fonctions côuts apparaissant dans (3.44), il doitêtre clair qu’en passant̀a la limite dans cette
inéquation, on obtient l’ińegalit́e de droite du point selle pour le couple(u], p).

Pour prouver l’autre ińegalit́e du point selle, on observe d’abord que la suite
{
`(uk, pk) = φ1(uk)+

φ2(pk)
}

a une limite, et commeφ1(uk) (voir (3.43)) tend vers 0 en raison de la convergence forte

deuk versu], la suite
{
φ2(pk) = (ε/2ρ)

∥∥pk
− p]

∥∥2 }
a donc aussi une limite.

En second lieu, puisque nécessairement2(u]) ∈ −C et quep ∈ C∗, alors
〈
p ,2(u])

〉
≤ 0. On

va montrer l’ińegalit́e oppośee, ce qui montrera que
〈
p ,2(u])

〉
= 0. Pour cela, on observe que

(3.39b) est́equivalent̀a l’inéquation variationnelle :pk+1
∈ C∗ et, pour toutp ∈ C∗,〈

p− pk+1 , pk
+ ρ2(uk+1)− pk+1

〉
≤ 0 .

On posep = p] et l’on obtient

ρ
〈
pk+1
− p] ,2(uk+1)

〉
≥
〈
pk+1
− p] , (pk+1

− p])− (pk
− p])

〉
≥

1

2

( ∥∥pk+1
− p]

∥∥2
−
∥∥pk
− p]

∥∥2 )
.

En passant̀a la limite pour la sous-suite telle quepki+1 tend faiblement versp, on observe que le
second membre tend vers 0 (car

∥∥pk
− p]

∥∥2
a une limite), tandis que le premier membre tend vers〈

p ,2(u])
〉
. On en d́eduit l’inégalit́e recherch́ee.

Pour terminer, on observe que le fait que
〈
p ,2(u])

〉
= 0 estéquivalent̀a l’inégalit́e de gauche du

point selle puisque, pour toutp ∈ C∗,
〈
p ,2(u])

〉
≤ 0=

〈
p ,2(u])

〉
.

Commentaires 3.23.

(a) Dans [12], un th́eor̀eme et une d́emonstration quelque peu différents sont donńes. Les hypoth̀eses
diff èrent en ce sens que la forte convexité est suppośee pourJJJ et non pas, comme ici, pourJJJ +J.
Les conclusions sont les mêmes, mais avec la borne 2a/τ 2 pourρ au lieu de celle donńee dans
(3.42). La d́emonstration diff̀ere d’une part par le choix de la fonction de Lyapounov13, d’autre part
par la façon de mener les calculs : au lieu de (3.45), on utilise plutôt, comme dans la démonstration
du Th́eor̀eme 3.6, l’ińequation variationnelle faisant intervenirJJJ ′(u]).

13qui comporte, par rapportà (3.43), un terme supplémentaire−ε(a/2)
∥∥∥u− u]

∥∥∥2
; on vérifiera que ce terme négatif conserve

malgŕe tout les propríet́es requises̀a la nouvelle fonction de Lyapounov ;
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C∗

B(0, R)

C
∗ ∩ B( , R)

0

Figure 3.1: Projection sur l’intersection d’un cône et d’une boule

(b) Inversement, on pourrait reprendre la démonstration du Th́eor̀eme 3.6 dans le cas où on avait
suppośe queJJJ est fortement convexe, mais en faisant maintenant l’hypothèse que c’estJJJ + J qui
est fortement convexe : il faudrait alors conduire les calculs (pour les termes qui restent pertinents
dans le cadre du Théor̀eme 3.6) d’une façon analogueà celle utiliśee dans la d́emonstration ci-
dessus et cela conduiraità la borneb/A surε (au lieu de 2b/A — voir (3.15)).

(c) Revenons maintenant sur l’hypothèse (H4) du Th́eor̀eme 3.20 (qui fait l’objet de la note 11 de
bas de page), hypothèse quelque peu irréaliste. En effet, il faut s’attendrèa ce que la fonction
u 7→ 〈p ,ΘΘΘ(u)〉 ait une d́erivée dont la constante de Lipschitz est plutôt proportionnellèa ‖p‖
(c’est-̀a-dire queG devientg‖p‖ pourg > 0). Dans la d́emonstration,̀a la place deG, on verrait
alors apparâıtre g

∥∥pk
∥∥, et ceci ne permettrait pas de conclureà la d́ecroisssance de la fonction de

Lyapounov sans prouver au préalable quepk reste borńe, ce qui s’av̀ere impossible a priori.

On a donc recours au procéd́e suivant pour contourner la difficulté. On modifie l’Algorithme 3.15,
et plus particulìerement la formule (3.39b), en remplaçant la projection surC∗ par la projection
surC∗R = C∗ ∩ B(0, R) oùB(0, R) est la boule ferḿee de centre 0 et de rayonR dansC∗, et òu R
doit être choisi assez grand pour que cette boule contienne au moins unp]. On observe que

1. cette condition ńecessite de connaı̂tre une estimation de la norme d’un multiplicateurp] op-
timal, mais compte tenu de l’interprétationéconomique des multiplicateurs, cette hypothèse
n’est pas irŕealiste dans la pratique ;

2. si la condition ci-dessus est vérifiée, alors le Lagrangien du problème (3.36) admet encore un
point selle surUad

× C∗R et la formule (3.47) est aussi vraie avec la projection surC∗R ; les
calculs de la d́emonstration peuvent alorsêtre adapt́es sans difficult́e ;

3. la projection sur l’intersection du côneC∗ et de la bouleB(0, R) n’est pas beaucoup plus
difficile à calculer que la projection surC∗ : on commence par faire le calcul de cette pro-
jection surC∗ et si le ŕesultat est de norme supérieureà R, on ram̀ene cette normèa R par
homoth́etie (voir Figure 3.1) ;

4. avec ce nouvel algorithme, on a automatiquement que
∥∥pk

∥∥ ≤ R.

Dans ces conditions, on peuténoncer les conditions de convergence (3.42) avecG remplaće par
gR.

On observe qu’un certain compromis està trouver : si on veut augmenter les chances qu’il existe
un p] dansB(0, R), on a tendancèa prendreR grand, mais alors la borne surε diminue.
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3.3.3 Le PPA et la d́ecomposition par pŕediction

Le but est maintenant de retrouver la méthode de d́ecomposition par prédiction pŕesent́ee au §2.1.4. En
fait, nous avons vu deux algorithmes distincts : l’algorithme de point fixe (2.19) et l’algorithme d’Arrow-
Hurwicz (2.22), ainsi que diverses variantes. Nous allons montrer comment ces algorithmes peuventêtre
retrouv́es, et́etendus, en utilisant le PPA.

3.3.3.1 Obtention de l’algorithme de point fixe

À chaque it́eration de la ḿethode par pŕediction, c’est un problème d’optimisation sous contrainte qui est
résolu, autant dire, dans notre contexte, un problème de point selle d’un Lagrangien. Cette observationà
deux conśequences :

1. d’une part, contrairementà la d́emarche adoptée pŕećedemment, les variables primales et duales
vont être trait́eesen parall̀ele, et non plusséquentiellement, afin d’obtenir un probl̀eme auxiliaire
sous forme de problème de point selle ;

2. d’autre part, il faut faire en sorte que ce point selle puisse se réinterpŕeter comme un problème
d’optimisation sous contrainte, ce qui nécessite que la fonction dont on cherche le point selle ait
une forme de Lagrangien.

Afin de ŕepondreà cette seconde préoccupation, une fonction auxiliaire ressemblantà un Lagrangien
doit être utiliśee. Au lieu de (3.38), on choisit maintenant la fonction auxiliaire

3(u, p) = K (u)+ 〈p , �(u)〉 (3.51)

où

• K : U→ R est encore une fois une fonction de la même nature queJ ;

• � : U→ C est une fonction de la m̂eme nature que2.

Une fois le choix de cette fonction auxiliaire effectué, on revientà l’expression (3.37a) dont on
cherche le point selle, ce qui revientà ŕesoudre le couple d’ińequations variationnelles (3.37b)–(3.37c),
où, bien entendu,LLL etL sont les parties du Lagrangien du problème (3.36) relatives̀a (JJJ ,ΘΘΘ) et (J,T),
respectivement. On se place aussi dans le cas où JJJ etΘΘΘ sont diff́erentiables.À l’it érationk + 1, on
remplace, dans (3.37),v par uk, q par pk, r parLLL′u(uk, pk) et s parLLL′p(uk, pk) = ΘΘΘ(uk). Avec la
réinterpŕetation du probl̀eme auxiliaire, on obtient finalement l’algorithme suivant.

Algorithme 3.24. 1. Commencer avecu0 et p0 ; poserk = 0.

2. A l’it érationk+ 1, résoudre

min
u∈Uad

(
K (u)+ εJ(u)+

〈
εJJJ ′(uk)− K ′(uk) , u

〉
+
〈
pk ,

(
εΘΘΘ ′(uk)−�′(uk)

)
· u
〉)

(3.52a)

sous

�(u)+ εT(u) ∈ −C +�(uk)− εΘΘΘ(uk) . (3.52b)

soituk+1 une solution etpk+1 un multiplicateur optimal associé à la contrainte (3.52b).

3. Si
∥∥uk+1

− uk
∥∥ + ∥∥pk+1

− pk
∥∥ est “suffisamment petite”, stop ; sinon, retourner en 2 aveck

incrément́e de 1.

Exercice 3.25.En suivant la d́emarchéevoqúee ci-dessus, retrouver (3.52).
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3.3.3.2 Utilisations

Utilisation en décomposition. Comme toujours, le problème auxiliaire est d́ecomposable si on choisit
une fonction auxiliaire additive par rapportà une d́ecomposition des espaces donnée, et si on a “lińeariśe”
les fonctions du problème original qui ne sont pas elles-mêmes additives (celles qui sont réput́ees ad-
ditives sont en lettres gothiques). La différence fondamentale entre la situation traitée ici et celle de la
décomposition par les prix traitée pŕećedemment est que, pour cette dernière, on ne s’int́eressait qu’̀a une
décomposition des variables primales selon (3.7). Ici, on s’intéresse non seulementà une d́ecomposition
des variables primalesmais aussìa une d́ecomposition des variables duales, c’est-à-dire des contraintes
explicites (3.36b), ou bien encore, de l’espaceC des contraintes. Mais comme pour l’ensemble admis-
sibleUad qu’il fallait supposer lui-m̂eme d́ecompośe selon une d́ecomposition compatible avec celle de
U (voir (3.7)), il faut ici supposer que le cône positifC, ou de façońequivalente le ĉone dualC∗, est
décomposable selon une décomposition compatible : on suppose donc que

C∗ = C∗1 × · · · × C∗N ; C∗ = C∗1 × · · · × C∗N , (3.53)

où C∗i est un ĉone convexe ferḿe dansC∗i , pouri = 1, . . . , N. Évidemment, cette condition est triviale-
ment v́erifiée dans le cas des contrainteségalit́e (C = {0} ouC∗ = C∗).

Remarque 3.26. Il est important de remarquer que la façon de numéroter les variables primales dei = 1
à N est a priori ind́ependante de celle qui permet de numéroter les variables duales.14 En associant un
indice i de ui avec un indicei de pi , on ŕealise en fait implicitement l’“allocation des contraintes aux
sous-probl̀emes” discut́ee au §2.1.4.

Remarque 3.27.Pour le choix habituel du ĉone positif dansRm, à savoir(R+)m, la d́ecomposition de
C∗ enC∗1 × · · · × C∗N est acquise.

Une fois pośees les d́ecompositions (3.7) et (3.53), la partieL du LagrangienL(u, p) qui est additive
est celle qui peut s’écrire

∑
i Li (ui , pi ) : elle sera composée

• de la partieJ de la fonction côut qui est elle-m̂eme additive par rapportà (3.7) ;

• et de la partieT de la fonction “contrainte” qui estbloc-diagonalepar rapport̀a (3.7) et (3.53), et
pas seulement additive comme dans la décomposition par les prix.

Il reste alors̀a choisir la fonction auxiliaire (3.51)́egalement additive, ce qui implique queK soit additive
et que� soit bloc-diagonale.

Alors, le probl̀eme auxiliaire (3.52) se sépare enN sous-probl̀emes ind́ependants. On notera que
par rapport̀a la situation consid́eŕee au Chapitre 2, on a une fois de plus obtenu cette décomposition en
présence d’un couplage entre sous-problèmes̀a la fois par la partieJJJ de la fonction côut et par la partie
non d́ecoupĺee des contraintes,à savoir la partieΘΘΘ.

Remarque 3.28.Comme d́ejà observ́e au §2.1.4, il n’y a pas de difficulté à faire cohabiter des
sous-probl̀emes en(ui , pi ) avec des sous-problèmes enu j seulement, c’est-à-dire à consid́erer une
décomposition deC∗ en moins deN sous-espaces.

Autres utilisations. En dehors de l’utilisation en décomposition, il existe d’autres utilisations possi-
bles de l’algorithme 3.24, dont certaines géńeralisent celles qui ont́et́e d́ecrites au §3.2.3. Nous nous
contenterons ici de mentionner ce qui peutêtre consid́eŕe comme l’extension de la ḿethode de Newton
évoqúee au §3.2.3.3, extension au cas avec contraintes explicites. En plus du choix (3.11) de la fonction

14En ŕealit́e, comme il áet́e dit au commentaire 2.26-g du Chapitre 2, il n’est pas nécessaire qu’il y ait autant d’éléments
dans la d́ecomposition duale que dans la décomposition primale.
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auxiliaire K k (qui constitue, avec les termes linéaires correctifs apportés par le PPA, une approximation
quadratique de la fonction coût originale), on cherchèa approximer lińeairement les contraintes par le
choix suivant de la fonction auxiliaire�k (en supposant̀a nouveau que2 se ŕeduitàΘΘΘ dans le probl̀eme
original) :

�k(u) = 2′(uk) · u . (3.54)

On obtient donc un problème auxiliaireà côut quadratique et contraintes (explicites) linéaires qui,
en l’absence de contraintes implicites liées à Uad, peut être ŕesolu analytiquement. Cette famille
d’algorithmes est aujourd’hui désigńee par le sigle SQP (Sequential Quadratic Programming) dans
la littérature. Le m̂eme type d’approche áet́e appliqúee depuis assez longtempsà la ŕesolution des
probl̀emes de commande optimale (sous le nom de “quasi-linéarisation”) en prenant appui sur le fait que
les probl̀emes de commande optimale linéaires-quadratiques obtenusà chaque it́eration ont une solution
analytique (via la fameuséequation de Riccati).

3.3.3.3 Convergence

On ne dispose d’unéetude de convergence de l’Algorithme 3.24 que dans la situation assez restrictive
suivante (voir [6]).

• Les fonctions côutsJJJ et K sont quadratiques tandis queJ est identiquement nulle.15 On posera
donc, avec deux opérateurs lińeaires auto-adjoints et monotonesK et J deU dansU (ouU∗) et un
point j dansU (ouU∗),

K (u) =
1

2
〈u ,K u〉 , J(u) = JJJ (u) =

1

2
〈u , J u〉 + 〈 j ,u〉 .

• Les contraintes (3.52b) sont des contrainteségalit́e, c’est-̀a-dire queC = {0}.

• Les fonctions� etΘΘΘ sont affines tandis queT est identiquement nulle. On posera donc, avec deux
opérateurs lińeairesO et T deU dansC et un pointt dansC, ainsi qu’un scalaireγ > 0 (dont on
verra l’utilité plus loin),

�(u) = γO u , 2(u) =ΘΘΘ(u) = T u+ t .

• Le sous-ensembleUad estégalà tout l’espaceU.

Sous ces hypoth̀eses, les conditions d’optimalité du probl̀eme (3.52) s’́ecrivent :

K(uk+1
− uk)+ ε(J uk

+ j)+ γO∗(pk+1
− pk)+ εT∗ pk

= 0 ,

γO(uk+1
− uk)+ ε(T uk

+ t) = 0 ,

où, par exemple,T∗ désigne l’oṕerateur adjoint deT. Par ailleurs, les conditions d’optimalité caract́eri-
sant une solution(u], p]) du probl̀eme (3.36) s’́ecrivent :

(J u] + j)+ T∗ p] = 0 , (3.55a)

T u] + t = 0 . (3.55b)

La combinaison de ces deux systèmes d’́equations donne :

K(uk+1
− uk)+ εJ(uk

− u])+ γO∗(pk+1
− pk)+ εT∗(pk

− p]) = 0 , (3.56a)

γO(uk+1
− uk)+ εT(uk

− u]) = 0 . (3.56b)

15Cette dernìere restriction, comme celle surT, pourraient probablementêtre lev́ees assez facilement mais nous conservons
ici la version la plus simple.
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Théorème 3.29.Sous les hypoth̀eses suivantes :

(H1) K etJ sont fortement monotones et Lipschitziens ;

(H2) O etT sont surjectifs ;

alors

(C1) les solutions(uk+1, pk+1) de(3.56)et (u], p]) de(3.55)sont uniques.

Si, de plus

(H3) l’opérateur (syḿetrique)
T J−1 O∗ +O J−1 T∗ (3.57)

est fortement monotone ;

alors,

(C2) ε peutêtre choisi assez petit etγ assez grand pour que

2K − εJ (3.58a)

et

γ
(
T J−1 O∗ +O J−1 T∗

)
− T J−1 (K + εJ/2) J−1 T∗ (3.58b)

soient fortement monotones, et, dans ces conditions,

(C3) l’it ération(3.56)produit une suite{(uk, pk)} qui converge fortement vers(u], p]).

La démonstration de ce théor̀eme peutêtre trouv́ee dans [6]. Elle est basée, comme les
démonstrations préćedentes, sur l’étude d’une fonction de Lyapounov, en l’occurrence

`(u, p) =
1

2

〈
u− u] , J(u− u])

〉
+
〈
p− p] ,T(u− u])

〉
+
〈
p− p] ,T J−1 T∗(p− p])

〉
. (3.59)

Les deux premiers termes ci-dessus sont construitsà partir du Lagrangien du problème (3.36) (on a
rameńe à 0 sa valeur et celles de ses dérivées en(u], p])) ; le dernier terme est ajouté pour rendrè
fortement convexe en(u, p).

Exercice 3.30.Montrer què est fortement convexe en(u, p). Quel est le rapport du dernier terme avec
ψ(p) définie par (2.4) ?

Commentaires 3.31.

(a) L’hypoth̀ese (H3) est une hypothèse ǵeoḿetriquepréalablesans laquelle on ne peut garantir que
l’algorithme converge pour un bon choix deε (et deγ ). Cette situation est nouvelle par rapport
à celle des deux préćedents algorithmeśetudíes dans ce chapitre. Pour ceux-ci, des hypothèses
classiques de forte monotonie et de Lipschitzétaient suffisantes pour permettre de fixer une plage
de valeurs admissibles pour les pas de l’algorithme.

On doit attribuer la ńecessit́e de cette condition ǵeoḿetrique pŕealable au fait que la fonction auxi-
liaire (3.51) qui áet́e choisie ici n’est pas fortement concave enp comme l’́etait par exemple (3.38).

On rappelle que le choix (3.51) aét́e dict́e par la ńecessit́e de retrouver un problème auxiliaire de
point selle qui se ŕeinterpr̀ete comme un problème de minimisation sous contrainte.

(b) Sous l’hypoth̀ese (H1), il doit̂etre clair que l’oṕerateur (3.58a) peut effectivementêtre rendu forte-
ment monotone par un choix approprié deε.

(c) Sous l’hypoth̀ese (H3), il doitêtre également clair qu’on peut assurer la forte monotonie de
l’opérateur (3.58b) pourγ assez grand.

Exercice 3.32.Montrer que le choix dict́e par le commentaire 3.31-b ci-dessus correspond exactement
à (3.15).
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3.3.3.4 Discussion de la condition ǵeométrique

Les commentaires ci-dessus montre que le point crucial est la vérification de la condition
géoḿetrique (H3).

On observe d’abord que cette condition est vérifiée si on peut choisirO égal à T (la monotonie
de (3.57) est alorśevidente, et lafortemonotonie ŕesulte de l’hypoth̀ese de surjectivité de ces oṕerateurs).
Mais la ńecessit́e de d́ecomposer le problème auxiliaire impose de choisirO bloc-diagonal comme dis-
cut́e au §3.3.3.2. Par exemple, au §2.1.4,O était proportionnel̀a la partie bloc-diagonale deT. Ainsi
si T est bloc-diagonal, ou très proche de cette structure parce que les termes “hors-diagonaux” sont très
petits devant les blocs de la diagonale, on voit que l’hypothèse (H3) est v́erifiée sans difficult́e. C’est la
situation defaible couplageentre sous-problèmes par les contraintes.

Cependant, cette situation ne semble pasêtre la seule qui soit favorable au respect de
l’hypothèse (H3). Voici un autre exemple. Supposons queT = O + αO S J, où α est un nombre
positif, S : U→ U est un oṕerateur “antisyḿetrique”, en ce sens queS∗ = −S, alors queO est suppośe
bien ŝur bloc-diagonal. C’est donc le termeαO S J qui est la cause du couplage entre sous-problèmes.
Le calcul de l’expression (3.57) donne dans ce cas

(O+ αO S J) J−1 O∗ +O J−1 (O+ αO S J)∗ = 2O J−1 O∗

en prenant en compte l’antisymétrie deS. On voit donc̀a nouveau que l’hypoth̀ese (H3) est v́erifiée. Ceci
étant vrai pour toute valeur positive deα, on constate que le couplage par la contrainte lié au termeαO S J
peut devenir arbitrairement grand sans remettre en cause cette conclusion.

D’une manìere ǵeńerale, la façon de distribuer les contraintes aux sous-problèmes discut́ee au §2.1.4
est en relation directe avec la géoḿetrie deO et donc avec la satisfaction de la contrainte (H3).

Pour pouvoiŕenoncer le Th́eor̀eme 3.29, on a supposé queUad
= U, sachant queUad a toujours servi

à exprimer des contraintes “locales” (ou décompośees). En pŕesence de contraintes locales,à condition
qu’il s’agisse de contrainteśegalit́e (seul cas couvert par le théor̀eme), il faut traiter ces contraintes
comme les autres pour pouvoir se replacer dans le cadre du théor̀eme, c’est-̀a-dire qu’il faut les incorporer
à la d́efinition des oṕerateursT et O. L’exemple qui suit montre que la présence de telles contraintes
locales peut contribuer̀a faireéchouer l’hypoth̀ese (H3).

Exemple 3.33.On consid̀ere le probl̀eme suivant

min
1

2

(
x2

1 + x2
2 + x2

3

)
sous

x1− x2+ 2x3 = 0 ,

x1+ 3x2+ x3 = 0 ,

avec la d́ecompositionu1 = (x1, x2) et u2 = x3. On alloue la première contrainte au premier sous-
probl̀eme et la seconde au second. Ceci conduità d́efinir

T =
(

1 −1 2
1 3 1

)
, O =

(
1 −1 0
0 0 1

)
,

alors queJ est l’identit́e. L’expression (3.57) estégaleà(
4 0
0 2

)
,

matriceévidemment d́efinie positive.
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Ajoutons maintenant au problème ci-dessus la contraintex2 = 0, contraintéevidemment alloúee au
premier sous-problème. Alors,

T =

1 −1 2
0 1 0
1 3 1

 , O =

1 −1 0
0 1 0
0 0 1

 ,

ce qui donne maintenant pour (3.57) :  4 −2 0
−2 2 3
0 3 2

 .

Cette matrice n’est pas définie positive, ne serait-ce que parce que son déterminant,égal à −28, est
négatif.

3.3.3.5 Obtention de l’algorithme d’Arrow-Hurwicz

Comme nous l’avons vu au §2.1.4, l’algorithme de coordination “à la Arrow-Hurwicz” (2.22) repose
initialement sur une manipulation du problème (2.1) qui remplace ce problème par le problème (2.21)
équivalent. Nous considérons maintenant une manipulation du même genrèa partir du probl̀eme (3.36),
en nous limitant cependant au cas de contrainteségalit́e (C = {0}) afin de simplifier le propos. On
introduit une nouvelle application4 : U → C et une nouvelle variable primalew ∈ C : il est clair
que (3.36) est́equivalent̀a

min
u∈Uad,w∈C

J(u) (3.60a)

sous

4(u)+ w = 0 , (3.60b)

2(u)−4(u)− w = 0 . (3.60c)

Le Lagrangien correspondant s’écrit

L(u, w; p, µ) = J(u)+ 〈p , 4(u)+ w〉 + 〈µ ,2(u)−4(u)− w〉 . (3.61)

Dans ce Lagrangien, il convient, comme d’habitude, de distinguer la partieLLL qui sera “lińeariśee”
dans le probl̀eme auxiliaire et la partieL qui sera conserv́ee telle quelle. Pour faire ce choix, il convient
de ne pas perdre de vue que les variables(u, p) seront trait́ees simultańement̀a un niveau de l’algorithme
(ou, si l’on pŕefère,à uneétape dans un schéma śequentiel) alors que(w,µ) seront trait́eesà un autre
niveau (ouà une autréetape du sch́ema śequentiel). De ces considérations, on d́eduit entre autres les
choix suivants.

• Sachant qu’on choisira bien sûr4 bloc-diagonal par rapportà une d́ecomposition (3.7)–(3.53), le
terme〈p , 4(u)〉 est additif en(ui , pi ) et a donc sa place dansL.

En fait, on choisira
4 = T+ (1/ε)� , (3.62)

où T est comme d’habitude la partie bloc-diagonale de2,� : U→ C est une nouvelle application
auxiliaire, et l’introduction du nombre positifε à ce stade est une astuce non essentielle, mais
destińee simplement̀a faciliter la comparaison avec l’algorithme par prédiction pŕećedemment
rencontŕe.

• Le terme〈p , w〉, bien qu’additif en(pi , wi ), doit être ranǵe dansLLL parce que les variablesp etw
ne sont pas traitées au m̂eme stade de l’algorithme.
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• On peut en dire de m̂eme des termes “croisés” en(u, µ).

• Plus int́eressant est le cas du terme〈µ ,w〉 : puisque ce terme est additif en(wi , µi ) et que les deux
variables seront traitées au m̂eme stade de l’algorithme, on devrait inclure ce terme dans la partieL.
Si on le fait, on obtiendra cependant un problème “coupĺe” en(w,µ) : ceci conduit directementà
la version que nous avions qualifiée d’“implicite” au Chapitre 2 (voir (2.22c)–(2.22d)à la fin du
§2.1.4).

Si on conserve〈µ ,w〉 dans la partie lińeariśeeLLL, on obtiendra deux sous-problèmes ind́ependants
enw et enµ : ceci conduit directementà la version parallèle (2.22). C’est cette version que nous
allons d’abord́etudier.

Ces consid́erationśetant faites, on est donc amené à d́ecomposerL dans (3.61) de la façon suivante :

L = LLL+ L , (3.63a)

avec

LLL = JJJ (u)+ 〈p , w〉 + 〈µ ,ΘΘΘ(u)− (1/ε)�(u)− w〉 , (3.63b)

L = J(u)+ 〈p ,T(u)+ (1/ε)�(u)〉 . (3.63c)

On consid̀ere alors la fonction auxiliaire :

3(u, w; p, µ) = K (u)+
1

2α
‖w‖2−

1

2β
‖µ‖2 , (3.64)

où α et β sont des nombres positifs (comparer cette fonction auxiliaireà (3.38) et (3.51)). Observons
que siK est fortement convexe, cette fonction estégalement fortement convexe en(u, w) et fortement
concave enµ, mais elle ne l’est toujours pas enp (dont elle ne d́epend pas en fait). Ce choix est encore
dicté par la pŕeoccupation de pouvoir réinterpŕeter le probl̀eme auxiliaire en(u, p) comme un probl̀eme
de minimisation sous contrainte.

La différence notable avec la situation de l’algorithme préćedent est qu’ici,LLL (la partie lińeariśee
de L) ne d́epend dep que par le terme〈p , w〉 dont la ǵeoḿetrie est “plus simple” que celle du terme
〈p ,ΘΘΘ(u)〉 qu’il fallait préćedemment ranger dansLLL. Ceci peut expliquer, dans le théor̀eme de conver-
gence qui va suivre, la disparition d’une hypothèse ǵeoḿetrique du type (H3) du Th́eor̀eme 3.29.

Il faut maintenant mener des calculs analoguesà ceux qui sont effectúes dans (3.37) en ne perdant
pas de vue le fait que les variables sont maintenant(u, p, w,µ) et que le calcul du point selle de (3.37a)
est trait́e śequentiellement : d’abord on recherche un point selle en(u, p) à (wk, µk) fixés, ce qui donne
une solution(uk+1, pk+1), puis on cherche un point selle en(w,µ) avec ces valeurs fixées de(u, p). On
aboutit finalement̀a l’algorithme suivant (Arrow-Hurwicz parallèle).

Algorithme 3.34. 1. Commencer avecu0, p0, w0, µ0 ; poserk = 0.

2. A l’it érationk+ 1, résoudre d’abord

min
u∈Uad

(
K (u)+ εJ(u)+

〈
εJJJ ′(uk)− K ′(uk) , u

〉
+
〈
µk ,

(
εΘΘΘ ′(uk)−�′(uk)

)
· u
〉)

(3.65a)

sous

�(u)+ εT(u)+ εwk
= 0 . (3.65b)

soituk+1 une solution etpk+1 un multiplicateur optimal associé à la contrainte (3.65b).
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3. Remettre ensuitèa jour(w,µ) par

wk+1
= wk

− ρ1
(
pk+1
− µk

)
, (3.65c)

µk+1
= µk

+ ρ2
(
ΘΘΘ(uk+1)− (1/ε)�(uk+1)− wk

)
, (3.65d)

où ρ1 = αε etρ2 = βε.

4. Si
∥∥uk+1

− uk
∥∥+ ∥∥pk+1

− pk
∥∥+ ∥∥wk+1

− wk
∥∥+ ∥∥µk+1

− µk
∥∥ est “suffisamment petite”, stop ;

sinon, retourner en 2 aveck incrément́e de 1.

Exercice 3.35.En suivant la d́emarchéevoqúee ci-dessus, retrouver (3.65).

Remarque 3.36.Comme d́ejà remarqúe au Chapitre 2, en tenant compte de (3.65b), on peut réécrire
(3.65d) de la façon suivante :

µk+1
= µk

+ ρ2
(
(ΘΘΘ + T)(uk+1)

)
,

ce qui rappelle la remisèa jour dans la ḿethode par les prix.

Exercice 3.37.En faisant “basculer” le terme−〈µ ,w〉 deLLL à L (voir (3.63)), reconsid́erer les calculs
ayant conduit̀a l’Algorithme 3.34 et retrouver la version implicite (2.22c)–(2.22d) décrite au Chapitre 2.

L’ étude de convergence de l’Algorithme 3.34 aét́e meńee dans [11] dans le cas de contrainteségalit́e,
et donc pour des opérateurs2 et� affines, et en l’absence des termesJ etT. Sanśenoncer un th́eor̀eme
précis (voir la ŕeférence [11]), on peut résumer les hypoth̀eses et conclusions de la façon suivante.

• La fonction côut J = JJJ est suppośeefortement convexe, s.c.i. et diff́erentiable de d́erivée Lips-
chitzienne de constanteA.

• La fonction2 =ΘΘΘ est affine et continue.

• La fonction côut auxiliaireK satisfait les hypoth̀eses habituelles (en particulier, elle est fortement
convexe de constanteb).

• La fonction auxiliaire� est affine, continue etsurjective.

• Dans ces conditions, il existe une solutionunique(uk+1, pk+1) au probl̀eme (3.65a)–(3.65b).

• Pour assurer la convergence, les conditions sur les pasε, ρ1, ρ2 sont assez compliquées. On com-
mence par imposer̀a ε la conditionε ∈]0,b/A[. Puis il faut choisirρ1 dans une plage de valeurs
entre 0 et une borne supérieure d́ependant deε. Enfin, il faut imposer̀a ρ2 d’appartenirà une
plage de valeurs entre 0 et une borne supérieure d́ependant deε et ρ1. L’expression explicite
de ces bornes supérieures n’est pas facilèa donner et ŕesulte de conditions rencontrées dans la
démonstration. Ce que l’on peut dire est que la borne supérieure surρ1 s’approche de 0 siε
est choisi tr̀es pr̀es de sa borne inférieure ou suṕerieure, et il en va de m̂eme pourρ2 si ε ou ρ1

s’approche de ses bornes. On a donc intér̂et à chaque fois̀a viser le milieu des intervalles.

• Moyennant les conditions ci-dessus, la suite{uk
} tend fortement vers la solutionu] unique du

probl̀eme (3.36) et par conséquentwk tend vers−(1/ε)�(u]) (d’apr̀es (3.65b)).16

• Les suites{pk
} et {µk

} restent borńees, ont les m̂emes points d’accumulation dans la topolo-
gie faible, et ces points d’accumulation sont des multiplicateurs optimaux des contraintes du
probl̀eme (3.36).

• Enfin, si2 = ΘΘΘ estsurjective, on peut garantir l’unicit́e du multiplicateur optimal dans (3.36) et
la convergence depk etµk vers ce multiplicateur a lieu dans la topologieforte.

16On rappelle que le cas considéŕe ici est celui òu T est identiquement nulle.
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3.4 Annexe : Monotonie, forte monotonie et forte convexit́e

Définition 3.38. Un oṕerateur9 de l’espace de HilbertU dans son dual,́eventuellement multivoque, est
fortement monotonede constantea si

∃a > 0 : ∀u, v, ∀p ∈ 9(u),q ∈ 9(v), 〈p− q,u− v〉 ≥ a‖u− v‖2 . (3.66)

Il estsimplement monotonesi l’in égalit́e est v́erifiée au moins aveca = 0. Il eststrictement monotonesi
l’in égalit́e de la monotonie simple est une inégalit́e stricte d̀es queu 6= v.

Le lien avec la convexité est bien connu : une fonction deU dansR, différentiable, est (stricte-
ment) convexe si et seulement si sa dérivée est un oṕerateur (strictement) monotone. De même, le
sous-diff́erentiel d’une fonction (strictement) convexe est un opérateur multivoque (strictement) mono-
tone.

Le cas d’une d́erivée ou d’un sous-diff́erentielfortementmonotone correspond̀a celui d’une fonction
fortementconvexe.

Définition 3.39. On dit qu’une fonctionJ : U→ R estfortement convexesi il existea > 0 tel que pour
toutα ∈ [0,1], toutu et toutv,

J
(
αu+ (1− α)

)
≤ αJ(u)+ (1− α)J(v)− α(1− α)

a

2
‖v − u‖2 . (3.67)

Lemme 3.40. La propriét́e (3.66), écrite pour 9 = ∂ J , et la propríet́e (3.67) sont toutes deux
équivalentes̀a l’in égalit́e suivante : pour tout u, toutv, et tout r∈ ∂ J(u),

J(v) ≥ J(u)+ 〈r , v − u〉 +
a

2
‖v − u‖2 , (3.68)

avecévidemment la m̂eme valeur de a dans les trois cas.

Démonstration.Dans cette d́emonstration, (3.68) joue un rôle central et il est plus facile de démontrer
que les deux autres propriét́es lui sontéquivalentes que de chercherà faire une d́emonstration “circu-
laire”.

(3.68)⇔ (3.67) L’implication de gauchèa droite est obtenue en utilisant une première fois (3.68) avec
u ← αu + (1− α)v, r ∈ ∂ J

(
αu + (1− α)v

)
et v ← v, puis une seconde fois avec la même

substitution pouru et r mais avec la substitutionv← u. La premìere ińegalit́e ainsi obtenuéetant
multipliée par 1− α et la seconde parα, on les additionne et on trouve (3.67).

Réciproquement, partant de (3.67) que l’on peut réécrire

(1− α)
(
J(v)− J(u)

)
≥ J

(
αu+ (1− α)v

)
− J(u)+ α(1− α)

a

2
‖v − u‖2 ,

il vient, avecr ∈ ∂ J(u),

(1− α)
(
J(v)− J(u)

)
≥ (1− α) 〈r , v − u〉 + α(1− α)

a

2
‖v − u‖2 ,

que l’on divise membrèa membre par 1− α, puis l’on prendα = 1 pour obtenir (3.68).

(3.68)⇔ (3.66) L’implication de gauchèa droite est obtenue eńecrivant (3.68) une seconde fois après
avoir interverti le r̂ole deu etv (s ∈ ∂ J(v) prenant donc la place der dans cette deuxième version),
puis en additionnant les deux versions, ce qui donne (3.66) pour9 = ∂ J.
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Réciproquement, on considère la fonction

f (β) = J
(
(1− β)u+ βv

)
. (3.69)

Lorsqueβ varie de 0à 1,w(β) = (1− β)u + βv varie deu à v sur la droite joignant ces deux
points. La fonctionf n’est pas diff́erentiable siJ ne l’est pas, mais elle est convexe et admet des
dérivées directionnelles de part et d’autre de chaque point. Au pointβ dans la direction+1, on a

D f (β;1) = lim
ε→0+

(
J
(
w(β + ε)

)
− J

(
w(β)

))
/ε

≥
〈
rβ , v − u

〉 (
rβ ∈ ∂ J

(
w(β)

))
≥ 〈r , v − u〉 + aβ ‖v − u‖2

(
r ∈ ∂ J(u)

)
,

en utilisant (3.66). D’apr̀es cette ińegalit́e, il est clair que

f (1)− f (0) ≥
∫ 1

0

(
〈r , v − u〉 + aβ ‖v − u‖2

)
dβ

= 〈r , v − u〉 + a ‖v − u‖2 /2 ,

ce quiétablit (3.68).

3.5 Annexe : Propríeté de Lipschitz

Définition 3.41. Un oṕerateur9 de l’espace de HilbertU dans son dual v́erifie lapropriét́e de Lipschitz,
ou estLipschitzien, si

∃A > 0 : ∀u, v ∈ U, ‖9(u)−9(v)‖ ≤ A‖u− v‖ . (3.70)

Pour un oṕerateur lińeaire,A est un majorant de la norme d’opérateur d́efinie par :

‖9‖ = sup
‖u‖≤1
‖9(u)‖ .

Évidemment, la d́efinition (3.70) n’a de sens que pour un opérateur univoque. On l’applique main-
tenantà la d́erivée d’une fonction.

Lemme 3.42.

1. Si J est diff́erentiable et de d́erivée Lipschitzienne avec la constante A, alors, pour tous u, v,

J(v) ≤ J(u)+
〈
J ′(u) , v − u

〉
+

A

2
‖v − u‖2 . (3.71)

2. Le fait que J′ soit Lipschitzienne avec la constante A estéquivalente au fait que J et J′ vérifient
l’in égalit́e

J(v) ≥ J(u)+
〈
J ′(u) , v − u

〉
+

1

2A

∥∥J ′(v)− J ′(u)
∥∥2
. (3.72)

Démonstration.
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1. On utilise à nouveau la fonctionf (·) définie par (3.69). Cette fois-ci, cette fonction est
diff érentiable et l’on a

f ′(β) =
〈
J ′
(
w(β)

)
, v − u

〉
=
〈
J ′(u) , v − u

〉
+
〈
J ′
(
w(β)

)
− J ′(u) , v − u

〉
≤
〈
J ′(u) , v − u

〉
+ βA‖v − u‖2

en utilisant successivement l’inégalit́e de Schwarz et l’hypoth̀ese. Ensuite, par intégration deβ = 0
àβ = 1, on obtient le ŕesultat d́esiŕe.

2. La propríet́e de Lipschitz deJ ′ entrâınant (3.71), on utilise cette inégalit́e avecv −
(
J ′(v) −

J ′(u)
)
/A à la place dev etv à la place deu, ce qui donne

J

(
v −

1

A

(
J ′(v)− J ′(u)

))
≤ J(v)+

1

A

(
−
〈
J ′(v) , J ′(v)− J ′(u)

〉
+

1

2

∥∥J ′(v)− J ′(u)
∥∥2
)
.

Par ailleurs, du fait de la convexité deJ,

J
(
v −

1

A

(
J ′(v)− J ′(u)

))
≥ J(u)+

〈
J ′(u) , v − u−

1

A

(
J ′(v)− J ′(u)

)〉
.

En combinant ces deux inégalit́es, on obtient (3.72).

Réciproquement, supposant (3.72), on peut récrire cette ińegalit́e en intervertissant le rôle deu et
v, puis sommer les deux versions pour obtenir

〈
J ′(v)− J ′(u) , v − u

〉
≥

1

A

∥∥J ′(v)− J ′(u)
∥∥2
. (3.73)

En utilisant ensuite l’ińegalit́e de Schwarz pour majorer le premier membre de (3.73), on obtient
la propríet́e de Lipschitz apr̀es simplification.

On ne peut pas vraimenténoncer une réciproque de la première partie de ce lemme. On peut seulement
montrer que (3.71) entraı̂ne la propríet́e que, pour tousu, v,〈

J ′(u)− J ′(v) , u− v
〉
≤ A‖u− v‖2 ,

propríet́e a priori plus faible que la propriét́e de Lipschitz.

3.6 Annexe : Propríeté de Dunn

Définition 3.43. Un oṕerateur9 de l’espace de HilbertU dans son dual v́erifie la propriét́e de Dunn
avec la constanteA si

∃A > 0 : ∀u, v ∈ U, 〈9(u)−9(v) , u− v〉 ≥
1

A
‖9(u)−9(v)‖2 . (3.74)

Cette propríet́e est en fait tout simplement la propriét́e de forte monotonie avec la constante 1/A pour
l’opérateur (́eventuellement multivoque)9−1 (il suffit, pour le voir, de poserp = 9(u) et q = 9(v),
doncu ∈ 9−1(p) et v ∈ 9−1(q)). Elle a ét́e nomḿee ainsi parce que J.C. Dunn [15] a montré que
si 9 est la d́erivée J ′ d’une fonction convexedeux foisdiff érentiable, et siJ ′ est Lipschitzienne de
constanteA, alors9 vérifie (3.74).
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En fait, comme on va le voir dans la suite, l’hypothèse de ŕegularit́e C2 de J est inutile. De plus,
dans le cas d’un oṕerateur “non syḿetrique”, c’est-̀a-dire nońegalà la d́erivée d’une fonctionJ (ou “ne
dérivant pas d’un potentiel”), la propriét́e de Dunn est plus forte, mais aussi plus intéressante du point de
vue de la convergence des algorithmes, que la propriét́e de Lipschitz qu’elle entraı̂ne (en particulier, cela
montre que9 est ńecessairement univoque).

Il est cependant possible de montrer une forme d’équivalence entre les deux propriét́es (mais avec
des constantes différentes) pour des opérateurs fortement monotones.

Lemme 3.44.

1. Si9 vérifie la propríet́e de Dunn avec la constante A, alors9 est monotone et Lipschitzienne de
constante A.

2. Si9 est fortement monotone de constante a et Lipschitzienne de constante A, alors9 vérifie la
propriét́e de Dunn avec la constante A2/a.

3. Si9 est la d́erivée J′ d’une fonction J , et si J′ est Lipschitzienne de constante A, J′ vérifie aussi
la propriét́e de Dunn avec la m̂eme constante.

4. Les propríet́es de Dunn et de Lipschitz de J′ et l’inégalit́e (3.72)sont troisénonćeséquivalents.

Démonstration.

1. La propríet́e (3.74) entrâıneévidemment la monotonie de9. De plus, par l’ińegalit́e de Schwarz,

〈9(u)−9(v) , u− v〉 ≤ ‖9(u)−9(v)‖ ‖u− v‖ ,

et donc
1

A
‖9(u)−9(v)‖2 ≤ ‖9(u)−9(v)‖ ‖u− v‖ .

En simplifiant par‖9(u)−9(v)‖, on obtient l’ińegalit́e de Lipschitz pour9 avec la constanteA.

2. Supposons maintenant que9 est fortement monotone et Lipschitzienne de constantes respectivesa
et A :

〈9(u)−9(v) , u− v〉 ≥ a ‖u− v‖2 ,

‖9(u)−9(v)‖2 ≤ A2
‖u− v‖2 .

En combinant ces deux inégalit́es,

〈9(u)−9(v) , u− v〉 ≥
a

A2
‖9(u)−9(v)‖2 ,

ce qui montre que9 a la propríet́e (3.74) avec la constanteA2/a.

3. On a d́ejà vu dans la preuve du Lemme 3.42 que la propriét́e de Lipschitz entrâıne (3.72) qui
entrâıne (3.73) qui n’est autre que la propriét́e de Dunn deJ ′.

4. Cetteéquivalence des trois propositions est un simple corollaire de tout ce qui préc̀ede.
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Commentaires 3.45.Ce lemme affirme donc l’équivalence des propriét́es de Dunn et Lipschitz dans
le cas syḿetrique. Dans le cas non symétrique, la propríet́e de Dunn est plus forte que (puisqu’elle
implique) la propríet́e de Lipschitz. Une ŕeciproque est possible seulement dans le cas fortement mono-
tone, mais dans ce cas la constante de LipschitzA est en ǵeńeral inf́erieureà la constante de Dunn (es-
timée) A2/a (car bien ŝur A/a ≥ 1). L’exemple suivant montre que pour un opérateur non syḿetrique,
la propríet́e de Lipschitz n’implique pas la propriét́e de Dunn en ǵeńeral.

Exemple 3.46.La matrice
(

0 1
−1 0

)
qui repŕesente la rotation deπ/2 dans le plan est́evidemment un

opérateur lińeaire Lipschitzien, mais cet opérateur ne v́erifie pas la propríet́e (3.74).

Soit J une fonctionà valeurs ŕeelles etUad un sous-ensemble convexe fermé deU. On consid̀ere
l’in équation variationnelle : trouveru] ∈ Uad tel que

∀u ∈ Uad,
〈
9(u]) , u− u]

〉
+ J(u)− J(u]) ≥ 0 . (3.75)

On sait que si9 est fortement monotone,u] est unique. De façon analogue, si9 vérifie la propríet́e de
Dunn, c’est9(u]) qui est unique m̂eme siu] ne l’est pas.

Lemme 3.47. Soit u] et u∗ deux solutions de(3.75). Alors9(u]) = 9(u∗).

Démonstration.On a simultańement〈
9(u]) , u∗ − u]

〉
+ J(u∗)− J(u]) ≥ 0

et 〈
9(u∗) , u] − u∗

〉
+ J(u])− J(u∗) ≥ 0 ,

d’où, par addition, 〈
9(u])−9(u∗) , u∗ − u]

〉
≥ 0 ,

mais avec (3.74),

−
1

A

∥∥9(u])−9(u∗)∥∥2
≥ 0 ,

ce quiétablit le ŕesultat.

3.7 Annexe : Probl̀emes sous contraintes et dualité

On se reporteràa la ŕeférence [9] pour un traitement plus exhaustif.

3.7.1 Formulation et relation d’ordre dans un espace de Hilbert

On consid̀ere des problèmes de la forme suivante :

min
u∈Uad

J(u) (3.76a)

sous 2(u) ∈ −C , (3.76b)

où
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• J est une fonction s.c.i. d’un espace de HilbertU dansR ;

• Uad est un sous-ensemble convexe fermé deU ;

• 2 est une application deU dans un autre espace de HilbertC ;

• C est un ĉone convexe ferḿe deC tel que

C ∩ (−C) = {0} . (3.77)

En introduisantC, le but est de munir l’espaceC d’unerelation d’ordrenot́ee� ainsi d́efinie :

θ1 � θ2⇔ θ1− θ2 ∈ C .

Cette relation est bien

• réflexive :θ � θ car 0∈ C ;

• transitive : siθ1 − θ2 ∈ C et θ2 − θ3 ∈ C, alorsθ1 − θ3 ∈ C (en effet, dans un ĉone convexe, si
x1 et x2 sont dansC, y1 = (1/α)x1 et y2 = (1/(1− α))x2 le sont aussi, pourα ∈]0,1[, et donc
αy1+ (1− α)y2 = x1+ x2 l’est aussi) ;

• antisyḿetrique : siθ1− θ2 ∈ C et θ2− θ1 ∈ C, alorsθ1− θ2 = 0, ceci gr̂aceà (3.77).

Un exemple classique est le cas où C = Rm et l’on prend

C = (R+)m =
{
x ∈ Rm

| xi ≥ 0, i = 1, . . . ,m
}
.

Cette relation d’ordre est compatible avec la structure d’espace vectoriel, c’est-à-dire, siθ1 � 0 et
θ2 � 0, alorsθ1 + θ2 � 0 (comme d́ejà vu ci-dessus pour un cône convexe) etαθ � 0 pourα ≥ 0 (c’est
la propríet́e même de ĉone). De plus, la limite d’une suite d’éléments positifs est uńelément positif (car
C est ferḿe).

Le côneC est appeĺe “c ône positif primal”. La contrainte (3.76b) doit̂etre comprise comme un
ensemble de contraintes inégalit́e, éventuellement en dimension infinie. En fait, le cas des contraintes
égalit́e est aussi couvert par cetteécriture : il suffit de consid́ererC = {0} qui est bien encore un cône
convexe. Plus ǵeńeralement, le ḿelange de contraintes inégalit́e et égalit́e se traite en considérant un
cône du typeC = Ci × Ce avecCe = {0} : Ce correspond au sous-espace dans lequelévolue le second
membre des contrainteségalit́e.

Remarque 3.48.Notons qu’en plus des contraintes (3.76b), il existe toujours des contraintes implicites
du typeu ∈ Uad, mais seules les premières vont̂etre dualiśees.

3.7.2 Convexit́e et croissance en relation avec un cône positif

À partir de la relation d’ordre surC définie par le ĉoneC, une notion de convexité pour des fonctions̀a
valeurs dansC peutêtre d́efinie. On dit que2 : U→ C estC-convexesi

∀u, v ∈ U, ∀α ∈ [0,1], α2(u)+ (1− α)2(v)−2
(
αu+ (1− α)v

)
∈ C . (3.78)

Notons que siC = {0}, ceci signifie simplement que2 est affine.
De même, pour une fonctionφ deC dansR, on dit queφ estC-non d́ecroissantesi

θ1− θ2 ∈ C⇒ φ(θ1) ≥ φ(θ2) . (3.79)

Exercice 3.49.Montrer que la compositionφ ◦2 d’une fonctionC-convexe2 avec une fonctionC-non
décroissante et convexeφ est convexe.
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θ+C∗

C

C

∗

−

θθ−

Figure 3.2: Ĉone, ĉone adjoint et d́ecomposition orthogonale

3.7.3 Ĉone positif dual

De même qu’une relation d’ordre áet́e introduite dans l’espaceC par l’intermédiaire d’un ĉone convexe
fermé C, une relation d’ordre peut̂etre introduite dans l’espace dualC∗ des multiplicateurs associés
aux contraintes (3.76b). Bien qu’un espace de Hilbert soit identifiableà son dual, il n’est pas approprié
d’utiliser nécessairementle mêmecône positif dansC etC∗. Une fois introduitC, cône positif primal, on
introduit le“c ône positif dual”, ou “c ône adjoint”, ou encore“c ône conjugúe” , not́eC∗ et ainsi d́efini :

C∗ =
{

p ∈ C∗ | 〈p , θ〉 ≥ 0,∀θ ∈ C
}
. (3.80)

Cette d́efinition est illustŕee par la Figure 3.2. On appelle parfois−C∗ le “c ône polaire” deC. Dans le
cas classique òu C = (R+)m, C∗ cöıncide avecC (si Rn est identifíe à son dual). Mais ce n’est pas le cas
en ǵeńeral, et c’est pourquoi nous préfèrerons les notationsθ ∈ C ouθ ∈ C∗, plutôt queθ � 0 qui serait
ambigue lorsque l’espaceC est identifíe à son dual.

La Figure 3.2 illustréegalement la d́ecomposition orthogonale et unique de toutélémentθ ∈ C en
deuxéléments :17 θ+ = projC θ et θ− = proj−C∗ θ tels que

〈
θ+ , θ−

〉
= 0.

Exercice 3.50.Montrer que si2 : U→ C estC-convexe et sip ∈ C∗, alors la fonctioǹa valeurs ŕeelles
u 7→ 〈p ,2(u)〉 est convexe (au sens ordinaire du terme).

3.7.4 Lagrangien et dualit́e

Un outil de base de la dualité est leLagrangienassocíe au probl̀eme (3.76),̀a savoir

L(u, p) = J(u)+ 〈p ,2(u)〉 . (3.81)

On l’appelle aussi “Lagrangien ordinaire” par opposition au Lagrangien augmenté dont il est aussi ques-
tion dans ce cours.

Un point selledeL surUad
× C∗ est un point(u], p]) dans ce sous-ensemble et tel que

∀(u, p) ∈ Uad
× C∗, L(u], p) ≤ L(u], p]) ≤ L(u, p]) . (3.82)

Exercice 3.51.Démontrer que l’ensemble des points selle deL est un “rectangle” en ce sens que si
(u]1, p]1) et (u]2, p]2) sont des points selle, alors(u]1, p]2) et (u]2, p]1) le sont aussi.

Exercice 3.52.Démontrer que si(u], p]) est un point selle deL surUad
×C∗, alorsu] est une solution

de (3.76).

17Bien ŝur, on doit ici encore identifierC∗ à C par le th́eor̀eme de repŕesentation de Riesz pour que la somme des deux
éléments ait un sens.
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Remarque 3.53.Le fait que p est restreint̀a C∗ est l’équivalent en dimension infinie du fait que les
multiplicateurs sont non ńegatifs pour des contraintes inégalit́e. On doit en effet noter que les contraintes
égalit́e correspondent au cas où C = {0}, et que dans ce cas, en appliquant la définition (3.80), on a
C∗ = C∗, ce qui signifie qu’il n’y a pas de contrainte de signe sur les multiplicateurs.

La réciproque de l’́enonće de l’Exercice 3.52 repose sur les conditionssuffisantessous lesquelles une
fonction admet un point selle. Essentiellement, il y a trois types d’hypothèses :

• des hypoth̀eses de convexité-concavit́e ;

• des hypoth̀eses de semi-continuité inférieure-suṕerieure destińeesà garantir l’atteignabilit́e des
minima-maxima ;

• des hypoth̀eses de coercivité destińeesà garantir qu’ils sont atteints̀a distance finie.

Dans le cas particulier du Lagrangien du problème d’optimisation (3.76), on est donc conduità supposer
que

• Uad est convexe ferḿe ainsi que le ĉoneC ;

• J est convexe, s.c.i. et coercive (voir (3.2)) ;

• 2 estC-convexe18 (et il faut faire une hypoth̀ese de continuité pour garantir queu 7→ 〈p ,2(u)〉
est s.c.i pour toutp ∈ C∗ — dans la pratique, pour la convergence des algorithmes, on supposera
même que2 est Lipschitzienne) ;

• une certainecondition de qualification des contraintesest satisfaite (voir ci-dessous).

Le rôle de cette qualification des contraintes est d’assurer la coercivité deL dans l’espace dualC∗, c’est-
à-dire par rapport̀a p. Elle s’énonce

0 ∈ int
(
2(Uad)+ C

)
. (3.83)

Moyennant les hypoth̀eses ci-dessus, on peut affirmer l’existence d’un point selle du Lagrangien du
probl̀eme (3.76). L’Exercice 2.29 en fin de Chapitre 2 a cependant montré que ces hypoth̀eses ne sont
pasnécessairespour qu’un point selle existe.

3.8 Corrigé des exercices

3.8.1 Corrigé de l’Exercice 3.4

Avec K (·) = 1/2‖·‖2 etJ identiquement nul, le problème (3.8c) peut̂etreécrit

min
u∈Uad

(1
2

∥∥u− uk
+ εkr k

∥∥2 )
−

1

2

∥∥uk
− εkr k

∥∥2
.

Par d́efinition de la projection sur un convexe (pointà distance minimale d’un point donné et appartenant
au convexe), on voit que la solution de ce problème est donńee par la formule (3.10) avecéventuellement
r k remplaće par∇ J(uk).

18donc, comme on l’a vu, affine lorsqueC = {0}— cas des contrainteśegalit́e
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3.8.2 Corrigé de l’Exercice 3.12

Il suffit de noter qu’en raison de (3.12),(
K k

i

)′
(ui ) = JJJ ′ui

(uk
1, . . . ,u

k
i−1,ui ,u

k
i+1, . . . ,u

k
N) ,

et que cette expression peut s’écrireJJJ ′ui
(uk) pour ui = uk

i . Or ceci est la valeur qu’il faut donnerà
la coordonńeer k

i de r k dans (3.8c). Les corrections linéaires apparaissant dans ce problème auxiliaire
s’annulent donc pour le choixεk

= 1.

3.8.3 Corrigé de l’Exercice 3.13

En raison du choix (3.34) pour la dépendance enui de la fonction auxiliaire (augmenté de(γ /2) ‖ui ‖
2)

et en prenantεk
= 1 pour calculer les corrections linéaires enu, on aà nouveau une simplification de la

correction lińeaire enui , sauf pour le terme−γ
〈
uk

i ,ui
〉
, qui, combińe avec(γ /2) ‖ui ‖

2, donne le dernier

terme de (3.35)̀a une constante près,à savoir(γ /2)
∥∥uk

i

∥∥2
; ce probl̀eme (3.35) constitue donc bien le

sous-probl̀eme auxiliaire enui . Pour ce qui est du sous-problème auxiliaire env (résolu une fois que
uk+1 a ét́e calcuĺe, selon le sch́ema śequentiel), la d́ependance de la fonction auxilaire (3.33) par rapport
àv et la correction lińeaire env (avec le “pas”ρk) conduità

min
v

(
1

2
‖v‖2+

〈
ρk J ′v(u

k+1, vk)− vk , v
〉)
.

La résolution explicite de ce problème conduit bieǹa la formule (3.32) si l’on note queϕ′(vk) est bien
évalúe à J ′v(u

k+1, vk) d’apr̀es (3.31).

3.8.4 Corrigé de l’Exercice 3.16

Compte tenu des valeurs prises ici parLLL, L et3 (voir (3.38)), l’inéquation variationnelle (3.37b) donne
ici, avecû = uk+1, v = uk, q = pk, exactement (3.44), ce qui correspond au problème (3.39a). On doit
ensuite consid́erer l’inéquation variationnelle (3.37c) aveĉu = v = uk+1 en raison du sch́ema śequentiel
adopt́e, et p̂ = pk+1, q = pk; ceci conduit̀a

∀p ∈ C∗,

〈
−

1

α
pk+1
+ ε

(
ΘΘΘ(uk+1)+ T(uk+1)

)
+

1

α
pk , p− pk+1

〉
≤ 0 ,

ce quiéquivautà (3.39b), compte tenu du fait queρ = αε.

3.8.5 Corrigé de l’Exercice 3.21

La projectionp] calcuĺee par (3.47) est caractériśee par l’ińequation variationnelle

∀p ∈ C∗,
〈
p] + ρ(ΘΘΘ + T)(u])− p] , p− p]

〉
≤ 0 ,

ce qui est exactement l’inégalit́e de gauche du point selle.

3.8.6 Corrigé de l’Exercice 3.22

On a, pour toutz ∈ C, 〈
x − projC x , z− projC x

〉
≤ 0 ,〈

y− projC y , z− projC y
〉
≤ 0 .
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On posez = projC y dans la premìere ińequation etz = projC x dans la seconde et on additionne les
inéquations ainsi obtenues, ce qui donne∥∥projC y− projC x

∥∥2
≤
〈
y− x ,projC y− projC x

〉
,

d’où l’on déduit facilement (3.48).

3.8.7 Corrigé de l’Exercice 3.25

L’application de (3.37) avec le choix (3.51) de la fonction auxiliaire3 et avecv = uk, q = pk, û = uk+1,
p̂ = pk+1, avec

r = LLL′u(uk, pk) = JJJ (uk)+
(
ΘΘΘ ′(uk)

)∗
· pk ,

où ∗ désigne l’oṕerateur adjoint, et avec

sk
= LLL′p(uk, pk) =ΘΘΘ(uk) ,

donne lieu aux ińequations variationnelles suivantes

∀u ∈ Uad,
〈
K ′(uk+1)+ εJJJ ′(uk)− K ′(uk) , u− uk+1

〉
+
〈
pk+1 , �′(uk+1) · (u− uk+1)

〉
+
〈
pk ,

(
εΘΘΘ ′(uk)−�′(uk)

)
· (u− uk+1)

〉
+ ε

(
J(u)− J(uk+1)+

〈
pk+1 ,T(u)− T(uk+1)

〉 )
≥ 0 , (3.84a)

∀p ∈ C∗,
〈
�(uk+1)−�(uk)+ ε

(
ΘΘΘ(uk)+ T(uk+1)

)
, p− pk+1

〉
≤ 0 . (3.84b)

Ces ińequations variationnelles sont exactement les conditions d’optimalité du probl̀eme (3.52).

3.8.8 Corrigé de l’Exercice 3.30

La fonction de Lyapounov (3.59) est une forme quadratique construite sur la matrice d’opérateurs

1

2

(
J T∗

T 2TJ−1T∗

)
.

Une condition ńecessaire et suffisante pour que cette forme quadratique soit fortement convexe est que
les “mineurs principaux”, c’est-à-direJ et 2TJ−1T∗ − TJ−1T∗ = TJ−1T∗, soient fortement convexes,
ce qui est garanti par l’hypothèse (H1) surJ et l’hypoth̀ese de surjectivité (H2) surT. Les deux premiers
termes de (3.59) correspondent au Lagrangien du problème original. Quant au dernier terme, destiné à
“convexifier” le Lagrangien, il peut s’interpréter de la façon suivante. Pour le calcul deψ(p) (voir (2.4)),
il faut minimiser le Lagrangien enu à p donńe : on trouve ici

û(p) = −J−1(T∗p+ j) et ψ(p) = −
1

2

〈
p ,TJ−1T∗p

〉
+ termes lińeaires et constants.

À ces termes pr̀es (qui ne sont pas essentiels dans la définition d’une fonction de Lyapounov), on peut
consid́erer que (3.59) est́egaleà L(u, p) − 2ψ(p). Cette expression estétudíee dans un cadre plus
géńeral (non ńecessairement quadratique) dans [7, Conclusion] où l’on montre qu’elle a en effet un
certain nombre de propriét́es int́eressantes qui la qualifient comme une “bonne” fonction de Lyapounov.

3.8.9 Corrigé de l’Exercice 3.32

Sib est la constante de forte monotonie deK , alors〈u ,Ku〉 ≥ b‖u‖2, et siA est la constante de Lipschitz
de J, alors〈u , Ju〉 ≤ A‖u‖2, d’où il doit être clair que l’on peut garantir que l’opérateur (3.58a) est
fortement monotone si (3.15) est vérifiée.
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3.8.10 Corrigé de l’Exercice 3.35

On repart̀a nouveau de (3.37) avecL donńe par (3.61) et d́ecompośe selon (3.63),3 donńe par (3.64),
et en se plaçant au pask de l’algorithme. On ne doit pas perdre de vue que les inéquations variation-
nelles (3.37b)–(3.37c) doivent maintenantêtreécrites deux fois : une fois pour le couple(u, p), les vari-
ables(w,µ) étant alors fix́eesà leurs valeurs courantesà l’indice k), et une fois pour le couple(w,µ),
les varaibles(u, p) étant alors fix́eesà leurs valeurs courantesà l’indice k + 1 (en raison du sch́ema
séquentiel adopté). Ceci donne successivement :

∀u ∈ Uad,
〈
K ′(uk+1)− K ′(uk)+ εJJJ ′(uk) , u− uk+1

〉
+ε

〈
µk ,

(
ΘΘΘ ′(uk)− (1/ε)�′(uk)

)
· (u− uk+1)

〉
+ ε

(
J(u)− J(uk+1)+

〈
pk+1 ,T(u)− T(uk+1)+ (1/ε)

(
�(u)−�(uk+1)

)〉 )
≥ 0 ,

ε
(
wk
+ T(uk+1)+ (1/ε)�(uk+1)

)
= 0 ,

puis

wk+1
− wk

α
+ ε(pk+1

− µk) = 0 ,

−
µk+1
− µk

β
+ ε

(
ΘΘΘ(uk+1)− (1/ε)�(uk+1)− wk

)
= 0 .

Ces conditions sont directement interprétables en termes de (3.65) moyennant les définitions deρ1 etρ2.

3.8.11 Corrigé de l’Exercice 3.37

Le déplacement du terme−〈µ ,w〉 deLLL versL n’affecte que les deux dernièreséquations ci-dessus où
il faut remplacer le dernier termewk, respectivementµk, par wk+1, respectivementµk+1. Ceci conduit̀a
des formules implicites dont la résolution m̀ene aux formules (2.22c)–(2.22d)à condition d’adapter les
notations (remplacer(εk, ρk) par(ρ1, ρ2) et

∑
j 6=i 2i j (u

k+1
j ) parΘΘΘ(uk+1)− (1/ε)�(uk+1)).

3.8.12 Corrigé de l’Exercice 3.49

En appliquantφ à θ1 = α2(u) + (1− α)2(v) et à θ2 = 2
(
αu + (1− α)v

)
, on a, du fait de (3.78) et

(3.79) :

φ B2
(
αu+ (1− α)v

)
≤ φ

(
α2(u)+ (1− α)2(v))

≤ αφ B2(u)+ (1− α)φ B2(v) ,

cette dernìere ińegalit́e du fait de la convexité deφ. Ceciétablit le ŕesultat souhaité.

3.8.13 Corrigé de l’Exercice 3.50

On fait le produit de dualit́e du premier membre de (3.78) avecp. Du fait de (3.80), ce produit est non
négatif, ce quíetablit le ŕesultat d́esiŕe.
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3.8.14 Corrigé de l’Exercice 3.51

On a les deux ińegalit́es :∀u ∈ Uad, ∀p ∈ C∗,

L(u1, p) ≤︸︷︷︸
a

L(u1, p1) ≤︸︷︷︸
b

L(u, p1) , (3.85)

L(u2, p) ≤︸︷︷︸
a

L(u2, p2) ≤︸︷︷︸
b

L(u, p2) . (3.86)

Alors,

L(u2, p1) ≤ L(u2, p2) d’apr̀es (3.86a),

≤ L(u1, p2) d’apr̀es (3.86b),

≤ L(u1, p1) d’apr̀es (3.85a),

≤ L(u2, p1) d’apr̀es (3.85b),

d’ou l’on déduit l’égalit́e des quatre valeursL(ui , p j ), i = 1,2, j = 1,2. Alors,∀u ∈ Uad, ∀p ∈ C∗,

L(u2, p) ≤ L(u2, p1) d’apr̀es (3.86a) etL(u2, p1) = L(u2, p2) ,

≤ L(u, p1) d’apr̀es (3.85b) etL(u2, p1) = L(u1, p1) ,

ce qui montre que(u2, p1) est un point selle.

3.8.15 Corrigé de l’Exercice 3.52

Avec l’inégalit́e de gauche de (3.82) où l’on choisit p = 0 dans le membre gauche, on déduit que〈
p] ,2(u])

〉
≥ 0 .

Mais on va montrer que2(u]) ∈ −C, et commep] ∈ C par hypoth̀ese, l’ińegalit́e inverse est aussi
vraie, et donc 〈

p] ,2(u])
〉
= 0 . (3.87)

Le fait que2(u]) ∈ −C se d́emontre de la façon suivante : si ce n’est pas vrai, alors en vertu de la
décomposition orthogonale illustrée par la Figure 3.2, projC 2(u

]) 6= 0. On peut alors choisirp =
αprojC 2(u

]), où α est un scalaire positif, dans le membre le plusà gauche de (3.82), et, en laissant
tendreα vers+∞, on obtient une contradiction. Donc projC 2(u

]) = 0, ce quiéquivautà2(u]) ∈ −C
(et doncu] est admissible pour le problème (3.76)).

On va maintenant exploiter l’ińegalit́e de droite de (3.82).̀A cause de (3.87), cette inégalit́e s’́ecrit

∀u ∈ Uad, J(u]) ≤ J(u)+
〈
p] ,2(u)

〉
.

En particulier, puisquep] ∈ C, si2(u) ∈ −C, le dernier terme est non positif, et on a donc montré que
J(u]) ≤ J(u) pour toutu satisfaisant les contraintes du problème (3.76), et doncu], qui est admissible,
est en fait optimal.
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Chapitre 4

Régularisation et Lagrangien augment́e

4.1 Lien entre Lagrangien augment́e et régularisation

4.1.1 Non convexit́e et convexit́e plus ou moins forte

Comme on l’a vu aux Chapitres 2 et 3, l’utilisation de la décomposition par les prix repose sur l’existence
d’un point selle du Lagrangien du problème d’optimisation sous contrainte (3.36). Un saut de dualité
rend donc l’utilisation de cette ḿethode impossible. Comme on l’a vuà l’Exercice 2.29, le saut de dualité
s’accompagne, de plus, de la non différentiabilit́e de la fonction dualeψ définie par (2.4) au point òu
elle atteint son maximum. Or l’algorithme d’Uzawa s’interprète comme un algorithme de gradient ou de
sous-gradient (projeté) pour maximiser cette fonctionψ .

La différentiabilit́e de la fonction dualeψ est garantie lorsque la fonction coût primaleJ eststricte-
mentconvexe. Mais le Th́eor̀eme 3.6 a montré qu’un algorithme de gradient par exemple, pourêtre
garanti de converger avec des pas fixes, ou en tout cas ne tendant pas vers 0, nécessite que le gradient soit
Lipschitzien. Le Lemme 3.18 a montré que la fonctionψ a une d́erivée Lipschitzienne dans le cas où la
fonction côut primaleJ estfortementconvexe. C’est cette hypothèse qui áet́e requise au Th́eor̀eme 3.20
(voir (H3)) pour montrer la convergence de l’Algorithme 3.15 dont Uzawa est un cas particulier.

Ainsi, bien qu’on puisse garantir l’existence d’un point selle du Lagrangien dans le cas d’un
probl̀eme de minimisation sous contraintesimplement convexe(moyennant quelques autres hypothèses
techniques — voir Annexe, §3.7), les algorithmes nécessitent, quantà eux, une hypoth̀ese deforte con-
vexit́e. L’Exercice 2.30 a montré que l’absence de forte convexité ne permet pas d’espérer la convergence
d’algorithmes du type Uzawa en ce qui concerne plus particulièrement les variables primales, même si
on parvenait̀a faire converger les variables duales vers leur valeur optimale par une stratégie adapt́ee
concernant le choix des pas de l’algorithme d’Uzawa (pas “en série divergente” — voir Annexe, §2.3).

4.1.2 Lagrangien augment́e

La technique du Lagrangien augmenté (aussi appelée “multiplier method” en Anglais) áet́e intro-
duite pour surmonter les sauts de dualité survenant dans le cas non convexe (voir [3]) : une in-
terpŕetation ǵeoḿetrique va nous permettre de comprendre comment. Nous allons pour cela reprendre
l’Exercice 2.29.

On a vu qu’un saut de dualité survient lorsque la fonction “perturbation” (cas de contrainteségalit́e)

ϕ(θ) =
{

min J(u) | u ∈ Uad et 2(u) = θ
}

(4.1)

ne cöıncide pas enθ = 0 avec son enveloppe convexe. Comme l’a montré la d́emarche de l’exercice, le
fait que l’enveloppe convexe deϕ joue un r̂ole provient du fait que le LagrangienJ(u)+ 〈p ,2(u)〉 est
interpŕet́e comme l’ordonńeeà l’origine d’un hyperplan de coefficient directeur−p dans l’espaceC×R

89
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ϕ

θ

Figure 4.1: Graphe deϕ et enveloppe de paraboles concaves

passant par le point
(
2(u), J(u)

)
. Minimiser le Lagrangien, c’est-à-dire calculer la fonction dualeψ(p),

c’est rechercher l’ordonńeeà l’origine de l’hyperplan de “pente”−p s’appuyant sur l’́epigraphe deϕ.
Toutes ces interprétations ǵeoḿetriques sont illustŕees par la Figure 2.4.

Dans cette optique, l’id́ee du Lagrangien augmenté consiste, pour “ausculter” l’épigraphe deϕ, à
remplacer les “objets plats” que sont les hyperplans par des objets concaves, et suffisamment “poin-
tus” pour venir se loger dans les “trous”éventuels de l’́epigraphe. Ainsi, si on remplace le Lagrangien
ordinaire (3.81) par le Lagrangien augmenté

Lc(u, p) = J(u)+ 〈p ,2(u)〉 +
c

2
‖2(u)‖2 , (4.2)

où c est un nombre positif, cela revient, selon le point de vue de la question 2 de l’exercice,à remplacer
l’hyperplan d’́equationy = −〈p , x〉 + a par le parabolöıde concave

y = −〈p , x〉 −
c

2
‖x‖2+ a ,

qui est d’autant plus “pointu” quec est grand.
Il est facile de constater que toutes les questions de l’Exercice 2.29 peuventêtre reprises avec ce

nouvelélément d’appuìa la place de l’hyperplan préćedent.
La Figure 4.1 illustre ce qui va se passer dans cette nouvelle situation : sic est assez grand, la famille

de paraboles d’appui indexée par leur “pentèa l’origine” −p va parvenir̀a “suivre” l’épigraphe deϕ, y
compris dans sa partie concave. Ainsi, si l’enveloppe de cette famille de paraboles d’appui coı̈ncide en 0
avecϕ(0), on aura surmonté le saut de dualité et on aura ŕealiśe la condition de point selle

max
p

min
u

Lc(u, p) = min
u

max
p

Lc(u, p) .

Par contre, sic n’est pas assez grand pour les concavités de l’́epigraphe deϕ, la Figure 4.2 montre
que le saut de dualité subsiste (mais est atténúe par rapport̀a ce qu’il serait avec le Lagrangien ordinaire).

En fait, pour certains problèmes, il sera impossible de réduire le saut de dualité à 0 avec cette tech-
nique m̂eme pourc arbitrairement grand.
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ϕ

θ

saut de dualité

Figure 4.2: Le saut de dualité subsiste sic n’est pas assez grand (mais il est plus petit que pourc = 0)

ϕ

θ

Figure 4.3: Cas de problèmes en variables entières ou mixtes
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����� ��

ϕ

θ

localisation

Figure 4.4: D́ecroissance plus rapide que quadratique et effet de la “localisation”

• Il y a d’abord les probl̀emes en variables entières ou mixtes pour lesquels des discontinuités deϕ
ne sont pas exclues (changement brutal de la solution entière pour une faible variation de la per-
turbationθ ), ce qui peut conduirèa la situation illustŕee par la Figure 4.3 : aucune “parabole” ne
peut “combler le trou” cauśe par une discontinuité verticale au voisinage du pointθ = 0.

Ceci dit, on observera que même dans ces cas, le saut de dualité sera moindre avec le Lagrangien
augment́e qu’avec le Lagrangien ordinaire.1

• Il y a ensuite le cas des problèmes òuϕ peut tendre vers−∞ plus vite qu’une fonction quadratique
de la perturbationθ . Alors, aucune “parabole” ne peut rester entièrement sous le graphe deϕ
comme l’illustre la Figure 4.4.

Mais cette figure illustre aussi le fait que si on limite la plage de variation des variables primales (en
remplaçantUad parUad

∩V(u0), oùV(u0) désigne un voisinage convexe fermé d’une estimationu0

de la solutionu]), ce qui aura pour effet de limiter aussi la plage atteignable pourθ , remplaçant
ϕ(θ) par la valeur+∞ en dehors de cette plage atteignable,2 alors les “branches infinies” du graphe
deϕ sont “redresśees” vers le haut, et le problème d’une d́ecroissance plus rapide que quadratique
disparâıt.

C’est pourquoi, dans la théorie du Lagrangien augmenté pour le casnon convexe(voir [3]), on ne
prétend retrouver qu’un point selle “local” pourc assez grand : le mot “local” doit̂etre compris
au sens ci-dessus, c’est-à-dire celui d’une limitation des variables primalesà un voisinage de la
solution.

Le fait de retrouver un point selle, m̂eme seulement local, estévidemment un progrès d́ecisif pour
appliquer une ḿethode dualèa un probl̀eme d’optimisation sous contrainte non convexe. Mais, même
dans le cas convexe, l’utilisation du Lagrangien augmenté est un tr̀es grand pas en avant.

1La “relaxation lagrangienne” est une technique très ŕepandue pour approcher la solution de problèmes en variables entières
ou mixtes, en particulier parce qu’elle conduit souventà une d́ecomposition de la minimisation primale. Beaucoup d’auteurs
dans la litt́erature, s’ils n’ignorent pas que le Lagrangien augmenté est pŕeférable du point de vue de la réduction du saut de
dualit́e — facilitant d’autant la “fabricatioǹa la main” d’une solution admissiblèa partir de la solution obtenue par relax-
ation lagrangienne —, pensent que le recoursà cette technique est interdit par la préoccupation de préserver la possibilité de
décomposition, parce qu’ils ḿeconnaissent en fait le contenu de ce qui va suivre dans ce chapitre.

2
+∞ est la valeur optimale du coût pour un probl̀eme de minimisation sous contrainte dont l’ensemble des solutions

admissibles est vide.
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• On va pouvoir ŕesoudre la difficult́e de convergence des variables primales rencontrées à
l’Exercice 2.30 lorsque la fonction coût n’est ni fortement, ni m̂eme strictement convexe, mais
seulement convexe. Ceci tientà la propríet́e de “stabilit́e enu” du Lagrangien augmenté, d́ejà
évoqúee au Commentaire 2.4-c.

• Par ailleurs, m̂eme dans le cas fortement convexe, tous les essais numériques confirment la plus
grande rapidit́e de convergence des algorithmes par dualité utilisant le Lagrangien augmenté plut̂ot
que le Lagrangien ordinaire.

Les deux points ci-dessus ont une explication commune. Elle aét́e donńee par Rockafellar dans le
cas convexe : on montre que la fonction duale

ψc(p) = min
u∈Uad

Lc(u, p) , (4.3)

analogue de la fonctionψ introduite dans (2.4), mais icià partir du Lagrangien augmenté, est pŕeciśement
reliéeàψ par unerégularisation de Yosida-Moreau. On va voir que cette régularisation transforme une
fonction concaveψ non ńecessairement différentiable en une autre fonction concaveψc, différentiable,
de gradient Lipschitzien, et admettant le même maximum (du point de vue de la valeur de la fonctionψ

et du point de vue des argumentsp] réalisant le maximum).

Remarque 4.1. On a parfois tendancèa voir le Lagrangien augmenté comme le ḿelange d’une tech-
nique de dualit́e (Lagrangien ordinaire) et de pénalisation, le terme supplémentaire(c/2) ‖2(u)‖2 jouant
ce r̂ole. Si cette interpŕetationétait la bonne, l’́equivalent du Lagrangien augmenté pour le cas de con-
traintes ińegalit́e devrait amener̀a remplacer, dans le cas d’une contraintescalaire2(u) ≤ 0, le terme
quadratique par

c

2

(
max

(
0,2(u)

))2
,

et dans le cas ǵeńeral (2(u) ∈ −C), par

c

2

∥∥projC∗ 2(u)
∥∥2
,

car d’apr̀es la d́ecomposition orthogonale illustrée par la Figure 3.2 (et plutôt avec les ĉones oppośes), ce
terme constitue bien une pénalisation de la contrainte.

Or, les formules ci-dessus ne permettent pas de retrouver un Lagrangien augmenté stable enu pour le
cas de contraintes inégalit́e, et en fait ne permettent pas de préserver l’interpŕetation de la ŕegularisation
deψ enψc. L’exercice ci-dessous indique une façon de retrouver les bonnes formules qui seront ex-
plicitées plus loin.

Exercice 4.2. Dans le cas de contraintes inégalit́e pour le probl̀eme (3.36) (c’est-̀a-dire avecC 6= {0}),
on peut se ramener au caségalit́e en introduisant une “variable d’écart” ξ ∈ −C suppĺementaire (par
rapportà laquelle il faudra aussi minimiser) et en transformant la contrainte enégalit́e :2(u)− ξ = 0.

Former le Lagrangien augmenté correspondant̀a ce nouveau problème avec contraintéegalit́e. Mon-
trer que la minimisation enξ ∈ −C de cette expression peutêtre effectúee par des formules analytiques
qui fournissent alors l’expression, ne dépendant plus que deu, qui est la “bonne” expression du Lagrang-
ien augment́e dans le cas ińegalit́e. On pourra, si on le souhaite, commencer par le cas d’une contrainte
scalaire.

4.1.3 Ŕegularisation de Yosida-Moreau

Bien que nous nous en servirons plutôt pour des fonctions concaves, on développe ici le cas convexe.
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Définition 4.3. La régulariśee de Yosida-Moreaud’une fonction convexeJ : U→ R est la fonction

Jc(u) = inf
v∈U

(
1

2c
‖u− v‖2+ J(v)

)
, (4.4)

où c est un scalaire positif.

Le lemme suivant est facilèa d́emontrer.

Lemme 4.4. La fonction Jc est convexe et différentiable. De plus, Jc(u) ≤ J(u) pour tout u dansU,
mais les deux fonctions coı̈ncident sur

arg min
u∈U

J(u) = arg min
u∈U

Jc(u) . (4.5)

Exercice 4.5. Donner une d́emonstration de ce lemme.

Exercice 4.6. Calculer explicitement la transforḿee de Yosida-Moreau deJ : R → R où J(u) = |u|.
Tracer le graphe.

Remarque 4.7. Le fait peutêtre le plus surprenant est queJc, bien que calculée comme l’enveloppe
inférieure d’une famille de fonctions convexes, est malgré tout convexe. Ceci peutêtre d́eduit d’un
résultat plus ǵeńeral qui affirme que si une fonctionf (x, y) estconjointementconvexe en(x, y), alors
la fonction “marginale”g(x) = infy f (x, y) est convexe enx.

Exercice 4.8. Donner une d́emonstration de l’affirmation ci-dessus.

Remarque 4.9. Il faut insister sur le fait que la formule (4.4) et le Lemme 4.4 sonténonćes pour des
minimisations danstout l’espaceU. Si on vise plut̂ot à ŕesoudre un problème de minimisation deJ sur
un sous-ensemble convexe fermé Uad, alors il faut remplacerJ par J + IUad où IUad est la fonction
indicatrice deUad valant 0 siu ∈ Uad et+∞ sinon. La d́efinition (4.4) de la ŕegulariśee devient

Jc(u) = inf
v∈Uad

(
1

2c
‖u− v‖2+ J(v)

)
, (4.6)

alors que (4.5) doit̂etre remplaćee par

arg min
u∈Uad

J(u) = arg min
u∈U

Jc(u) . (4.7)

Autrement dit, le calcul de la régularisation s’op̀ere surUad mais la minimisation de la fonction
régulariśee peut avoir lieu sur tout l’espace (alors quele sch́ema inverse ne marche pas !).

On va montrer que la régulariśee est non seulement différentiable, mais de dérivée Lipschitzienne.
On a donc la possibilité de remplacer la minimisation d’une fonction convexeéventuellement non
diff érentiable par celle d’une fonction de gradient Lipschitzien, ce qui estévidemment plus favorable
sur le plan algorithmique. Malheureusement, en géńeral, le calcul (4.4) ou (4.6) de la régulariśee est
pratiquement aussi compliqué que la ŕesolution du probl̀eme de minimisation original. On va cepen-
dant voir que l’id́ee est exploitable dans le cas de la fonction concaveψ définie par (2.4), non pas que
cette fonction et sa régulariśee soient faciles̀a calculer directement, mais cela reviendraà remplacer le
Lagrangien ordinaire dans (2.4) par le Lagrangien augmenté.
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4.2 Un point de vue sur la ŕegularisation

4.2.1 Bref rappel sur la transformée de Fenchel(-Legendre) et sur l’inf-convolution

Sur les sujets de ce paragraphe, on pourra consulter [24] pour plus de détails.

Définition 4.10. Pour une fonctionJ : U → R, la transforḿee de Fenchel, not́ee J∗ : U∗ → R, est
définie par

J∗(v) = sup
u∈U

(
〈v , u〉 − J(u)

)
. (4.8)

Comme enveloppe supérieure d’une famille de fonctions affines env, la transforḿee de Fenchel est
convexe et s.c.i. De plus, siJ est convexe s.c.i., alors(J∗)∗ = J.

Il y a un autre point de vue sur la transformée de Fenchel si on s’intéresse aux d́erivées, ou plus
géńeralement au sous-différentiel. SupposantJ convexe et sous-différentiable, si le sup est atteint en un
point û(v) dans (4.8), alors

v ∈ ∂ J
(̂
u(v)

)
,

(condition de stationnarité du probl̀eme), et donĉu(v) ∈ (∂ J)−1(v) (inverse ensembliste). Par ailleurs,
la dérivée partielle de l’expressioǹa maximiser dans (4.8) par rapportàv, évalúee en̂u(v), constitue un
sous-gradient deJ∗. Ce calcul redonne préciśement̂u(v), et donĉu(v) ∈ ∂ J∗(v). On peut montrer avec
rigueur que

∂ J∗ =
(
∂ J
)−1

. (4.9)

La transforḿee de Fenchel, au niveau des sous-différentiels, n’est donc rien d’autre que l’inversion.
La régulariśee (4.4) áet́e en fait d́efinie à partir d’une oṕeration de port́ee plus ǵeńerale introduite

ci-apr̀es.

Définition 4.11. L’ inf-convolutionde deux fonctionsJ et K deU dansR est la fonction

(J � K )(u) = inf
v

(
J(u− v)+ K (v)

)
. (4.10)

Pour la m̂eme raison que celle invoquéeà la Remarque 4.7, cette fonction est convexe lorsqueJ et
K le sont.

Exercice 4.12.Démontrer que la transforḿee de Fenchel d’une inf-convolution est la somme des trans-
formées de Fenchel (ou si l’on préfère, la transforḿee de Fenchel convertit les inf-convolutions en
sommes3).

Lemme 4.13. Si J et K sont deux fonctions convexes s.c.i. et sous-différentiables, et si4

domJ∗ ∩ int domK ∗ 6= ∅ , (4.11)

alors

∂(J � K ) =
(
(∂ J)−1

+ (∂K )−1
)−1
; (4.12)

autrement dit, l’inf-convolution ŕealise, au niveau des sous-différentiels, lamoyenne harmonique.

3Ce ŕesultat est̀a rapprocher du fait analogue que la transformée de Fourier transforme les convolutions en produits.
4D’une manìere ǵeńerale, domJ désigne le domaine deJ, c’est-̀a-dire l’ensemble desu tels que domJ(u) < +∞.
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Figure 4.5: Graphe d’implications des propriét́es d’un oṕerateur et son inverse

Démonstration.La démonstration proc̀ede d’un “aller-retour” avec la transformée de Fenchel. En effet,(
∂(J � K )

)−1
= ∂

(
(J � K )∗

)
d’apr̀es (4.9),

= ∂(J∗ + K ∗)

d’apr̀es l’Exercice 4.12,

= ∂(J∗)+ ∂(K ∗)

grâceà l’hypoth̀ese technique (4.11) qui assure que le sous-différentiel de la somme estégalà la somme
des sous-diff́erentiels,

= (∂ J)−1
+ (∂K )−1

encore d’apr̀es (4.9). Il suffit de reprendre les inverses (ou les transformées de Fenchel en ce qui concer-
nent les fonctions elles-m̂emes) pour trouver (4.12).

Remarque 4.14.Sachant que domJ∗ ⊃ im ∂ J, on peut remplacer l’hypothèse (4.11) par l’hypoth̀ese
(a priori plus forte)

im ∂ J ∩ int im ∂K 6= ∅ . (4.13)

4.2.2 Transmission de propríetés par l’inf-convolution

Le Lemme 4.13 a des conséquences très int́eressantes en ce qui concerne les diverses propriét́es pasśees
en revue dans les annexes du Chapitre 3 (Lipschitz, Dunn, forte monotonie). La Figure 4.5 résume les
implications entre propriét́es des oṕerateurs et de leurs inverses. Pour alléger la figure, on n’a pas fait
mention des diverses constantes, mais on rappelle que

• si a et D sont les constantes de forte monotonie et de Dunn d’un opérateur,D−1 et a−1 sont les
constantes correspondantes pour l’opérateur inverse ;
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• si D est la constante de Dunn, c’est aussi la constante de Lipschitz ;

• si a est la constante de forte monotonie et siA est la constante de Lipschitz,A2/a est la constante
de Dunn (estiḿee) ;

• dans le cas syḿetrique, la constante de Lipschitz est aussi la constante de Dunn.

À ces consid́erations, il faut ajouter les remarquesévidentes que

• si un oṕerateur8 est fortement monotone de constantea et si9 est simplement monotone, la
somme8 + 9 est fortement monotone de constantea ; évidemment, si9 est aussi fortement
monotone de constanteb, alors la somme est fortement monotone de constantea+ b ;

• pour garantir que8 + 9 est Lipschitzien, il faut que8 et9 soienttous les deuxLipschitziens ;
une estimation de la constante de Lipschitz de la somme est la somme des constantes de Lipschitz.

Lemme 4.15. On consid̀ere deux fonctions convexes s.c.i. sous-différentiables J et K deU dansR et on
suppose l’une des hypothèses(4.11)ou (4.13)satisfaite.

1. Si K est diff́erentiable et de d́erivée Lipschitzienne de constante B, alors J� K est aussi
différentiable et de d́erivée Lipschitzienne avec la même constante.

2. Si de plus J est différentiable de d́erivée Lipschitzienne de constante A, alors la constante de
Lipschitz de(J � K )′ est estiḿeeà (A−1

+ B−1)−1.

3. Si Jet K sont toutes les deux fortement convexes de constantes respectives a et b, alors J� K est
fortement convexe de constante(a−1

+ b−1)−1.

Démonstration.

1. D’apr̀es l’hypoth̀ese et les considérations pŕećedentes,(K ′)−1 est fortement monotone de cons-
tanteB−1, et donćegalement(∂ J)−1

+ (K ′)−1, ce qui implique que
(
(∂ J)−1

+ (K ′)−1
)−1

vérifie la
propríet́e de Dunn avec la constanteB, mais comme l’oṕerateur est syḿetrique, il est Lipschitzien
avec la m̂eme constante. Enfin, le Lemme 4.13 permet de conclure.

2. On reprend la d́emonstration ci-dessus avec l’hypothèse suppĺementaire surJ ′.

3. D’apr̀es l’hypoth̀ese,∂ J et ∂K sont fortement monotones de constantes respectivesa et b, donc
(∂ J)−1 et (∂K )−1 vérifient la propríet́e de Dunn avec les constantes respectivesa−1 et b−1, et
elles sont Lipschitziennes avec les mêmes constantes. On poursuit comme ci-dessus en faisant la
somme et en reprenant l’inverse.

4.2.3 Źero d’un opérateur et inf-convolution

Définition 4.16. On appellezérod’un oṕerateur9 (deU dansU∗) tout pointu] tel que 0∈ 9(u]).

En fait, ce qu’on appelle donc un zéro c’est plut̂ot toutélément de l’image de zéro par9−1.

Exercice 4.17.Supposons que9 est de la forme8 + ∂IUad où 8 est monotone etUad est un sous-
ensemble convexe ferḿe deU. Montrer que les źeros de9 sont les solutions de l’ińequation variation-
nelle

u] ∈ Uad, ∃r ∈ 8(u]) : ∀u ∈ Uad,
〈
r ,u− u]

〉
≥ 0 .
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Lemme 4.18. On consid̀ere deux fonctions convexes s.c.i. sous-différentiables J et K deU dansR et on
suppose l’une des hypothèses(4.11)ou (4.13)satisfaite. Les źeros de∂ J sont les m̂emes que les zéros
de∂(J � K ) si et seulement si∂K (0) = {0}.

Démonstration.Un zérou] de∂(J � K ) est tel que

u] ∈
(
∂(J � K )

)−1
(0) = (∂ J)−1(0)+ (∂K )−1(0) .

Pour que le dernier terme ne provoque aucune translation ni aucune dilatation de l’autre terme auquel il
est ajout́e, il faut et il suffit qu’il se ŕeduisèa {0}, ce qui est́equivalent̀a la conditiońenonćee.

4.2.4 Apport de la régularisation de Yosida-Moreau

Comme on l’a vu, la ŕegularisation (4.4) est un cas particulier d’inf-convolution entre une fonctionJ et la
fonction(1/2c) ‖·‖2. Cette dernìere fonction a toutes les propriét́es requises (diff́erentiablilit́e et d́erivée
Lipschitzienne, forte convexité, d́erivée nulle en 0, domK ′ = U). De ces observations, et de tout ce qui
préc̀ede, on tire le th́eor̀eme suivant.

Théorème 4.19.

1. La transforḿee de Yosida-Moreau Jc d’une fonction J convexe, s.c.i. et sous-différentiable est
différentiable et de d́erivée Lipschitzienne de constante au moinségaleà 1/c (età A/(1+ cA) si
J a une d́erivée Lipschitzienne de constante A).

2. Si J est fortement convexe de constante a, alors Jc est aussi fortement convexe de constante a/(1+
ca).

3. Le minimum de Jc est atteint aux m̂emes points que le minimum de J surU.

Ce th́eor̀eme, qui renforce le Lemme 4.4, est un simple corollaire de tout ce qui préc̀ede dans cette
section.

Remarque 4.20.La premìere partie de l’́enonće du point 1 du Th́eor̀eme 4.19 (relatif̀a la constante
1/c de J ′c) est valable m̂eme si la ŕegularisation a lieu surUad (ce qui revient, comme on l’a déjà vu, à
remplacerJ par J + IUad). Mais la deuxìeme partie de l’́enonće 1 (avec la constanteA/(1+ cA)) n’est
valide que si la ŕegularisation a lieu surU carévidemmentJ + IUad n’a pas une d́erivée Lipschitzienne.

Exercice 4.21.Red́emontrer ce th́eor̀eme en se servant seulement de la définition de la ŕegulariśee et des
inégalit́es d́efinissant les propriét́es invoqúees dans le th́eor̀eme.

Remarque 4.22. Insistons sur le fait que si le problème est de minimiserJ sur un sous-ensemble con-
vexe ferḿe Uad et non pas sur toutU, alors il faut appliquer la th́eorieà J + IUad. Il en résulte que la
régulariśee se calcule surUad comme indiqúe à la Remarque 4.9 (voir (4.6)). Par contre, comme indiqué
par (4.7), on peut alors chercher le minimum deJc sur toutU, et non pas seulement surUad (même si le
théor̀eme implique que ce minimum sera finalement atteint surUad).

Le mot de “ŕegularisation” est d́ejà justifié par le fait queJc est diff́erentiable et de d́erivée Lips-
chitzienne m̂eme siJ n’est que sous-diff́erentiable. Mais on va voir que l’aḿelioration concerne aussi
ce qu’on peut appeler le “conditionnement” deJ dans le cas òu celui-ci peut̂etre d́efini.

Définition 4.23. On appelleconditionnementd’une fonctionJ, fortement convexe de constantea, et
diff érentiable de d́erivée Lipschitzienne de constanteA, le ratio A/a.
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Cette d́efinition se justifie par les résultats sur la vitesse de convergence d’algorithmes appartenantà
la famille de l’Algorithme 3.3 (dont l’algorithme du gradient), résultatśenonćes au Th́eor̀eme 3.11. On
a vu que le taux optimal de la convergence linéaire en moyennéetait d’autant meilleur que le condition-
nement (toujours supérieur ouégalà 1)était proche de 1.

Géoḿetriquement, les “ensembles de niveau” de la fonctionJ (ensembles du du type{u | J(u) ≤ α})
ressemblent plus ou moinsà des ellipsöıdes, et ces ellipsoı̈des ont une excentricité plus ou moins forte
en fonction du conditionnement, le cas idéal étant constitúe par les fonctions du typeγ ‖·‖2 dont les
ensembles de niveau sont “sphériques” et dont le conditionnement vaut 1.

Lemme 4.24. Lorsque le conditionnement de J est défini, le conditionnement de la régulariśee Jc est
meilleur que celui de J . Ce conditionnement s’améliore de façon monotone lorsque c varie de0 à+∞ :
il est inchanǵe lorsque c tend vers0 et il tend vers le conditionnement idéal 1 lorsque c tend vers+∞.
Pour deux fonctions J ayant la même constante de forte convexité, l’amélioration du conditionnement
pour une valeur fix́ee de c est, en valeur relative, meilleure pour la fonction la moins bien conditionnée.
Ou bien,à conditionnement́egal, elle est meilleure pour la fonction avec la constante de forte convexité
la meilleure (c’est-̀a-dire la plus grande).

Démonstration.Notonsω = A/a le conditionnement deJ et ωc celui de Jc. Des ŕesultats du
Théor̀eme 4.19, on obtient

ωc =
A/(1+ cA)

a/(1+ ca)
= ω

1+ ca

1+ cA
= ω

1+ ca

1+ caω
,

d’où l’on déduit queωc/ω est inf́erieur ouégalà 1 et est une fonction décroissante dec, dea et deω
avec les limites annoncées pourc→ 0 etc→+∞.

4.3 Retour sur les Lagrangiens augmentés

4.3.1 Une nouvelle d́efinition du Lagrangien augment́e

Le §4.1.2 a donńe une justification ǵeoḿetrique de la formule (4.2) au moins dans le cas des contraintes
égalit́e. Cette justification ǵeoḿetrique est illustŕee par la Figure 4.1. L’Exercice 4.2 a suggéŕe une façon
de trouver la bonne formule pour le cas des contraintes inégalit́e.

Nous allons aborder ici le problème sous un angle totalement différent, approchéevoqúee apr̀es la
formule (4.3). Évidemment, cette nouvelle approche ne fonctionne que dans le cas convexe, mais on a
déjà dit que m̂eme dans ce cas un problème de “stabilit́e enu” du Lagrangien ordinaire peut se poser,
probl̀eme automatiquement régĺe par le Lagrangien augmenté.

Essayons donc de calculer la régulariśee de Yosida-Moreau de la fonction dualeψ définie par (2.4).
Il faut bien ŝur dans ce cas adapter la définition de la ŕegulariśee au cas concave.

Avant d’entreprendre ce calcul, on doit souligner queψ définie par (2.4) doit̂etre maximiśee surC∗

dans le cas de contraintes inégalit́e : il faut donc consid́erer, selon les Remarques 4.9 et 4.22 (voir en
particulier (4.6)) la ŕegulariśee de la fonction

ψ(p) = ψ(p)− IC∗(p) =

min
u∈Uad

L(u, p) si p ∈ C∗ ,

−∞ sinon.
(4.14)

Alors

ψc(p) = max
q∈C∗

(
ψ(q)−

1

2c
‖p− q‖2

)
= max

q∈C∗

(
min

u∈Uad
L(u,q)−

1

2c
‖p− q‖2

)
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d’apr̀es (4.14)

= min
u∈Uad

(
J(u)+max

q∈C∗

(
〈q ,2(u)〉 −

1

2c
‖p− q‖2

))
en utilisant l’expression deL et la possibilit́e de faire commuter les min et max dans le cas convexe-
concave.

La formule (4.3) se trouve donc justifiée si on adopte la définition suivante du Lagrangien augmenté :

Lc(u, p) = J(u)+ ζc
(
p,2(u)

)
, (4.15a)

avec

ζc(p, θ) = max
q∈C∗

(
〈q , θ〉 −

1

2c
‖p− q‖2

)
. (4.15b)

On peut facilement, au moins dans le cas des contrainteségalit́e òu C∗ = C∗, vérifier que l’on retrouve
bien l’expression (4.2). Le lemme ci-dessous fournit d’autres expressions de la fonctionζc introduite par
(4.15b), de ses d́erivées, et́enonce certaines de ses propriét́es.

Lemme 4.25.

1. La fonctionζc introduite par(4.15b)peut aussîetre d́efinie par

ζc(p, θ) = min
ξ∈−C

(
〈p , θ − ξ〉 +

c

2
‖θ − ξ‖2

)
(4.15c)

=
1

2c

(∥∥projC∗ (p+ cθ)
∥∥2
− ‖p‖2

)
. (4.15d)

2. Elle est diff́erentiable et

(ζc)
′

p(p, θ) =
1

c

(
projC∗ (p+ cθ)− p

)
, (4.15e)

(ζc)
′

θ (p, θ) = projC∗ (p+ cθ) . (4.15f)

3. Elle est concave en p et convexe enθ .

4. Elle est C-non d́ecroissante enθ .

Démonstration.On pourra aussi consulter le corrigé de l’Exercice 4.2 qui donne d’autres indications sur
la démonstration ci-dessous.

1. Le probl̀eme (4.15b) est un problème de maximisation sous la contrainteq ∈ C∗ que l’on dualise
avec le multiplicateurξ ∈ −C. Plus pŕeciśement, on se convainc que (4.15b) estéquivalent̀a

ζc(p, θ) = max
q∈C∗

inf
ξ∈−C

(
〈q , θ〉 −

1

2c
‖p− q‖2− 〈q , ξ〉

)
par le fait que l’infξ vaut−∞ si q 6∈ C∗. Par dualit́e (le probl̀eme de maximisatiońetant concave
sous contrainte convexe et “qualifiée”), on peut intervertir le max et l’inf dans l’expression ci-
dessus qui deviennent respectivement un supq∈C∗ (et même un maxq∈C∗) et un minξ∈−C. Enfin, le
maxétant celui d’une fonction quadratique sans contrainte se résoud explicitement, ce qui conduit
finalement̀a l’expression alternative (4.15c) deζc.
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Par ailleurs, en partant par exemple de l’expression (4.15b), on réécrit celle-ci sous la forme

max
q∈C∗

1

2c

(
‖p+ cθ‖2− ‖p+ cθ − q‖2− ‖p‖2

)
, (4.16)

d’où il résulte imḿediatement que le max est atteint pourq] = projC∗ (p + cθ) et que la valeur
optimale est́egaleà (4.15d) en utilisant la d́ecomposition orthogonale dep+ cθ sur les ĉonesC∗

et−C illustrée par la Figure 3.2 (qui montre plutôt la d́ecomposition analogue surC et−C∗).

2. La d́erivée partielle enp de l’expression sous le max dans (4.16) estégaleà (q − p)/c et cette
quantit́e, évalúeeà l’unique arg maxq] qui aét́e calcuĺe ci-dessus (l’unicit́e montrant par ailleurs
la différentiabilit́e deζc en p), conduità (4.15e) (selon un résultat souvent utiliśe dans ce cours).
On montre de la m̂eme façon la formule (4.15f).

3. La fonction ζc est concave enp comme enveloppe inférieure de fonctions affines enp
d’apr̀es (4.15c). Elle est convexe enθ comme enveloppe supérieure de fonctions affines enθ
d’apr̀es (4.15b).

4. La fonction estC-non d́ecroissante enθ car sa d́erivée enθ appartient̀aC∗ d’apr̀es (4.15f).

Le point 4 du lemme permet de montrer queLc est convexe-concave en(u, p) (en utilisant notamment
le résultat de l’Exercice 3.49).

Remarque 4.26.Dans le casC = R (doncC∗ = R+), on obtient l’expression suivante deζc :

ζc(p, θ) =
1

2c

((
max(0, p+ cθ)

)2
− p2

)
.

Se reporter̀a ce sujet̀a la Remarque 4.1.

4.3.2 Propriétés du Lagrangien augment́e

Lemme 4.27.

1. Le Lagrangien augmenté Lc admet sur Uad
× C∗ les m̂emes points selle que L sur Uad

× C∗.

2. Le Lagrangien augmenté Lc est “stable en u”.

Démonstration.

1. Si on d́esigne par
(
U ]
× P]

)
l’ensemble des points selle deL et par

(
U ]

c × P]
c

)
le même ensemble

relatif à Lc (on a vu que ces ensembles ont bien une forme “produit” — voir Exercice 3.51), alors

P]
= arg max

p∈C∗
ψ(p)

= arg max
p∈C∗

ψc(p)

d’apr̀es le point 3 du Th́eor̀eme 4.19 appliqúe àψ etψc,

= P]
c .
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Par ailleurs,

U ]
c = arg min

u∈Uad

(
max
p∈C∗

Lc(u, p)

)
= arg min

u∈Uad

(
max
p∈C∗

max
q∈C∗

(
L(u,q)−

1

2c
‖p− q‖2

))
= arg min

u∈Uad

(
max
q∈C∗

L(u,q)

)
en prenant d’abord le max enp qui est atteint pourp = q,

= U ] .

2. Soitû ∈ arg minu∈Uad Lc(u, p]) avecp] ∈ P]
c . Ceci est́equivalent̀a l’inégalit́e de droite du point

selle deLc pour le couple(̂u, p]). Il s’agit de montrer l’autre ińegalit́e du point selle, ce qui
prouvera enfin quêu ∈ U ].

Puisquep] ∈ P]
c = arg maxp∈C∗ ψc(p) et puisqueψc est diff́erentiable, on a évidemment

ψ ′c(p
]) = 0. On sait que du fait quêu ∈ arg minu∈Uad Lc(u, p]), alors

ψ ′c(p
]) =

∂Lc

∂p
(̂u, p]) = 0 . (4.17)

La dernìere ińegalit́e prouve que la fonctionp 7→ Lc(̂u, p) est stationnaire, donc maximale car
concave, ce qui prouve l’autre inégalit́e du point selle.

Commentaires 4.28.

1. On voit, dans la dernière partie de la d́emonstration, le r̂ole fondamental joúe par la diff́erentiabilit́e
deψc. En effet, siψc était seulement sous-différentiable, on pourrait seulement dire que

0 ∈ ∂ψc(p
]) et

∂Lc

∂p
(̂u, p]) ∈ ∂ψc(p

]) ,

mais cela ne permettrait pas de conclure que

0=
∂Lc

∂p
(̂u, p]) .

Or la différentiabilit́e deψc provient de l’interpŕetation en terme de régulariśee deψ .

2. On ne peut pas dire que le Lagrangien augmenté ŕealise une “forte convexification” du Lagrangien
ordinaire. En effet, si c’́etait le cas, l’arg min enu deLc(·, p]), not́e û(p]), devraitêtre unique. Or
on vient de voir que si le problème original n’a pas de solution unique, mais bien un ensembleU ]

optimal, alorsLc “ne perd” aucune de ces solutions. Le “miracle” de la différentiabilit́e deψc ne
vient pas de l’unicit́e dêu(p]) mais de celle de l’expression

∂Lc

∂p
(̂u(p]), p]) =

1

c

(
projC∗

(
p] + c2

(̂
u(p])

))
− p]

)
(d’apr̀es (4.15e)), dont on sait maintenant qu’elle est nulle pour toutû(p]) d’apr̀es (4.17).
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4.4 Algorithme

4.4.1 Obtention de l’algorithme

La démarche d’obtention d’un algorithme du problème auxilaire suit le schéma habituel :

1. répartition de l’expression du Lagrangien augmenté Lc entre une partie “additive enu” (en sup-
posant la d́ecomposition (3.7)), notéeLc, et une partie “non additive” mais différentiable, not́eeLLLc ;

2. choix d’une fonction auxilaire et application des calculs du type (3.37), en n’oubliant pas, ici
encore, le traitement séquentiel des variables primales et duales.

Du point de vue de ce qui va naturellement dansLc, si J = JJJ +J, alorsJ en fait bien ŝur partie. Par
contre, si2 =ΘΘΘ + T, on ne profite pas imḿediatement de la partieT du fait qu’elle est composée avec
la fonctionζc (voir (4.15)) qui est non lińeaire enθ et qui ne pŕeserve donc pas la structure additive. On
n’a donc pas un intér̂et immédiatà distinguer les partiesΘΘΘ etT.

Cependant, si on applique une technique de “linéarisation partielle”̀a la fonctionζc(·, p) comme
dans (3.28), on pourra tout de même profiter de la présencéeventuelle d’un termeT additif.

Du point de vue du choix de la fonction auxiliaire, il n’y a pas de raison a priori de faire un choix
diff érent du choix (3.38). Les calculs (3.37), avec les adaptations décrites ci-dessus, conduisent finale-
mentà l’algorithme suivant.

Algorithme 4.29. 1. Commencer avecu0 et p0 ; poserk = 0.

2. À l’it érationk+ 1, résoudre

min
u∈Uad

(
K (u)+

〈
εJJJ ′(uk)− K ′(uk) , u

〉
+ εJ(u)+ ε

〈
(ζc)

′

θ

(
pk,2(uk)

)
,ΘΘΘ ′(uk) · u+ T(u)

〉)
;

(4.18a)
soituk+1 une solution.

3. Calculer
pk+1
= pk

+ ρ(ζc)
′

p

(
pk,2(uk+1)

)
, (4.18b)

où ρ estégalàαε.

4. Si
∥∥uk+1

− uk
∥∥ + ∥∥pk+1

− pk
∥∥ est “suffisamment petite”, stop ; sinon, retourner en 2 aveck

incrément́e de 1.

Remarque 4.30. 1. On note, dans (4.18b), l’absence d’une projection surC∗ du fait que la maximi-
sation est oṕeŕee sur toutC∗. Mais, avec (4.15e), cette formule se développe en

pk+1
=

(
1−

ρ

c

)
pk
+
ρ

c
projC∗

(
pk
+ c2(uk+1)

)
. (4.18c)

Avecρ = c, on retrouve exactement (3.39b).

2. Par ailleurs, avec la formule (4.15f), le terme(ζc)
′

θ

(
pk,2(uk)

)
intervenant dans (4.18a) estégalà

pk+1/2
= projC∗

(
pk
+ c2(uk)

)
.

Ceci correspond̀a une sorte de pas de l’algorithme de remiseà jour dep qui est effectúe à partir
de pk et deuk (c’est-̀a-dire avant queuk+1 ne soit calcuĺe). En quelque sorte, l’utilisation d’un
Lagrangien augmenté conduità une “double remisèa jour” des prix, une fois avec la formule ci-
dessus qui utiliseuk, une autre fois avec la formule (4.18c) qui utiliseuk+1 (mais les deux fois̀a
partir depk).
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4.4.2 Convergence

Terminons en donnant rapidement un aperçu des conditions de convergenceénonćees dans [12]. Dans
cette ŕeférence, la pŕesence d’un termeΘΘΘ n’a pasét́e étudíee explicitement : on le supposera donc nul
ici. Pour le reste, les hypothèses et notations sont pratiquement les mêmes qu’au Th́eor̀eme 3.20à
l’importante diff́erence pr̀es quel’hypothèse(H3) sur la forte convexit́e de J n’est plus indispensable.

Les conditions trouv́ees sur les pasε etρ sont

0< ε <
b

A+ cτ 2
; (4.19a)

0< ρ < 2c (casC = {0}); 0< ρ ≤ c (casC 6= {0}). (4.19b)

Sous ces conditions, la suite{(uk, pk)} engendŕee par l’algorithme est bornée et tout point
d’accumulation de cette suite (dans la topologie faible) est un point selle.

Commentaires 4.31.

1. On peut s’attendrèa une convergence forte de{uk
} sous l’hypoth̀ese suppĺementaire de forte con-

vexité deJ.

2. Pour l’algorithme d’Uzawa pur appliqué à Lc (c’est bien ŝur un cas particulier de
l’Algorithme 4.29), la borne surρ (borne stricte) est 2c même pour le cas ińegalit́e (C 6= 0).

3. En fait, on peut montrer que la plage de valeurs acceptables pour le couple(ε, ρ) est plus large que
celle d́efinie par (4.19a)–(4.19b). On a

(ε, ρ) ∈
⋃

β∈[0,1]

]
0,

b

A+ (1+ β)cτ 2

[
×

]
0,
(
1+

β

2

)
c
]
. (4.19c)

4. Les conditions de convergence révèlent un compromis dans le choix dec. On sait, d’apr̀es le
Lemme 4.24, que plusc est grand, plus la régulariśeeψc sera bien conditionńee, ce qui est favor-
able au choix de pasρ grands. C’est bien ce que confirme (4.19b). Pour l’algorithme d’Uzawa pur
(qui ne conduit malheureusement pasà la d́ecomposition, m̂eme dans le cas deJ et2 additives),
on aura donc a priori intér̂et à choisirc arbitrairement grand.

Cependant, cette attitude ignore la difficulté plus ou moins grande de minimiserLc enu à p fixé,
c’est-̀a-dire le conditionnement de ce problème. Il est̀a craindre que ce conditionnement primal
se d́egrade lorsquec augmente exaǵeŕement au profit d’un meilleur conditionnement du problème
dual. Ce compromis est révélé par la consid́eration simultańee de (4.19a) et (4.19b) (ou celle
de (4.19c)) d̀es que la minimisation enu fait l’objet, comme la maximisation enp, d’itérations
explicites dans le cadre de l’Algorithme 4.29 (dont l’algorithme d’Arrow-Hurwicz appliqué à Lc

est un autre cas “extrême”).

Ce compromis entre conditionnement primal et conditionnement dual dans le choix dec a ét́e
confirmé par toutes les expériences nuḿeriques (nombreuses !) conduitesà ce jour.

4.5 Corrigé des exercices

4.5.1 Corrigé de l’Exercice 4.2

Le Lagrangien augmenté pour un probl̀eme avec contraintéegalit́e de la forme2(u)− ξ = 0 s’écrit

Lc(u, ξ, p) = J(u)+ 〈p ,2(u)− ξ〉 +
c

2
‖2(u)− ξ‖2 .
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Cette forme quadratique enξ doit être minimiśee par rapport̀a cette variable sous la contrainteξ ∈ −C,
ce qui donne lieùa l’inéquation variationnelle :

∀ξ ∈ −C,
〈
c
(̂
ξ −2(u)

)
− p , ξ − ξ̂

〉
≥ 0 soit

〈
2(u)+ p/c− ξ̂ , ξ − ξ̂

〉
≤ 0 .

La solution explicite s’́ecrit
ξ̂ = proj−C

(
2(u)+ p/c

)
.

Selon la d́ecomposition orthogonale illustrée par la Figure 3.2, ou plutôt la d́ecomposition sur les cônes
−C etC∗, on a

2(u)+ p/c = ξ̂ + projC∗
(
2(u)+ p/c

)
⇒ 2(u)− ξ̂ = projC∗

(
2(u)+ p/c

)
− p/c .

En reportant cette expression dans le LagrangienLc, on obtient

Lc
(
u, ξ̂ (u, p), p

)
= J(u)+

〈
p ,projC∗

(
2(u)+

p

c

)
−

p

c

〉
+

c

2

∥∥∥projC∗
(
2(u)+

p

c

)
−

p

c

∥∥∥2

= J(u)+
c

2

∥∥∥projC∗
(
2(u)+

p

c

)∥∥∥2
−

1

2c
‖p‖2 .

C’est l’expression du Lagrangien augmenté pour le cas des contraintes inégalit́e, qui se sṕecialise au cas
égalit́e quandC = {0}, doncC∗ = C∗, et projC∗ devient l’identit́e.

4.5.2 Corrigé de l’Exercice 4.5

La fonction que l’on doit minimiser au second membre de (4.4) — notons laf (u, v)— est une fonction
diff érentiable et́evidemment fortement convexe env. Elle atteint donc son minimum env en un point
unique (notonŝv(u) cet arg min). Par un th́eor̀eme classique, la dérivée du ŕesultat, c’est-̀a-dire deJc(u),
est la d́erivée partielle def (u, v) enu, soit(u− v)/c, évalúee au point̂v(u).

Par ailleurs,

• d’une part,Jc(u) ≤ J(u) pour toutu puisqueJ(u) = f (u,u) qui est forćement suṕerieur ouégal
à infv f (u, v) ; en particulier, infu Jc(u) ≤ infu J(u) ;

• d’autre part,f (u, v) ≥ J(v) puisque le terme‖u− v‖2 /2c est non ńegatif, donc infu,v f (u, v) =
infu Jc(u) ≥ infv J(v).

De ces consid́erations, on d́eduit que infu Jc(u) = infv J(v). Ensuite, il doitêtre clair que si l’infv est
atteint pourJ en un certain point, il est atteint pour le mêmev et pouru = v en ce qui concernef . La
réciproque est tout aussiévidente.

4.5.3 Corrigé de l’Exercice 4.6

On doit minimiser la fonction :v 7→ |v| + ‖v − u‖2 /2c.

• Si v̂(u) > 0, alors en ce point la fonctionv 7→ |v| a pour d́erivée 1 et donc 1+
(̂
v(u)− u

)
/c = 0,

d’où v̂(u) = u− c, mais la condition̂v(u) > 0 impose queu > c ; alorsJc(u) = |u− c| + c/2=
u− c/2.

• Si v̂(u) < 0, alors en ce point la fonctionv 7→ |v| a pour d́erivée−1 et donc−1+
(̂
v(u)−u

)
/c = 0,

d’où v̂(u) = u+c, mais la condition̂v(u) < 0 impose queu < −c ; alorsJc(u) = |u+c|+c/2=
−u− c/2.
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Figure 4.6: Graphe de la régulariśee de Yosida de la fonction “valeur absolue”

• Enfin, siv̂(u) = 0, le sous-diff́erentiel de la fonctionv 7→ |v| en ce point est le segment [−1,1] et
il faut que

(̂
v(u)− u

)
/c ∈ [−1,1], c’est-̀a-dire queu ∈ [−c, c] ; alors, Jc(u) = ‖u‖

2 /2c.

En ŕesuḿe,

Jc(u) =


−u− c/2 siu < −c ;

‖u‖2 /2c si − c ≤ u ≤ c ;

u− c/2 siu > c .

Le graphe de cette fonction est représent́e sur la Figure 4.6. On notera la similitude avec la Figure 2.7.

4.5.4 Corrigé de l’Exercice 4.8

Pour deux valeurs donnéesx1 et x2 et un nombreα ∈ [0,1], on a

g(αx1+ (1− α)x2) = inf
y

f (αx1+ (1− α)x2, y) = inf
y1,y2

f (αx1+ (1− α)x2, αy1+ (1− α)y2) ,

car on ne perd ni ne gagne rienà exprimery commeαy1+(1−α)y2. Mais, gr̂aceà la convexit́e conjointe
de f en(x, y), on a

g(αx1+ (1− α)x2) ≤ inf
y1,y2

(
α f (x1, y1)+ (1− α) f (x2, y2)

)
= α inf

y1
f (x1, y1)+ (1− α) inf

y2
f (x2, y2)

= αg(x1)+ (1− α)g(x2) .

4.5.5 Corrigé de l’Exercice 4.12

On a

(J � K )∗(p) = sup
u

(
〈p ,u〉 − inf

v

(
J(u− v)+ K (v)

))



CHAP. 4 : RÉGULARISATION ET LAGRANGIEN AUGMENTÉ 107

d’apr̀es (4.8) et (4.10),

= sup
u

sup
v

(
〈p ,u〉 − J(u− v)− K (v)

)
du fait que− inf f = sup(− f ),

= sup
w

sup
v

(
〈p , w + v〉 − J(w)− K (v)

)
en changeantu env + w,

= sup
w

(
〈p , w〉 − J(w)

)
+ sup

v

(
〈p , v〉 − K (v)

)
=
(
J∗ + K ∗

)
(p) .

4.5.6 Corrigé de l’Exercice 4.17

Si 0∈
(
8+ ∂IUad

)
(u]), il exister ∈ 8(u]) ∩

(
− ∂IUad

)
(u]). Comme le domaine de définition deIUad

estUad, il faut d’abord queu] ∈ Uad. Ensuite, par d́efinition du sous-diff́erentiel d’une fonction convexe,

∀u, IUad(u)− IUad(u]) ≥
〈
−r ,u− u]

〉
.

CommeIUad(u) = +∞ si u 6∈ Uad, cette ińegalit́e est non triviale seulement siu ∈ Uad, et elle devient

∀u ∈ Uad,
〈
r ,u− u]

〉
≥ 0 .

Cette ińegalit́e est celle recherchée en se souvenant quer ∈ 8(u]).

4.5.7 Corrigé de l’Exercice 4.21

Consid́erons deux valeursu1 etu2 et notonsv1 etv2 les valeurs correspondantes (uniques) où le minimum
est atteint dans (4.4). Pour un certainr1 ∈ ∂ J(v1), respectivementr2 ∈ ∂ J(v2), on a les ińequations

〈r1+ (v1− u1)/c , v2− v1〉 ≥ 0 ,

〈r2+ (v2− u2)/c , v1− v2〉 ≥ 0 ,

d’où, par addition, 〈
r1− r2+

(
(v1− u1)− (v2− u2)

)
/c , v2− v1

〉
≥ 0 , (4.20)

soit encore〈(
(u1− v1)− (u2− v2)

)
/c ,u1− u2

〉
≥ 〈r1− r2 , v1− v2〉 + c

∥∥((u1− v1)− (u2− v2)
)
/c
∥∥2
. (4.21)

On sait queJ ′c(u) =
(
u− v̂(u)

)
/c. Par ailleurs, le premier terme au second membre de l’inégalit́e (4.21)

est non ńegatif du fait de la monotonie de∂ J. Par conśequent, (4.21) s’interprète comme l’ińegalit́e de
Dunn avec la constante 1/c pour J ′c. En particulier,J ′c est Lipschitzien de constante 1/c.

Si de plusJ ′ existe et est Lipschitzien de constanteA, et siUad
= U, alors les ińequations ci-dessus

sont deśequations, et en particulier(ui − vi )/c = r i = J ′(vi ) pour i = 1,2. Le premier terme au
second membre de (4.21) est minoré par(1/A)

∥∥J ′(v1)− J ′(v2)
∥∥2

(propríet́e de Dunn deJ ′) qui est

égalà (1/A)
∥∥((u1− v1)− (u2− v2)

)
/c
∥∥2

. Alors, (4.21) se ŕeécrit〈
J ′c(u1)− J ′c(u2) , u1− u2

〉
≥
(
(1/A)+ c

) ∥∥J ′c(u1)− J ′c(u2)
∥∥2
,
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d’où la constante de Dunn et de LipschitzA/(1+ cA).
Supposons maintenant∂ J fortement monotone de constantea (et Uad à nouveau un convexe fermé

quelconque). Revenonsà (4.20) qui donne

〈u2− u1 , v2− v1〉 ≥ (1+ ca) ‖v2− v1‖
2 ,

d’où l’on déduit que
‖v1− v2‖ ≤

(
1/(1+ ca)

)
‖u1− u2‖ (4.22)

(propríet́e de Lipschitz deu 7→ v̂(u)). Alors,〈
J ′c(u1)− J ′c(u2) , u1− u2

〉
= (1/c) 〈(u1− v1)− (u2− v2) , u1− u2〉

= (1/c)
(
‖u1− u2‖

2
− 〈v1− v2 ,u1− u2〉

)
≥ (1/c)

(
‖u1− u2‖

2
− ‖v1− v2‖ ‖u1− u2‖

)
≥
(
a/(1+ ca)

)
‖u1− u2‖

2 ,

en utilisant (4.22).
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1987.

[14] G.B. Dantzig, P. Wolfe, “The Decomposition Algorithm for Linear Program”,Econometrica, 29,
767–778, 1961.

[15] J.C. Dunn, “Convexity, monotonicity, and gradient process in Hilbert space”,Journal of Mathemat-
ical Analysis and Applications, 53, 145–158, 1976.
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[17] W. Findeisen, F.N. Bailey, N. Brdys, K. Malinowski, P. Tatjewski, A. Wozniak,“Control and Coor-
dination in Hierarchical Systems”, Wiley, New-York, 1980.

[18] L.S. Lasdon,“Optimization Theory for Large Systems”, Mac Millan, Toronto, 1970.

[19] L.S. Lasdon, J.D. Schoeffler, “A Multilevel Technique for Optimization”,Proceedings Joint Auto-
matic Control Conference, Troy, New-York, 1965.

[20] J. Marschak, R. Radner,“The Economic Theory of Teams”, Yale University Press, New Haven,
Connecticut, 1971.
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