
Borne supérieure sur la 
apa
ité de 
orre
tiondes 
odes stabilisateursDenise Mauri
esous la dire
tion de Jean-Pierre Tilli
h19 août 2009Le 
ontexte généralMon stage a porté sur la re
her
he d'une borne supérieure sur la 
apa
ité de
ertains 
odes quantiques. Il a été réalisé à l'INRIA Ro
quen
ourt, dans l'équipeSECRET.L'informatique quantique est un domaine relativement nouveau, et il restebeau
oup de 
hoses qui, si elles sont simples et déjà largement 
onnues dans lemonde 
lassique, le sont beau
oup moins dans le quantique. C'est le 
as des 
odes
orre
teurs. Il est naturel d'imaginer qu'un qubit est, dans la "nature" tout aussi(voire plus) soumis à des erreurs qu'un bit 
lassique. On 
onnaît di�érents 
odesquantiques, et on sait en dégager 
ertaines propriétés, par 
ontre la 
apa
ité des
anaux reste en
ore très di�
ile à estimer.Le problème étudiéLe but de 
e stage était de 
her
her une borne supérieure sur la 
apa
ité de
orre
tion des 
odes stabilisateurs, qui sont un type de 
odes 
orre
teurs quan-tiques. A
tuellement, même dans le 
as d'un 
anal très simple, le 
anal de Pauli(l'équivalent quantique du 
anal binaire symétrique), on n'a essentiellement pasde bornes non triviales.La di�
ulté vient du fait que, dans un 
ode quantique et 
ontrairement au
lassique, il est parfois possible qu'un syndrome 
orresponde à plusieurs erreurs,et que la 
orre
tion qu'on applique mar
he pour toutes 
es erreurs.Les 
odes stabilisateurs sont dé�nis par un groupes d'erreurs qui le laissestable. Travailler ave
 des groupes stabilisateurs a don
 l'avantage de permettred'étudier un espa
e dis
ret (l'espa
e des erreurs est isomorphe à F4
n) au lieu del'espa
e des mots de 
ode, qui est 
ontinu.La 
ontribution proposéeL'idée de la démar
he est la suivante.



On �xe une probabilité d'erreur p, et on essaie de voir à partir de quel pil n'existe pas de famille de 
ode (de rendement non nul) dont la probabilitéd'erreur tend vers 0.L'idée est de partitionner la boule de rayon pn en sous-ensembles dont leséléments, deux à deux, di�èrent par un élément du stabilisateur. Ils représententles ensembles d'erreurs qui sont 
orrigées "ensemble". De là, on 
onsidère qu'onne peut pas 
orriger 
orre
tement les erreurs s'il y a, en probabilité, "trop" detels ensembles qui ne pourront pas avoir de syndrome attribué. Il faut don
estimer 
ette somme, par des arguments 
ombinatoires. Bien sûr 
e n'est passa valeur exa
te qui 
ompte, mais son terme dominant (son exposant), 
ar 
'estça qui nous dira si la probabilité d'erreur est négligeable ou pas (et don
 si ellepeut tendre vers 0).On 
her
he dans deux voies : d'une part une borne supérieure stri
te, d'autrepart une borne inférieure estimée la borne supérieure optimale, qui peut-être unebonne 
onje
ture de la borne réelle.Les arguments en faveur de sa validitéOn obtient, ave
 des 
al
uls numériques vers la �n, une borne supérieureassez mauvaise sur p, supérieure à la seule 
onnue, le tout sous 
ertaines hy-pothèses. Comme la borne inférieure supposée est également au dessus, il estprobable qu'a�ner le résultat n'aide pas à obtenir une borne de 
ette façon, ensupposant que les hypothèses faites sont 
orre
tes (
e qu'il est raisonnable depenser). Par 
ontre il y a une hypothèse non en
ore utilisée, qui peut elle donnerde bons résultats.Le bilan et les perspe
tivesCette appro
he n'était qu'un début à la re
her
he de bornes supérieures surla 
apa
ité des 
odes. Il y a en
ore beau
oup de travail à faire dans le domaine.Déjà, même ave
 
ette méthode, voir si on peut se passer des hypothèses faites.En�n, il reste l'hypothèse qui n'a pas été utilisée, 
on
ernant le stabilisateur,qui n'est pas un simple sous-groupe de F4
n. Notamment, il est évident que laborne inférieure sur la borne optimale est 
al
ulée à partir d'exemples qui nevéri�ent 
lairement pas 
ette hypothèse. Le temps nous a manqué pour 
her
her
omment l'utiliser, mais il y a probablement des résultats intéressants à obtenir.
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1 Les 
odes 
orre
teurs quantiquesComment se 
orrige une erreur quantique ? Comme dans un 
as 
lassique,on va e�e
tuer une tranformation qui enverra k qubits sur n qubits, n étantévidemment plus grand que k pour 
ompenser l'erreur. La 
orre
tion se fera surune mesure du système, 
'est à dire le projeter dans un espa
e de dimension
k. Ensuite, ave
 la mesure, qui nous donne une information sur le système, onpeut éventuellement e�e
tuer une opération sur le système ainsi projeté.Avant de 
omprendre 
omment 
orriger une erreur quantique, il 
onvient desavoir quel genre d'erreur on peut ren
ontrer. On 
ommen
e par regarder unanalogue au 
as 
lassique.1.1 ExemplesQue peut-il arriver à un qubit α |0〉 + β |1〉 ? Il peut subir un "�ip" et être
hangé en α |1〉 + β |0〉. Pour se protéger de 
e type d'erreur, on utilise uneadaptation du 
ode à répétition :

|0〉 → |000〉
|1〉 → |111〉 (1)On va montrer (
omme pour le 
ode à répétition) que si il n'y a pas plus d'uneerreur, on peut la 
orriger. L'espa
e 
omplet peut se dé
omposer en quatresous-espa
es orthogonaux :

C00 = V ect(|000〉 , |111〉)
C01 = V ect(|100〉 , |011〉)
C10 = V ect(|010〉 , |101〉)
C11 = V ect(|001〉 , |110〉)Supposons que le premier qubit de |φ〉 = α |000〉 + β |111〉 soit 
hangé. Lamesure dans la base indiquée 
i-dessus nous indique qu'on est dans C01 et qu'ondoit 
hanger le premier qubit. On lui applique la tranformation né
essaire, eton retrouve bien le qubit de départ. De même pour les autres qubits : la mesurenous apprend dans quel sous-espa
e (entre C00, C01, C10, C11) où |φ〉 se trouve,et don
 quelle transformation on doit e�e
tuer (respe
tivement rien du tout,
hanger le premier, le deuxième, le troisième).Si, au lieu de 
hanger 
omplètement un des qubits, on le 
hange "partielle-ment", 
'est à dire :

|000〉 → a |000〉 + b |100〉+ c |010〉+ d |001〉
|111〉 → a |111〉 + b |011〉+ c |101〉+ d |110〉ave
 a2 + b2 + c2 + d2 = 1.Alors, lors de la mesure, ave
 probabilité a2 l'état α(a |000〉+. . .)+β(a |111〉+

. . .) est projeté dans C00, et on retrouve bien l'état de départ : α et β ne sont



pas 
hangés. Ave
 probabilité b2, on se retrouve dans l'état α |100〉 + β |011〉,et 
omme la mesure nous apprend qu'on doit 
hanger le premier qubit, on seretrouve également dans la 
on�guration de départ.On peut don
 
orriger une erreur de "�ip" de façon sûre s'il n'y a pas plusd'une erreur.Remarque 1. Un 
lonage des qubits revient à obtenir (α |000〉 + β |111〉) ⊗
(α |000〉 + β |111〉) ⊗ (α |000〉 + β |111〉), 
e qui n'est pas notre 
as : on respe
tebien la 
ondition de non-
lonage.D'autres erreurs peuvent survenir, notamment des erreurs dites de phase :

|0〉 → |0〉
|1〉 → − |1〉Une méthode analogue va nous permettre d'y pallier. On s'o

upe de 
orrigerles erreurs de phase seulement pour le moment, on verra plus bas 
omment faireles deux à la fois.On e�e
tue don
 le 
odage suivant :

|0〉 → 1

23/2
(|0〉 + |1〉) ⊗ (|0〉 + |1〉) ⊗ (|0〉 + |1〉)

|1〉 → 1

23/2
(|0〉 − |1〉) ⊗ (|0〉 − |1〉) ⊗ (|0〉 − |1〉)Autrement dit, si on note |+〉 = 1

2 (|0〉 + |1〉) et |−〉 = 1
2 (|0〉 − |1〉), 
ela revientà :

|0〉 → |+ + +〉
|1〉 → |− −−〉Une erreur de phase 
orrespond i
i à transformer un |+〉 en |−〉 et inversement :
'est une erreur de �ip sur 
ette nouvelle base. On peut don
 appliquer la mêmeméthode de mesure, en prenant 
omme base :

C++ = V ect(|+ + +〉 , |− − −〉)
C+− = V ect(|− + +〉 , |+ −−〉)
C−+ = V ect(|+ − +〉 , |− + −〉)
C−− = V ect(|+ + −〉 , |− + +〉)Ave
 le même raisonnement que plus haut, en remplaçant les 0 par des + et les

1 par des −, on peut 
orriger de telles erreurs.À présent, 
omment 
ombine-t-on les deux types de 
orre
tion ? Ave
 le 
odesuivant, à 9 qubits :
|0〉 → ˜|0〉 = 1

23/2 (|000〉+ |111〉) ⊗ (|000〉+ |111〉) ⊗ (|000〉 + |111〉)
|1〉 → ˜|1〉 = 1

23/2 (|000〉 − |111〉) ⊗ (|000〉 − |111〉) ⊗ (|000〉 − |111〉) (2)



Les "triplets" 
orrigent les erreurs de �ip, les triplets "+" et "−" 
orrigent leserreurs de phase. De façon plus détaillée, on projette 
es qubits (dimension 29)dans un espa
e de dimension 2. Il y a don
 une base 
omposée de 28 = 256sous-espa
es, 
ha
un 
ontenant deux ve
teurs de base. Quelques exemple de 
estels sous-espa
es (le premier étant le 
ode lui-même) :
C00,00,00,++ = V ect

(

1
23/2 (|000〉+ |111〉)(|000〉+ |111〉)(|000〉+ |111〉),

1
23/2 (|000〉 − |111〉)(|000〉 − |111〉)(|000〉 − |111〉)

)

C01,00,11,+− = V ect
(

1
23/2 (|100〉 − |011〉)(|000〉+ |111〉)(|001〉+ |110〉),

1
23/2 (|100〉+ |011〉)(|000〉 − |111〉)(|001〉 − |110〉)

)On peut 
orriger là une erreur de �ip et une erreur de phase. On peut noterqu'on peut parfois 
orriger plusieurs erreurs de �ip (si elles frappent des "blo
s"de 3 di�érents), mais dans le pire des 
as, on en 
orrige au moins une (et uneerreur de phase).Cela 
orrige don
 également une erreur de type :
|0〉 → − |1〉
|1〉 → |0〉puisqu'il s'agit d'une 
ombinaison d'une erreur de �ip et d'une de phase (onreviendra plus tard sur 
e type d'erreur).Par 
ontre, on ne 
orrige pas d'erreur de type :
|0〉 → ω |0〉
|1〉 → ω |1〉ave
 |ω|2 = 1. Mais 
e 
as 
orrespond à des états indistinguables, don
 n'est pasgênant.En fait, 
e qui 
ompte réellement n'est pas d'obtenir |φ〉 à la �n, mais plut�tque sa matri
e de densité ρ = |φ〉 〈φ| soit retrouvée, puisque 
'est 
e qui donneles probabilités de mesurer les 0 ou les 1.1.2 Dé�nitionsDe façon générale, une erreur sur un système quantique apparaît du faitde l'isolement imparfait du système ave
 l'environnement. Cet environnementétant mesuré en permanen
e, le système 
omplet (environnement et système)est projeté, modi�ant ainsi le système 
ensé être isolé du monde. Un peu 
ommesi la 
élèbre boîte du le 
hat de S
hrödinger (
ontenant le système |chat vivant〉+

|chat mort〉) n'est pas parfaitement isolée phoniquement et laisse é
happer quelquesmiaulements.En pratique, une erreur est un opérateur unitaire qui est appliqué au système.Elle est de la forme, pour un système à n qubits : E1 ⊗ E2 ⊗ . . . ⊗ En, ave

En ∈ {I,X, Y, Z} où X,Y, Z sont les opérateurs de Pauli :



Dé�nition 1 (Opérateurs de Pauli de base).
X =

(

0 1
1 0

)

Y =

(

0 −i
i 0

)

Z =

(

1 0
0 −1

)On remarque que Y = iXZ. La raison d'être du i et qu'il permet d'avoir
Y 2 = I, 
omme les autres matri
es de Pauli, et on a vu de toutes façons qu'unemultipli
ation par un fa
teur ne gênait pas la 
orre
tion d'erreur.On appelle 
et ensemble d'erreurs le groupe de Pauli :Dé�nition 2 (Groupe de Pauli).

Gn = {±I,±iI,±X,±iX,±Y,±iY,±Z,±iZ}⊗nCe groupe �ni, de taille 16n, possède les propriétés suivantes :� ∀M ∈ Gn,M† = M−1, autrement dit les matri
es sont toutes unitaires,� ∀M ∈ Gn,M2 = ±I,� ∀M,N ∈ Gn,MN = ±NM.On dé�nit alors le poids de Pauli d'une erreur 
omme le nombre de matri
esdu produit tensoriel di�érentes de l'identité à un fa
teur multipli
atif près.1.3 Propriétés de baseSi on se donne un ensemble E ⊂ Gn d'erreurs pouvant être 
orrigées parun 
ode C, voyons quelles sont les 
onditions né
essaires et su�santes sur E etsur C. Si on note ¯|i〉, i ∈ 0, 2n − 1 les ve
teurs de base du 
ode, une 
onditionné
essaire est :
〈̄j|E†

aEb
¯|i〉 = 0 ∀i 6= j, ∀Ea 6= Eb ∈ E (3)En e�et, si l'un de 
es produits s
alaires donne un ε 6= 0, alors ils ne sontplus orthogonaux : ave
 probabilité |ε|2, les systèmes Ea

¯|j〉 et Eb
¯|i〉 sont projetéssur le même ve
teur. Ainsi, on va e�e
tuer la même opération pour "
orriger"l'erreur. Don
 on obtiendra deux fois le même système après 
orre
tion (alorsqu'on avait deux systèmes di�érents au départ).Une 
ondition su�sante assez simple à établir est :

〈̄j|E†
aEb

¯|i〉 = δi,jδEa,Eb
(4)En e�et, elle peut être réé
rite 
omme 〈̄j|E†

aEb
¯|i〉 = δ(Ea,i),(Eb,j). Autre-ment dit, les Ea |i〉 forment une base orthonormée de l'espa
e (ou du moins,du sous-espa
e engendré par les erreurs possibles). On peut don
 fabriquer ladé
omposition en sous-espa
es suivante :

⊕EaV ect ((Ea |i〉)i)et on asso
ie à 
haque sous espa
e la "réparation" E†
a 
orrespondante.La propriété suivante (donnée dans [2℄) donne la 
ondition né
essaire etsu�sante :



Proposition 1. Un 
ode C 
orrige l'ensemble d'erreurs E si et seulement si la
ondition suivante est réalisée :
∀Ea, Eb ∈ E, ∀ ¯|i〉, ¯|j〉 ∈ C (5)

〈̄j|E†
aEb

¯|i〉 = δi,jCab (6)où Cab est une 
onstante ne dépendant pas de ¯|i〉, mais dépendant à priori de
Ea et Eb.Démonstration. Voir en annexe, page 211.4 Les 
odes stabilisateursOn va dé�nir une 
ertaine 
atégorie de 
odes, appelés 
odes stabilisateurs.C'est sur 
es 
odes qu'on 
her
hera la borne supérieure sur la 
apa
ité, 
ar ilssont plus fa
iles à étudier que les 
odes généraux.Comme on a vu plus haut que la phase importait peu (une erreur du type
iI⊗n ne gène pas), il est intéressant de 
onsidérer le groupe quotienté, 
elui oùon "oublie" la phase :Dé�nition 3 (Groupe de Pauli quotienté).

Gn = Gn/{±I,±iI}Par 
onvention, on notera ave
 des lettres droites M les matri
es du groupequotienté, et ave
 des lettres rondesM les matri
es du groupe de Pauli d'origine.On é
rira don
 [M] = M .Ce nouveau groupe est 
ommutatif (vues les propriétés de Gn), et est iso-morphe à F
n
4 , où I est asso
ié à 0, Z à 1, X à ω et Y à 1 + ω.Si la phase ne nous intéresse pas, en revan
he il est intéressant de garder unetra
e de la 
ommutation ou de l'anti-
ommutation des opérateurs. On dé�nitdon
 une opération appelée ⋆ :Dé�nition 4 (Opérateur ⋆).

∀M,N ∈ Gn,M⋆N =

{

0 si MN = NM
1 sinonCet opérateur ⋆ peut s'exprimer en fon
tion des ve
teurs de F

n
4 : M repré-sente un (mi) ∈ F

n
4 , et N est un (ni). On a alors :Dé�nition 5.

M⋆N =< m,n >= tr

(

n
∑

i=1

min̄i

)où x̄ = x2 dans F
n
4 , et tr(x) = x+ x̄.Remarque 2. Le résultat de 
ette opération est dans F2.



Équivalen
e des deux dé�nitions. Voir en annexe page 22Dé�nition 6 (Code stabilisateur). Si S est un sous-groupe abélien de Gn ne
ontenant pas −I, alors S est le stabilisateur du 
ode C si :
|ψ〉 ∈ C ⇐⇒M |ψ〉 = |ψ〉 ∀M ∈ SRemarque 3. Si S n'était pas abélien, on aurait un M et un N tels que

MN |ψ〉 = |ψ〉 = −NM|ψ〉 = − |ψ〉, 
e qui serait 
ontradi
toire si le 
odeest non trivial.De même, si −I était dans le stabilisateur, on aurait − |ψ〉 = |ψ〉, 
e quiimpliquerait que le 
ode est trivial.Par exemple, pour le 
ode (1), le stabilisateur est :
S = {±i,±1}{IZZ,ZIZ, ZZI}.Comme la phase (i,−i, 1,−1) n'a pas d'importan
e, et que l'un de 
es stabili-sateurs est le produit des deux autres, on note don
 :

S =< IZZ,ZZI > .Pour le 
ode (2), le stabilisateur est :
S =< IZZI6, ZZII6, I3IZZI3, I3ZZII3, I6IZZ, I6ZZI, I3X6, X6I3 >Remarque 4. On peut dé�nir un espa
e d'erreurs dites "atteignables", ie toutesles erreurs de la forme E |ψ〉 , E ∈ Gn, |ψ〉 ∈ C. On a alors ∀ |ψ〉, où |ψ〉 est"atteignable", ∀M ∈ S, M|ψ〉 = ± |ψ〉.En e�et, soit A tel que A |ψ〉 ∈ C. Alors,

∀M ∈ S, MA|ψ〉 = A |ψ〉
∀M ∈ S, ±AM|ψ〉 = A |ψ〉

∀M ∈ S, ±M|ψ〉 = |ψ〉1.4.1 PropriétésOn peut remarquer, qu'il y avait, dans le premier 
ode, 2 générateurs dustabilisateur pour 1 qubit d'information, et 3 qubits au total. De même, dans lese
ond, 8 générateurs pour 1 qubit d'information, et 9 qubits au total. De façonplus générale,Théorème 1. Si S a k générateurs indépendants, alors le 
ode stabilisé par Sest de dimension 2n−k.Démonstration. Voir en annexe page 22



1.4.2 SyndromesLa dé�nition par stabilisateur donne une façon naturelle de dé
rire un équi-valent quantique d'un syndrome. Déjà, une erreur "déte
table" est une erreurqui ne 
ommute pas ave
 le stabilisateur entier. En e�et, si 
'était le 
as, pourun 
ertain |ψ〉 ∈ C, ∀M ∈ S,
M(E |ψ〉) = EM|ψ〉 = E |ψ〉Don
 le ve
teur E |ψ〉 est dans le 
ode, 
e qui fait é
houter toute tentative de
orre
tion.Si on a une erreur E, on dé�nit le syndrome de la façon suivante :Dé�nition 7 (Syndrome). Si S =< M1, . . . ,Mn−k >, S(E) = (E⋆Mi)1≤i≤n−kCe syndrome ne dépend pas de l'état |ψ〉.Comment 
e syndrome est-il relié à une mesure et à une proje
tion ? Ondé�nit, pour 
haque syndrome s, l'ensemble Cs = {E |ψ〉 , S(E) = s, |ψ〉 ∈ C}.On a don
 la dé
omposition de l'espa
e suivante : ⊕sCs. Reste à véri�er que
ette dé
omposition est bien orthogonale.Soient s, s′ deux syndromes et E,E′ deux erreurs qui ont 
e syndrome. Soient

|ψ〉 et |φ〉 ∈ C. Soit i l'indi
e où si 6= s′i. Cela signi�e qu'on a Mi qui 
ommuteave
 E mais pas E′, ou l'inverse.
〈ψ|E†E′ |φ〉 = 〈ψ|E†M†

iMiE
′ |φ〉

= −〈ψ|M†
iE

†E′Mi |φ〉
= −〈ψ|E†E′ |φ〉D'où 〈ψ|E†E′ |φ〉 = 0.Ainsi, on a une dé
omposition orthogonale en sous-espa
es, de dimension

2k (puisqu'il y a 2n−k syndromes possibles). Et le syndrome donne exa
tementdans quel espa
e on se situe.Exemple d'en
odage et de dé
odage Voir en annexe page 25Codes dégénérés ou pasAve
 les 
odes stabilisateurs, on peut réé
rire la notion de distan
e minimale.La plus petite (au sens d'erreur de Pauli) erreur de syndrome nul (
'est à dire quisoit dans S⊥) qui ne soit pas dans le stabilisateur (une erreur du stabilisateurne pose au
un problème de 
orre
tion). Autrement dit :Dé�nition 8.
d := min{w(E), E ∈ S⊥\S}La dé�nition équivalente au 
as 
lassique serait "la plus petite erreur non-triviale de syndrome nul" :

d′ := min{w(E), E ∈ S⊥, E 6= I}



On a de façon évidente d′ ≤ d (le premier ensemble est in
lus dans le se
ond).L'égalité est parfois véri�ée : on dé�nit de 
ette façon les 
odes dégénérés et non-dégénérés.Dé�nition 9 (Code non-dégénéré/dégénéré). Un 
ode stabilisateur est dit non-dégénéré si d′ = d. Il est dit dégénéré si d′ < d.Cette dé�nition est 
antonnée aux 
odes stabilisateurs, nous allons don
 endonner une plus générale, à partir de la 
ondition 5.Dé�nition 10 (Code non-dégénéré). Soit t le poids maximum d'une erreur
orre
tible et E l'ensemble des erreurs de poids inférieur ou égal à t. Un 
odeest non-dégénéré si :
〈̄j|E†

aEb
¯|i〉 = δi,jδa,b, ∀Ea, Eb ∈ E(Dans le 
as dégénéré on a une 
onstante Cab au lieu du δa,b).Équivalen
e des dé�nitions. Voir en annexe page 232 Re
her
he d'une borne supérieure2.1 Le 
anal de PauliPour dé�nir la borne 
her
hée, il faut 
hoisir un modèle de 
anal. On 
hoisirai
i l'analogue quantique du 
anal binaire symétrique, le 
anal de Pauli.Dé�nition 11 (Canal de Pauli). On �xe une probabilité p ≤ 3/4. Sur 
haquequbit, on e�e
tue l'opération suivante :� Ave
 probabilité 1 − p, on ne fait rien,� Ave
 probabilité p/3, on applique X,� Ave
 probabilité p/3, on applique Y ,� Ave
 probabilité p/3, on applique Z.I
i va 
her
her à partir de quel p (probabilité d'erreur dans le 
anal de Pauli)la 
apa
ité s'annule. Autrement dit, à partir de quel p il n'existe au
une famillede 
ode (de rendement non nul) dont la probabilité d'erreur tend vers 0. Onnotera qu'en 3/4, le 
anal a une 
apa
ité nulle 
ar I,X, Y, Z ont 
ha
un uneprobabilité 1/4 d'apparaître.Dans 
ette se
tion, on travaillera beau
oup sur S le stabilisateur, et on notera

k = log |S|. Ce k 
orrespond au n− kquantique.2.2 Idée de baseOn suppose qu'on a p en deçà de 
ette limite, et don
 P (erreur) = o(1)quand n devient grand. On a la répartition des erreurs suivante :
(1 − ε)p ≤ w(E) ≤ (1 + ε)p ave
 proba 1 − o(1) quand ε→ 0



En e�et, E[w(E)] =
∑

i P [Ei soit non nul] = pn. De plus, toutes 
es erreurssont équiprobables, plus exa
tement
1

n
logP (E) =

log
(

1
|Bt|

)

n
+ ε′où ε′ → 0 quand ε→ 0.Comment se passe le dé
odage ? Pour 
haque syndrome déte
té (il y en a

2n−kquantique = 2k i
i), l'algorithme va asso
ier un ensemble d'erreurs, di�érentesdeux à deux par un élément du stabilisateur.On va don
 partitionner la boule Bt (ave
 t = pn) en Bt = B1,B2, . . . de tellesorte ∀x, y ∈ Bi, x−y ∈ S. On les numérote de façon à 
e que 
es sous-ensemblessoient 
lassés par taille : bi = |Bi| et b1 ≥ b2 ≥ . . .. On dé�nit ensuite, pour unsyndrome s :
j(s) = indi
e du Bj tel que P [Bj donne s] soit la plus élevéeOn prendra le plus petit indi
e en 
as de probabilités égales. Comme les erreurssont supposées à peu près équiprobables, les j asso
iés vont être les plus gros.On aura don
 au mieux 2k Bj asso
iés On a don
 :

P [erreur] = P [E n'ait pas de bon syndrome asso
ié] ≥ ∞
∑

i=2k+1

bi2
ε′nSi les erreurs sont 
orrigées on a :

∞
∑

i=2k+1

bi
Bt

2ε′n = o(1) quand ε→ 0 et n→ ∞On 
her
he don
 à partir de quel t 
ette quantité ne devient plus négligeable,
'est à dire quand ∑2k

i=1 bi est inférieure à (1 − o(1))|Bt|. Pour 
ela,On é
rit l'inégalité de Cau
hy-S
hwartz :
2k
∑

i=1

bi ≤
√

2k
∑

bi
2

≤
√

2k
(

∑

bi(bi − 1) +
∑

bi

)

≤
√

2k
(

∑

bi(bi − 1) + |Bt|
)



On 
her
he don
 à 
al
uler :
2k
∑

i=1

bi(bi − 1) =
∑

c∈S

#{(x, y) ∈ Bt, x− y = c}

≤
2t
∑

s=0

#{(x, y) ∈ Bt, x− y = c �xé de poids s} #{c ∈ S,w(c) = S}

=

2t
∑

s=0

M(s, t)aset ensuite, on 
her
he à voir s'il y a des valeurs de t pour lequel le terme de droitedevient inférieur à |Bt| =
(

n
t

)

3t. On 
her
hera à évaluer la valeur de l'exposantdivisé par n, 
ar 
'est 
e qui donne l'ordre de grandeur. On utilisera par la suitela majoration suivante, qui est aussi une bonne approximation :
(

n

t

)

≤ 2n h(t/n) (7)ave
 h(x) = −x log x− (1 − x) log(1 − x).2.3 Majoration de M(s, t)2.3.1 Cal
ul expli
ite de M(s, t)Il faut 
ompter, pour un c �xé de poids s, #{x|x ∈ Bt, x − c ∈ Bt}. On vasupposer x de poids tx. On 
her
he don
 #{x|w(x) = tx, x − c ∈ Bt}, et pluspré
isément, on va �xer un tI et on va 
her
her #{x|w(x) = tx, |I| = tI , x− c ∈
Bt}, où I est dé�ni 
omme sur la �gure 1.

Fig. 1 � Notations pour les ensembles d'indi
es



Sur 
ette �gure, la zone grise représente le support (ie les empla
ements où ily a un élément non nul). Si x est �xé, on peut voir que le support de y 
omprendau moins Sx\I, Sc\I. Il peut aussi y avoir des éléments dans la zone gris 
lair.Supposons que tx et tI sont �xés (c est déjà �xé et don
 s aussi). Combien de
hoix possibles avons-nous pour x ? D'abord, on �xe les éléments "tous seuls",ie 
eux de Supp(x)\I. On a don
 tx − tI empla
ements à 
hoisir, et à remplirave
 des éléments de F4 non nuls :
(

n− s

tx − tI

)

3tx−tIEnsuite, pour 
ha
un de 
es 
hoix, il faut 
hoisir les éléments de l'interse
tion.Comme dit plus haut, le poids de y 
omprend déjà les deux parties grisées surla �gure 1 : Sx\I, Sc\I, 
'est à dire un poids tx + s− 2tI . y ne doit pas avoir unpoids dépassant t, don
 on va 
hoisir sa taille, de la forme tx + s− 2tI + tJ ,où J ⊂ I sera l'ensemble des empla
ements où y est non nul (à l'intérieur de I).Ce tJ va don
 varier entre 0 et t− (tx + s− 2tI).On 
hoisit don
, pour 
ha
un de 
es tJ , un ensemble J , et on a pour lesvaleurs de x deux 
hoix : il faut que ça soit un élément de F4 qui ne soit ni 0 nila valeur en c. Cela donne :
(

tI
tJ

)

2tJCon
lusion : à tx et tI �xés, on a :
(

n− s

tx − tI

)

3tx−tI

t−tx−s+2tI
∑

tJ=0

(

tI
tJ

)

2tJEnsuite, quelle doit être la borne sur tI pour que 
ela soit possible ? Il fautque y soit de poids inférieur à t, or 
e poids est au minimum de tx−t−I+s−tI .Autrement dit, il faut tx + s−2tI ≤ t. Cela donne tI ≥
⌈

tx+s−t
2

⌉. Bien entendu,on a également tI ≤ min(tx, s). Cela nous donne don
 les bornes sur tI .Et que dire des bornes sur tx ? De façon évidente, 0 ≤ tx ≤ t. Et pour que tIsoit positif ou nul, il faut (et il su�t) d'avoir tx+s−t
2 ≤ min(tx, s). Cela donnedeux inégalités : tx ≥ s − t et t − x ≤ s + t. La deuxième 
ondition est inutilepuisqu'on a déjà tx ≤ t. On a don
 : max(0, s− t) ≤ tx ≤ t.Ce qui donne au �nal, pour #{{x, y} ⊂ Bt, x− y = c} :

M(s, t) =

t
∑

tx=max(0,s−t)

min(tx,s)
∑

tI=⌈ tx+s−t
2 ⌉

(

n− s

tx − tI

)

3tx−tI

t−tx−s+2tI
∑

tJ=0

(

tI
tJ

)

2tJ2.3.2 Majoration de la sommeOn notem( s
n ,

t
n ) = 1

n logM(s, t). C'est l'exposantm qui nous intéresse, aussion va majorer 
ette somme par son terme dominant, multiplié par le nombre



de termes. Comme 
e nombre est polyn�mial (n3), il devient négligeable dans
m(s/n, t/n).On 
her
he don
 à majorer
f(n, s, t) = max

((

n− s

tx − tI

)

3tx−tI

(

tI
tJ

)

2tJ

) ave
 0 ≤ tx ≤ t
tx+s−t

2 ≤ tI ≤ min(tx, s)
0 ≤ tJ ≤ t− tx − s+ 2tICommençons par majorer la partie �nale du terme, qu'on notera

A(n, s, t, tx, tI) =

(

tI
tJ

)

2tJpour 0 ≤ tJ ≤ t−tx−s+2tI . Ave
 la majoration 7, on a : (tI

tJ

)

2tJ ≤ 2tI h(tJ/tI )+tJ .D'où :
(

tI
tJ

)

2tJ ≤ 2tI h(tJ/tI)+tJ

≤ 2tI(h(tJ /tI)+tJ/tI )

≤ 2
tI
ln 2a(x) avec x = tJ/tICette valeur est maximale quand la fon
tion a l'est, 
'est à dire quand x = 2/3(voir en annexe page 26 les détails).Si par 
ontre tJ max

tI
= t−tx−s+2tI

tI
≤ 2/3, alors le maximum est en tJmax.Le terme 
her
hé est don
 majoré par

A(n, s, t, tx, tI) =

{

2
tI

“

h(
tJmax

tI
)+

tJmax
tI

”

si tJmax

tI
≤ 2

3

3tI sinonCas numéro 1 Étudions le 
as où tJmax
tI

≥ 2/3. On 
her
he don
 à majorer
M1(n, s, t) ≤

(

n− s

tx − tI

)

3tx ave
 0 ≤ tx ≤ t
tx+s−t

2 ≤ tI ≤ min(tx, s)On utilise la majoration (7) :
2(n−s) h( tx−tI

n−s )3txLa valeur maximum du terme quand on fait varier tI , à tx �xé, est atteinte pour
tx−tI

n−s = 1/2 si 
'est possible, sinon pour la valeur maximale de tx−tI

n−s . Autrementdit la valeur minimale de tI possible. Pour avoir tJmax = t−tx−s+2tI ≥ 2/3tI ,on obtient tI ≥ 3/4(tx + s− t).
{

3tx 2(n−s) h( 3t+tx−3s
4(n−s) ) si 3t+tx−3s

4(n−s) ≤ 1/2

3tx 2(n−s) sinon



Dans les deux 
as, le terme maximum est atteint pour tx maximal : tx = t.Cela signi�e don
 que le maximum est atteint pour un mot x de taille t, uneinterse
tion ave
 c de taille tI = 3
4 (tx +s− t) = 3s/4, don
 une interse
tion ave


y de taille tJ = 2/3tI = s/2. Don
 y est de poids tx + s− 2tI + tJ = t.Cela donne un terme majoré par :
M1(n, s, t) ≤ 3t 2(n−s) h( 4t−3s

4(n−s) ) si 4t−3s
4(n−s) ≤ 1/2

3t 2n−s sinonC'est à dire, en posant S = s
n , x = tI

n :
m1(S, T ) ≤ T log 3 + (1 − S) h

(

4T−3S
4(1−S)

) si 4T−3S
4(1−S) ≤ 1/2

T log 3 + (1 − S) sinonCas 2 : simpli�
ation de la somme Dans le 
as où on a tJmax
tI

≤ 2/3, onva supposer que le terme maximum de la somme est atteint sur la sphère St,
e qui simpli�e la majoration du terme prin
ipal (tx = t). On obtient, une foisqu'on a majoré les termes bin�miaux :
M2(n, s, t) ≤ 2

(n−s) h( t−tI
n−s )+log2 3(t−tI )+tI(h

“

2tI−s

tI

”

+2tI−s)En prenant l'exposant de 2 divisé par n, on obtient :
T (tI) = (1 − s

n
) h

(

t− tI
n− s

)

+ log2 3(
t

n
− tI
n

) +
tI
n

h

(

2tI − s

tI

)

+ 2
tI
n

− s

nOn pose x = tI

n :
T (x) = (1 − S) h

(

T − x

1 − S

)

+ log2 3(T − x) + xh

(

2x− S

x

)

+ 2x− S

T a plusieurs valeurs pour lesquelles sa dérivée s'annule (voir les détailspage 27) qui selon les valeurs de S ou de T peuvent 
orrespondre au maximum.On les notera xmax1, xmax2.Le terme maximum 
her
hé est don
 le max de 
elui en xmax1, 
elui en xmax2,voire de 
lui en 0, puisque la fon
tion peut être dé
roissante en 0.
m2(S, T ) ≤ max

(

T (xmax1), T (xmax2), (1 − S) h

(

T

1 − S

)

+ T log2 3 − S

)En�n il faut prendre le max des deux 
as étudiés pré
édemment :
m(S, T ) ≤ max(m1(S, T ),m2(S, T ))2.4 Majoration des a

sOn 
her
he à présent à 
al
uler, pour un s donné, as : le nombre d'élémentsde taille s dans S. On va utiliser un résultat sur les 
odes 
lassiques, dans [1℄,en adaptant le 
as à F
n
4 . On notera A(S,R) = 1

n log as.



2.4.1 Majoration stri
teOn traite don
 S 
omme un 
ode 
lassique sur F4, de longueur n, de ren-dement R = dim2(S)/n et de distan
e minimale d = δn. Soit R∗(δ) une bornesupérieure sur le rendement des 
odes en fon
tion de δ. Soit également α ∈ [0, 1].On fera l'hypothèse suivante sur S :Hypothèse 1. On supposera que si c ∈ S, alors αc ∈, ∀α ∈ F4.On 
ommen
e par partitionner les 
oordonnées {1, . . . n} de la sorte :
{1, . . . n} = A1 ∪A2 ∪ . . .At ∪ BAve
 
omme 
onditions

rg
F4

(
olonnes d'indi
es dans Aide la matri
e génératri
e de S) = ⌊αRn⌋et
rg

F4
(
olonnes d'indi
es dans Bde la matri
e génératri
e de S) < αRnAutrement dit, on forme des blo
s de ⌊αRn⌋ 
oordonnées de telle sorte queles sous-matri
es asso
iées soient de rang plein sur F4, puis B représente les
oordonnées restantes. t est le nombre maximum de tels sous-ensembles qu'onpeut former. On notera tαRn = βnSi un mot de S est de poids s, alors par le prin
ipe des tiroirs, il existe aumoins un ensemble Ai pour lequel 
e mot a moins de ⌊s/t⌋ entrées non nulles.On dira que 
e mot est mauvais pour i. Pour un i donné, et un motif donné(sur l'ensemble Ai), on 
ompte

2nR−2αnR = 2(1−2α)Rnmots possibles de S ayant 
e motif sur Ai. En e�et, le motif �xe αRn 
oor-données, 
e qui 
orrespond à un nombre de possibilités "bloquées" 22αRn, 
arsi la dimension sur 4 de l'espa
e engendré par les 
oordonnées Ai est αRn, ave
l'hypothèse 1, il est de dimension 2αRn en tant que F2-espa
e ve
toriel.Cela nous fait don
, pour un Ai donné, le nombre maximum de mots quisont mauvais pour i :
as ≤

⌊s/t⌋
∑

i=0

(

αRn

i

)

3i2(1−2α)RnOn multiplie 
ette quantité par t pour obtenir une majoration sur le nombretotal de mots de S de poids s (
haque mot est mauvais pour au moins un i).On majore ensuite 
ette somme :
as ≤ t

⌊s/t⌋
∑

i=0

(

αRn

i

)

3i2(1−2α)Rn

≤ t

⌊s/t⌋
∑

i=0

2αRn h( i
αRn)+i log 3+(1−2α)RnLe terme maximum de la somme est :



� pour i
αRn = 3/4 si 
ette valeur est atteinte, autrement dit si s

αtRn ≥ 3/4,� pour i = s/t sinonIl faut don
 savoir quel est le m/t le plus grand possible, autrement dit le t leplus petit possible (ie le β le plus petit possible). Il est 
al
ulé dans le lemme 1.Lemme 1. La borne 
her
hée sur β, ave
 les notations 
i-dessus est β∗(α)solution de l'équation :
(1 − α)R

β
= R∗

(

δ

β

)Démonstration. En annexe, page 24.Si on revient au 
al
ul de la borne supérieure, on a don
 :
{

R si S
β∗(α) ≥ 3/4

R
[

α
(

h
(

S
β∗(α)

)

+ S
β∗(α)

)

+ 1 − 2α
] sinonave
 S = s/n.En�n, α a été �xé arbitrairement. On peut don
 le faire varier entre 0 et

1/2, a�n d'avoir le meilleur résultat possible. La borne 
her
hée est don
 :
A(S,R) ≤ R min

0≤α≤1

{

α
(

h
(

S
β∗(α)

)

+ S
β∗(α)

)

+ 1 − 2α si S
β∗(α) ≥ 3/4

1 sinon (8)Dans notre 
as, on prendra R∗(δ) = 1, 
e qui nous donne β∗(α) = R(1−2α).On obtient don
 :
A(S,R) ≤

R min0≤α≤1/2

{

α
(

h
(

S
R(1−2α)

)

+ S
R(1−2α)

)

+ 1 − 2α si S
R(1−2α) ≥ 3/4

1 sinon (9)2.4.2 Borne inf sur la borne sup (et estimation)On peut donner une borne inférieure sur la borne supérieure sur log as

n , endonnant quelques familles de 
odes simples. Dans [1℄, l'auteur 
onje
ture 
etteborne 
omme la borne supérieure optimale.Un premier exemple est : ( M 0
) où M a k/2 
olonnes et k lignes, et esttelle qu'elle soit de rang k sur F2 (et de rendement R = k/n). Le reste de lamatri
e génératri
e est rempli de 0. De façon évidente, on peut générer tous lesmots possibles sur la première partie, 
e qui donne

as =

(

k/2

s

)

3spour s ≤ k/2, 
e qui donne ave
 la majoration des bin�miaux :
2

nR
2 (h( 2S

R )+ 2S
R log 3)



Cette valeur est maximale pour 2S/R = 3/4, 
'est à dire S = 3R/8.Pour S ≥ 3R/8, on va fabriquer d'autres 
odes, et utiliser un argumentprobabiliste.Lemme 2. La répartition moyenne des poids des éléments des 
odes de longueur
n et de rendement R = k/n est donnée par :

āt =

(

n
t

)

3t

22n−1
2k−1Démonstration.

āt =
∑

w(s)=t

P [s ∈ C]Il faut don
 étudier P [s ∈ C], pour s donné et C aléatoire. Or, si s 6= 0, alors
ette quantité ne dépend pas de s. On é
rira don
 :
∑

s

P [s ∈ C] =
(

22n − 1
)

P [s ∈ C, s 6= 0] + 1

=
∑

s

∑

C 1{s∈C}# 
odes
=

1# 
odes∑
C

∑

s

1{s∈C}

=
1# 
odes∑

C

2k

= 2kOn va prendre maintenant un 
ode dont le support est de taille n′ (maistoujours de longueur totale n) et de dimension k. On a don
 le résultat 
i-dessus ave
 n′ à la pla
e de n. On a le résultat (en moyenne, mais 
ela signi�equ'il existe des 
odes pour lesquels on est à 
ette valeur ou au dessus) :
1

n
log at =

n′

n

(

h

(

t

n′

)

+ log 3
t

n′
− 2

)

+
k

n
+O

(

1

n2k

)Si on prend un support n′ = 4/3t où t est le poids pour lequel on veut la borneinférieure, alors on obtient 1
n log at ≃ R. On peut avoir 
ette borne inférieurepour n′ ≥ k/2, par
e le 
ode doit être dimension k. On a don
, pour un poidssupérieur à 3/8k, une borne inférieure qui est à 2nR. Cette borne est valablejusqu'à 
e que n′ = n, 
'est à dire un poids de 3n/4. Au delà, la borne importepeu. En e�et, si la probabilité d'erreur est égale à 3/4, alors la 
apa
ité est
lairement nulle.On a don
 au �nal la borne inférieure suivante (pour l'exposant de 2 divisépar n) :

A(S,R) ≥
{

R
2

(

h(2S
R ) + log 3 2S

R

) tant que S ≤ 3R/8
R ensuite
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Fig. 2 � Bornes supérieures sur la somme (borne sup et borne inf sur la bornesup), et |Bt| en 
omparaison (
ourbe du dessous)Remarque 5. Les 
odes utilisés i
i pour atteindre la borne inf sur la bornesup ne sont pas à priori des 
as qu'on ren
ontrera, entre autres ils ne véri�entpas la 
ontrainte d'orthogonalité. Si on utilisait 
ette 
ontrainte, on pourraitprobablement avoir de meilleurs résultats.2.5 Majoration �nale : résultatsOn rappelle qu'on 
her
hait à majorer
√

√

√

√2k

(

2t
∑

s=1

M(s, t)as + |Bt|
)On prend don
 l'exposant de 2 divisé par n, et on majore les sommes parl'exposant max. Cela donne don
 :

1

2

(

R+ sup
S≤2T

(m(S, T ) + A(S,R))

)et on 
her
he à savoir quand 
ette borne devient inférieure à 1
n log |Bt|.On obtient, ave
 une résolution numérique, les 
ourbes données sur la �-gure 2. Les deux 
ourbes de borne sur la somme 
oupent la 
ourbe de |Bt| pourdes valeurs non triviales de T (
'est à dire inférieures à 3/4). On peut 
al
uler
e point d'interse
tion, et on obtient environ 0.386717 pour la borne inférieure,et 0.428318 pour la borne supérieure.



3 Con
lusionLes bornes obtenues sont supérieures à 
elle (1/4) donnée par Preskill dans [2℄.Cependant, le résultat n'est pas négatif pour autant. Déjà, il faut régler le pro-blème des deux hypothèses faites au 
ours du raisonnement. La première, àpropos du terme maximum de la somme : on a supposé que dans un des sous-
as, le maximum était atteint sur la sphère. La se
onde est plus �ne, 
'est 
ellequi suppose que si x est dans S, alors x∗tout élément de S est aussi dans S.Sans 
ette hypothèse, la preuve sur la majoration des as semble plus di�
ileà faire fon
tionner � ou alors pas de 
ette façon. Il faudrait don
 trouver unefaçon de raisonner sans 
ette hypothèse.Ensuite, et surtout, on peut également améliorer 
es bornes, notamment enutilisant l'hypothèse d'orthogonalité de S. Il est assez évident que les exemplesutilisés pour la borne inf ne respe
tent pas 
ette hypothèse, on peut don
 espérerde meilleures bornes sur as en exploitant 
ette piste.En 
on
lusion, il reste en
ore beau
oup de 
hoses à 
her
her dans le domainede la 
apa
ité des 
odes quantiques, ave
 
ette méthode ou ave
 d'autres.Remer
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ture notes, quantum error 
orre
tion. 1999.A AnnexesA.1 PreuvesPreuve de la propriété 5, donnée page 8. On va montrer que la 
ondition estsu�sante.Pour 
ela, il nous faut fabriquer une dé
omposition en sous-espa
es ortho-gonaux dans lesquels e�e
tuer la mesure, 
omme dans le 
as de la 
ondition(4). Les Ea |i〉 ne sont pas à priori orthogonaux entre eux, don
 on ne peutpas prendre 
es ve
teurs tels quels. En fait, on 
her
he des opérateurs E′
a, telsqu'on puisse avoir une dé
omposition en ⊕EaV ect ((E

′
a |i〉)i), ave
 des E′

a |i〉orthogonaux entre eux deux à deux.



Etant donnée un espa
e ve
toriel V ect ((Ea |i〉)a), on peut en déduire unebase orthonormée (|e〉). On sait qu'elle va se 
onstruire sous la forme |e〉 =
∑

a keaEa |i〉, don
 ses ve
teurs sont de la forme E′
a |i〉. Mieux, 
ette 
onstru
tionne dépend que des produits s
alaires 〈i|E†

aEb |i〉, don
 ne dépend pas de |i〉. Don
on a les mêmes E′
a pour tous les ve
teurs du 
ode.Ainsi, on a des opérateurs E′

a qui véri�ent 〈i|E′
a
†
E′

b |i〉 = δa,b. On peut don
e�e
tuer la dé
omposition voulue, et 
omme on a :
Ea |i〉 =

∑

c

λacE
′
c |i〉 ,lors de la mesure, l'état va être projeté sur l'un de 
es sous-espa
es. Comme les

Ea |i〉 étaient orthogonaux pour i 6= j, ça reste le 
as pour les E′
a, et don
 va seretrouver sur l'un des E′

c |i〉.Le seul problème restant à régler est la 
orre
tion de l'erreur : rien ne prouveque les E′c soient unitaires. Cela dit, ils 
onservent le produit hermitien surl'espa
e du 
ode, par 
onstru
tion. On peut don
 les étendre en opérateursunitaires E′′
a sur l'espa
e entier, et on asso
ie à 
haque sous-espa
e la 
orre
tion
orrespondante : E′′a

†, puisque E′′
a
†
E′

a |i〉 = |i〉 ∀ |i〉 ∈ C.Équivalen
e de dé�nitions, 
f remarque 2. On aM⋆N =< m,n >=
∑n

i=1 tr(min̄i)puisque tr est linéaire. Ce qui 
ompte don
 est la parité du nombre de 1 dansles tr(min̄i). D'autre part, puisque les matri
es M et N se dé
omposent enproduit tensoriel de "blo
s" dont les produits 
ommutent ou anti-
ommutent,on 
ompte la parité du nombre de blo
s qui ne 
ommutent pas pour savoir siles deux matri
es 
omplètes 
ommutent ou pas.En résumé, il su�t de regarder 
e qui se passe quand n = 1.Quand l'une des deux matri
es est I, alors ça 
ommute. Pour la tra
e, onaura min̄i = 0, et don
 la tra
e est nulle aussi. Lorsqu'on a deux matri
es quine sont pas l'identité, et don
 qui anti-
ommutent, on regarde les di�érents 
as :
XY → ω( ¯1 + ω) = ω2 = 1 + ω → 1
Y X → (1 + ω)(ω̄) = 1 + ω2 = ω → 1
XZ → ω1̄ = ω → 1
ZX → 1ω̄ = 1 + ω → 1
ZY → 1( ¯1 + ω) = 1 + ω2 = ω → 1
Y Z → (1 + ω)1̄ = 1 + ω → 1On a bien un 1 dans tous les 
as d'anti-
ommutation et un 0 dans les 
as de
ommutation.Preuve du théorème 1, page 9. Pour 
e faire, on va utiliser le lemme suivant :Lemme 3. Pour S vu 
omme espa
e ve
toriel sur F2, on a :

dim(S⊥) = 2n− dim(S)



où S⊥ = {M,M⋆N = 0 ∀N ∈ S}. Contrairement à un orthogonal "
las-sique", là rien n'empê
he S lui-même d'être dans 
et espa
e, 
e qui arrive no-tamment quand S est 
ommutatif.Démonstration. Pour N ∈ S, on a :
M⋆N = 0

∑

i

tr(mi(̄ni)) = 0L'opération x ∈ F2
2 ⇒ xn̄i est linéaire, de même que l'opération tr. On adon
, pour un N donné, une forme linéaire qu'on appellera AN . Cela nousdonne don
 une appli
ation de Gn dans son dual, et don
, si on a k générateursindépendants dans S, alors on aura k générateurs de formes linéaires dans ledual. Ainsi M ∈ §⊥ est 
ara
térisé par k relations indépendantes de la forme :

AN (M) = 0.On a don
 2n in
onnues, k relations linéaires indépendantes, don
 la dimen-sion sur F2 de S⊥ est de 2n− k = 2n− dim(S).Pour prouver le théorème, on va pro
éder par ré
urren
e.Si le stabilisateur 
ontient juste l'identité, alors tout l'espa
e est le 
ode, 
equi donne bien une dimension 2n.Supposons que le stabilisateur soit <M1, . . .Mk > et que la propriété soitvraie pour tout k′ < k. Soit S =<M1, . . .Mk > et S′ =<M1, . . .Mk−1 >. Onappelle C et C′ les 
odes respe
tifs (on a C ⊂ C′). Par hypothèse de ré
urren
e,
C′ est de dimension 2n−k+1.On sait don
 que dimS = dimS′ + 1, et don
 que dimS′⊥ = dimS⊥ − 1,par le lemme 3. Il existe don
 une matri
e N ∈ S′⊥\S⊥, autrement dit il existeune matri
e N qui 
ommute ave
 tout S′, mais pas ave
 tout S. Autrement dit,
N 
ommute ave
 M1, . . .Mk−1 et anti-
ommute ave
 Mk.Pour un |ψ〉 ∈ C :

Mk(N |ψ〉) = −NMk |ψ〉 = −(N |ψ〉)Et si |ψ〉 ∈ C′\C :
Mk(N |ψ〉) = −NMk |ψ〉 = (N |ψ〉)Du fait que N 
ommute ave
 tous les autres Mi, i < k, l'opération "multipli
a-tion par N" est une bije
tion de C′ dans lui-même. Les observations 
i-dessusmontrent que 
ette bije
tion envoie les éléments de C sur les éléments de C′\Cet inversement : elle 
oupe en deux l'espa
e du 
ode C′. Il y a don
 deux foismoins de ve
teurs de base dans C que dans C′, don
 sa dimension est 2n−k.Équivalen
e des dé�nitions 9 et 10 page 11. Montrons d'abord le sens d = d′ ⇒

Cab = δa,b.



Soient Ea 6= Eb dans l'ensemble E dé�ni plus haut, et |ψ〉 un ve
teur du 
ode.On veut montrer que 〈ψ|E†
aEb |ψ〉 = 0. Pour 
ela, on va 
her
her un M ∈ S telque M 
ommute ave
 Ea et pas Eb, ou l'inverse. En e�et, si on dispose d'un telopérateur, on aura :

〈ψ|E†
aEb |ψ〉 = 〈ψ|E†

aM†MEb |ψ〉
= −〈ψ|M†E†

aEbM|ψ〉
= −〈ψ|E†

aEb |ψ〉D'où 
e produit est égal à 0.Si on avait s(Ea) = s(Eb), 
omme les erreursEa et Eb sont supposées pouvoirse 
orriger, 
ela signi�erait qu'elles sont 
orrigées par la même opération M1.On a don
 E†
aEb ∈ S. Or le poids de E†

aEb est inférieur à 2t don
 stri
tementinférieur à d. De plus 
ette erreur appartient à S et n'est pas l'identité. Don
elle appartient à {E ∈ S⊥, E 6= I}. Don
 d′ ≤ w(E†
aEb) < d, 
e qui est 
ontraireà l'hypothèse.En revan
he, si s(Ea) 6= s(Eb), on prend Mi tel que s(Ea)i 6= s(Eb)i, 
e quisigni�e bien que Mi 
ommute ave
 l'une des erreurs et pas ave
 l'autre, d'où lerésultat.Sens Cab = δa,b ⇒ d = d′.Supposons, par l'absurde que d > d′. Alors il existe une erreur E, qui estdans S, de poids inférieur à d et qui n'est pas l'identité. Alors on peut "
ouper"

E en deux erreurs de poids 
ha
une ≤ t, E†
a et Eb. Ces erreurs étant de poids

≤ t, elles sont dans l'ensemble d'erreurs dites "
orre
tibles". Or, pour |ψ〉 ∈ C,on a :
〈ψ|E†

aEb |ψ〉 = 〈ψ|E |ψ〉
= 〈ψ| |ψ〉
= 1
e qui 
ontredit l'hypothèse 〈ψ|E†

aEb |ψ〉 = 0 si Ea 6= Eb (et 
'est le 
as sinon
E serait l'identité). D'où la 
on
lusion.Preuve du lemme 1, page 18. On dé�nit le 
ode D, à partir de S de la façonsuivante :� La longueur de D est αRtn = βn. Autrement dit on supprime les 
oor-données de B.� Les mots de 
ode sont 
eux de S dont le support appartient à A1∪. . .∪At.Cher
hons maintenant quelle est le rendement de 
e 
ode et sa distan
e mini-male. On fera l'hypothèse (notée ) que le 
ode S est stable par multipli
ationpar tout élément de F4.

R′ =
dimF2 D

βn



La dimension sur F2 du 
ode est 
elle de S moins la dimension de l'espa
eengendré par tous les mots de 
ode dont le support n'est pas seulement dans
A1∪ . . .∪At. Or la dimension de 
ette espa
e, sur F4, est majorée par αRn vuela 
onstru
tion des Ai. Sur F2, 
ette dimension est don
 au maximum de 2αRn.D'où

R′ ≥ Rn− 2αRn

βn
=
R(1 − 2α)

βSa distan
e minimale est donnée par le plus petit élément (au sens du poids sur
F4) non nul de D. Clairement, si un tel élément atteint la distan
e minimaledans D, 
e même élément 
omplété par des 0 est un élément de S et a le mêmepoids. D'où

d′ ≥ d ⇐⇒ d′

βn
= δ′ ≥ δ

βOn obtient don
 les inégalités suivantes, puisque la borne R∗ est dé
roissante :
R(1 − 2α)

β
≤ R′ ≤ R∗

(

δ

β

) (10)Pour que l'inégalité soit possible, il faut que le terme de gau
he soit inférieurau terme de droite. Celui de gau
he est 
lairement dé
roissant en β, tandis que
elui de droite est 
roissant. Pour β = 1, le terme de gau
he est 
lairementinférieur au terme de droite, et pour β = 2δ, le terme de droite est nul alorsque le terme de gau
he est positif : β a don
 une valeur limite minimale, qui
orrespond à la ra
ine de R(1−2α)
β = R∗

(

δ
β

) qu'on notera β∗(α).A.2 ExempleExemple d'en
odage et de dé
odagePrenons l'exemple du 
ode à trois qubits (1). Sur la �gure 3, on peut voirla 
onstru
tion pratique du 
ode à 3 qubits, ave
 deux portes CNOT, et lesdeux qubits supplémentaires. On peut voir que |0〉 est envoyé sur |000〉 et |1〉sur |111〉.De là, si on applique le 
ir
uit inverse à la ré
eption, 
'est à dire 
omme sur la�gure 4, si au
une erreur n'a eu lieu, la mesure des deux qubits supplémentairesdonne 00. S'il y a eu des erreurs, 
ette mesure peut 
hanger, et on va voir qu'enfait, 
ette mesure donne exa
tement le syndrome 
omme dé�ni plus haut.En e�et, si l'erreur qui est apparue est IIX , ie au lieu de |000〉 , |111〉 on a
|001〉 , |110〉, alors le syndrome mesuré est 01. Si l'erreur est IXI, le syndromeest 11, si 
'est XII, le syndrome est 10. Le syndrome 
orrespond bien, i
i, à ladé�nition 7, ave
 M1 = ZZI,M2 = IZZ.



Fig. 3 � Cir
uit d'en
odage pour le 
ode à trois qubits

Fig. 4 � En
odage et dé
odage pour le 
ode à 3 qubitsA.3 Détails de 
al
ulsMaximum de la fon
tion a(x)Soit la fon
tion a(x) = h(x) + x. Étudions les variations de la fon
tion aentre 0 et 1.
a′(x) = −1 − lnx+ 1 + ln(1 − x) + ln 2

= ln(
1 − x

x
) + ln 2



Cette fon
tion tend vers +∞ quand x tend vers 0, et vers −∞ quand x tendvers 1.
a′(x) = 0

− ln 2 = ln(
1 − x

x
)

1

1 − x
= 3

x = 2/3On a don
 un unique maximum en x = 2/3 : log 3.Maximum de la fon
tion T

T (x) = T (x) = (1 − S) h
(

T−x
1−S

)

+ log2 3(T − x) + xh
(

2x−S
x

)

+ 2x− SAve
 h′(x) = 1
ln 2 ln( 1

x − 1), on a :
T ′(x) = (1 − S)

1

ln 2

−1

1 − S
ln

(

1 − S

T − x
− 1

)

− log2 3

+ x ∗ 1

ln 2
∗ S

x2
ln

(

x

2x− S
− 1

)

+ h

(

2x− S

x

)

+ 2

= − 1

ln 2
ln

(

1 − S − T + x

T − x

)

+
S

x ln 2
ln

(

S − x

2x− S

)

− 1

ln 2

(

2x− S

x
ln

(

2x− S

x

))

− 1

ln 2

(

S − x

x
ln

(

S − x

x

))

+ 2 − log2 3

= 2 − log2 3

+
1

ln 2
ln

(

T − x

1 + x− S − T

x2

(2x− S)2
S − x

x

)

+
S

x ln 2
ln

(

S − x

2x− S

2x− S

x

x

S − x

)

= 2 − log2 3 +
1

ln 2
ln

(

x(x − T )(x− S)

(2x− S)2(1 + x− S − T )

)Cette fon
tion s'annule pour x tel que :
x(x−T )(x−S)

(2x−S)2(1+x−S−T ) = 2−2+log2 3

⇐⇒ x(x− T )(x− S) − 3
4 (2x− S)2(1 + x− S − T ) = 0



De plus, 
e polyn�me p a 3 ra
ines réelles. En e�et, si on regarde quelquesvaleurs :
p(0) = −3

4
(−S)2(1 − S − T ) ≤ 0

p(
S

2
) =

S

2
(
S

2
− T )(−S

2
) − 3

4
(2
S

2
− S)2(1 + x− S − T )

=
S2

4
(T − S

2
) ≥ 0

p(S) = −3

4
(s)2(1 + S − S − T )

= −3

4
(S)2(1 − T ) ≤ 0De plus, p tend vers +∞ en −∞. Don
 p s'annule une fois pour une valeurnégative, puis une autre fois entre 0 et S/2, et une troisième fois entre S/2 et

S. Selon le signe de (1+x−S−T ), une des deux ra
ines donnera le maximum.Ave
 un logi
iel de 
al
ul formel, on obtient :
x1 =

P (S, T )1/3

12
− 12Q(S, T )

P (S, T )1/3
+
T

3
+

5S

6
− 1

2

x2 = −P (S, T )1/3

24
+

6Q(S, T )

P (S, T )1/3
+
T

3
+

5S

6
− 1

2

+
1

2
i
√

3

(

P (S, T )1/3

12
+

12Q(S, T )

P (S, T )1/3

)

x3 = −P (S, T )1/3

24
+

6Q(S, T )

P (S, T )1/3
+
T

3
+

5S

6
− 1

2

−1

2
i
√

3

(

P (S, T )1/3

12
+

12Q(S, T )

P (S, T )1/3

)Ave

P (T, S) = 192ST 2 + 264S2T − 576ST − 234S2 + 432S − 26S3 + 64T 3

− 288T 2 + 432T − 216

+ 6

√

√

√

√

√

−1296S2T + 648S3 + 2592S2T 2 + 1296S3T − 2592S3T 2

+360S4T − 1728S2T 3 + 960S3T 3 + 672S4T 2 + 384S2T 4

−648S5T − 1323S4 + 738S5 − 9S6

Q(S, T ) = −2

9
ST +

1

3
S − 5

72
S2 − 1

9
T 2 +

1

3
T − 1

4



Les ra
ines 
arrées sont des ra
ines au sens 
omplexe, 
ar les quantités sous lara
ine ne sont pas for
ément positives.La ra
ine qui nous importe est la plus grande, vu le raisonnement pré
édent.Il est di�
ile d'intuiter laquelle est la bonne, on dé�nit don
 xmax1(S, T ) =
min (3S/4,max(x1, x2, x3)). On a ajouté aussi la 
ondition tI ≤ 3/4s (sinon onest dans le 
as "simple"), xmax2(S, T ) = 2e terme(x1, x2, x3).


