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Le contexte général

Mon stage a porté sur la recherche d’une borne supérieure sur la capacité de
certains codes quantiques. Il a été réalisé & 'INRIA Rocquencourt, dans I’équipe
SECRET.

L’informatique quantique est un domaine relativement nouveau, et il reste
beaucoup de choses qui, si elles sont simples et déja largement connues dans le
monde classique, le sont beaucoup moins dans le quantique. C’est le cas des codes
correcteurs. Il est naturel d’imaginer qu’un qubit est, dans la "nature" tout aussi
(voire plus) soumis & des erreurs qu’un bit classique. On connait différents codes
quantiques, et on sait en dégager certaines propriétés, par contre la capacité des
canaux reste encore trés difficile & estimer.

Le probléme étudié

Le but de ce stage était de chercher une borne supérieure sur la capacité de
correction des codes stabilisateurs, qui sont un type de codes correcteurs quan-
tiques. Actuellement, méme dans le cas d’un canal trés simple, le canal de Pauli
(I’équivalent quantique du canal binaire symétrique), on n’a essentiellement pas
de bornes non triviales.

La difficulté vient du fait que, dans un code quantique et contrairement au
classique, il est parfois possible qu’un syndrome corresponde & plusieurs erreurs,
et que la correction qu’on applique marche pour toutes ces erreurs.

Les codes stabilisateurs sont définis par un groupes d’erreurs qui le laisse
stable. Travailler avec des groupes stabilisateurs a donc ’avantage de permettre
d’étudier un espace discret (’espace des erreurs est isomorphe a F4") au lieu de
I’espace des mots de code, qui est continu.

La contribution proposée

L’idée de la démarche est la suivante.



On fixe une probabilité d’erreur p, et on essaie de voir & partir de quel p
il n’existe pas de famille de code (de rendement non nul) dont la probabilité
d’erreur tend vers 0.

L’idée est de partitionner la boule de rayon pn en sous-ensembles dont les
éléments, deux a deux, different par un élément du stabilisateur. Ils représentent
les ensembles d’erreurs qui sont corrigées "ensemble". De 14, on considére qu’on
ne peut pas corriger correctement les erreurs s’il y a, en probabilité, "trop" de
tels ensembles qui ne pourront pas avoir de syndrome attribué. Il faut donc
estimer cette somme, par des arguments combinatoires. Bien str ce n’est pas
sa valeur exacte qui compte, mais son terme dominant (son exposant), car c’est
¢a qui nous dira si la probabilité d’erreur est négligeable ou pas (et donc si elle
peut tendre vers 0).

On cherche dans deux voies : d’une part une borne supérieure stricte, d’autre
part une borne inférieure estimée la borne supérieure optimale, qui peut-étre une
bonne conjecture de la borne réelle.

Les arguments en faveur de sa validité

On obtient, avec des calculs numériques vers la fin, une borne supérieure
assez mauvaise sur p, supérieure a la seule connue, le tout sous certaines hy-
pothéses. Comme la borne inférieure supposée est également au dessus, il est
probable qu’affiner le résultat n’aide pas & obtenir une borne de cette fagon, en
supposant que les hypothéses faites sont correctes (ce qu’il est raisonnable de
penser). Par contre il y a une hypothése non encore utilisée, qui peut elle donner
de bons résultats.

Le bilan et les perspectives

Cette approche n’était qu'un début a la recherche de bornes supérieures sur
la capacité des codes. Il y a encore beaucoup de travail & faire dans le domaine.
Déja, méme avec cette méthode, voir si on peut se passer des hypothéses faites.
Enfin, il reste I’hypothése qui n’a pas été utilisée, concernant le stabilisateur,
qui n’est pas un simple sous-groupe de F,". Notamment, il est évident que la
borne inférieure sur la borne optimale est calculée a partir d’exemples qui ne
vérifient clairement pas cette hypothése. Le temps nous a manqué pour chercher
comment ’utiliser, mais il y a probablement des résultats intéressants & obtenir.
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1 Les codes correcteurs quantiques

Comment se corrige une erreur quantique? Comme dans un cas classique,
on va effectuer une tranformation qui enverra k qubits sur n qubits, n étant
évidemment plus grand que k pour compenser ’erreur. La correction se fera sur
une mesure du systéme, c’est & dire le projeter dans un espace de dimension
k. Ensuite, avec la mesure, qui nous donne une information sur le systéme, on
peut éventuellement effectuer une opération sur le systéme ainsi projeté.

Avant de comprendre comment corriger une erreur quantique, il convient de
savoir quel genre d’erreur on peut rencontrer. On commence par regarder un
analogue au cas classique.

1.1 Exemples

Que peut-il arriver & un qubit « |0) + 1) ? Il peut subir un "flip" et étre
changé en «/|1) 4+ (0). Pour se protéger de ce type d’erreur, on utilise une
adaptation du code a répétition :

0) — 1000
Hi m

On va montrer (comme pour le code a répétition) que si il n’y a pas plus d’une
erreur, on peut la corriger. L’espace complet peut se décomposer en quatre
sous-espaces orthogonaux :

Coo = Vect(]000),|111))
Co1 = Vect(]100),]011))
Cio = Vect(]010),]|101))
Ci1 = Vect(|001),]110))

Supposons que le premier qubit de |¢) = «|000) + 3|111) soit changé. La
mesure dans la base indiquée ci-dessus nous indique qu’on est dans Cy; et qu’on
doit changer le premier qubit. On lui applique la tranformation nécessaire, et
on retrouve bien le qubit de départ. De méme pour les autres qubits : la mesure
nous apprend dans quel sous-espace (entre Cog, Co1, C10,C11) OU |¢) se trouve,
et donc quelle transformation on doit effectuer (respectivement rien du tout,
changer le premier, le deuxiéme, le troisiéme).

Si, au lieu de changer complétement un des qubits, on le change "partielle-
ment", c’est & dire :

000) —  @]000) + b100) + ¢|010) + d |001)
111) —  a|111) +b[011) + ¢|101) + d |110)
avec a2 + b2+ +d% = 1.

Alors, lors de la mesure, avec probabilité a? 1’état a(a [000)+. . .)+G(a |111)+
..) est projeté dans Cpg, et on retrouve bien I’état de départ : a et 5 ne sont



pas changés. Avec probabilité b?, on se retrouve dans l’état a|100) + 3]011),
et comme la mesure nous apprend qu’on doit changer le premier qubit, on se
retrouve également dans la configuration de départ.

On peut donc corriger une erreur de "flip" de fagon sire s’il n’y a pas plus
d’une erreur.

Remarque 1. Un clonage des qubits revient a obtenir («|000) + §]111)) ®
(a|000) + B]111)) ® (« ]000) + G |111)), ce qui n’est pas notre cas : on respecte
bien la condition de non-clonage.

D’autres erreurs peuvent survenir, notamment des erreurs dites de phase :

0 = )
b - -

Une méthode analogue va nous permettre d’y pallier. On s’occupe de corriger
les erreurs de phase seulement pour le moment, on verra plus bas comment faire
les deux & la fois.

On effectue donc le codage suivant :

1
23/2

n - %ﬁ@%ﬁM®ﬂ@—H»®@%ﬂm

(10) + 1)) @ (|0} + 1)) © (|0) +[1))

Autrement dit, si on note |+) = $(|0) + [1)) et |—) = 1(|0) — |1)), cela revient
a:

0) — |+++)

R
Une erreur de phase correspond ici & transformer un |+) en |—) et inversement :

c’est une erreur de flip sur cette nouvelle base. On peut donc appliquer la méme
méthode de mesure, en prenant comme base :

Crv = Veel(lt++),1-— )
Com = Veet(l—++), 1+~ -)
C_y = Vec([+—4),-+-))
C__ = Vect([4++-),|—-++))

Avec le méme raisonnement que plus haut, en remplacant les 0 par des + et les
1 par des —, on peut corriger de telles erreurs.

A présent, comment combine-t-on les deux types de correction ? Avec le code
suivant, 4 9 qubits :

— |0) = 55=(/000) + [111)) @ (]000) + [111)) @ (|000) + [111)) @)
= [1) = $7(000) - [111)) @ (|000) — [111)) @ (|000) — |111))




Les "triplets" corrigent les erreurs de flip, les triplets "+" et "—" corrigent les

erreurs de phase. De fagon plus détaillée, on projette ces qubits (dimension 2°)
dans un espace de dimension 2. Il y a donc une base composée de 28 = 256
sous-espaces, chacun contenant deux vecteurs de base. Quelques exemple de ces
tels sous-espaces (le premier étant le code lui-méme) :

00070070074_4_ = Vect (#OOOO
577 (/000) — [111)
0017007117+7 = Vect (#(HOO
7377 (]100) + |011)

<

+ [111))(]000) + [111))(|000) + [111)),
(]000) — |111))(]000) — [111)))
—|011))(|000) + [111))(]001) + |110)),
(]000) — |111))(]001) — [110)))

—_

On peut corriger 14 une erreur de flip et une erreur de phase. On peut noter
qu’on peut parfois corriger plusieurs erreurs de flip (si elles frappent des "blocs"
de 3 différents), mais dans le pire des cas, on en corrige au moins une (et une
erreur de phase).

Cela corrige donc également une erreur de type :

0) — 1)
= 10

puisqu’il s’agit d’une combinaison d’une erreur de flip et d’une de phase (on
reviendra plus tard sur ce type d’erreur).
Par contre, on ne corrige pas d’erreur de type :

0) — wl0)
1) = wll)

avec |w|? = 1. Mais ce cas correspond & des états indistinguables, donc n’est pas
génant,.

En fait, ce qui compte réellement n’est pas d’obtenir |¢) & la fin, mais plutot
que sa matrice de densité p = |¢) (¢| soit retrouvée, puisque c’est ce qui donne
les probabilités de mesurer les 0 ou les 1.

1.2 Définitions

De facon générale, une erreur sur un systéme quantique apparait du fait
de l'isolement imparfait du systéme avec l’environnement. Cet environnement
étant mesuré en permanence, le systéme complet (environnement et systéme)
est projeté, modifiant ainsi le systéme censé étre isolé du monde. Un peu comme
si la célébre boite du le chat de Schrodinger (contenant le systéme |chat vivant)+
|chat mort)) n’est pas parfaitement isolée phoniquement et laisse échapper quelques
miaulements.

En pratique, une erreur est un opérateur unitaire qui est appliqué au systéme.
Elle est de la forme, pour un systéme & n qubits : B4 ® Fs ® ... ® E,, avec
E,e{l,X,Y,Z} ou X,Y, Z sont les opérateurs de Pauli :



Définition 1 (Opérateurs de Pauli de base).

(1) (07 (0 %)

On remarque que ¥ = ¢ X Z. La raison d’étre du i et qu’il permet d’avoir
Y2 = I, comme les autres matrices de Pauli, et on a vu de toutes facons qu’une
multiplication par un facteur ne génait pas la correction d’erreur.

On appelle cet ensemble d’erreurs le groupe de Pauli :

Définition 2 (Groupe de Pauli).
Gn = {1, +il, + X, +iX, 1Y, +iY, £+ 7, +i Z}®"

Ce groupe fini, de taille 16™, posséde les propriétés suivantes :

- YM € G,,, MT = M~1, autrement dit les matrices sont toutes unitaires,

- YM € Gp, M? = +1,

- VM,N € Gy, MN = =N M.

On définit alors le poids de Pauli d’une erreur comme le nombre de matrices
du produit tensoriel différentes de 'identité & un facteur multiplicatif preés.

1.3 Propriétés de base

Si on se donne un ensemble E C G,, d’erreurs pouvant étre corrigées par
un code C, voyons quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes sur E et
sur C. Si on note |i),7 € 0,2™ — 1 les vecteurs de base du code, une condition
nécessaire est :

GIEIE)) =0  Vi#j, VE,#E,€E (3)
En effet, si 'un de ces produits scalaires donne un & # 0, alors ils ne sont
plus orthogonaux : avec probabilité |e|2, les systémes E,|j) et Ejy|i) sont projetés
sur le méme vecteur. Ainsi, on va effectuer la méme opération pour "corriger"
Perreur. Donc on obtiendra deux fois le méme systéme aprés correction (alors
qu’on avait deux systémes différents au départ).
Une condition suffisante assez simple & établir est :

(GIELEbli) = 6i 08,5, (4)

En effet, elle peut étre réécrite comme (j|Ef Ey|i) = O(Bu,i),(Ey,j)- Autre-
ment dit, les E, |¢) forment une base orthonormée de l’espace (ou du moins,
du sous-espace engendré par les erreurs possibles). On peut donc fabriquer la

décomposition en sous-espaces suivante :
@p,Vect (Eqli))i)

et on associe 4 chaque sous espace la "réparation" E! correspondante.
La propriété suivante (donnée dans [2]) donne la condition nécessaire et
suffisante :



Proposition 1. Un code C corrige I’ensemble d’erreurs E si et seulement si la
condition suivante est réalisée :

VE,,Ey € E, V|i),|j) € C (5)
(| ESEbli) = 6i jCab (6)

ot Cqp est une constante ne dépendant pas de |i), mais dépendant & priori de
Ea et Eb.

Démonstration. Voir en annexe, page 21 O

1.4 Les codes stabilisateurs

On va définir une certaine catégorie de codes, appelés codes stabilisateurs.
C’est sur ces codes qu’on cherchera la borne supérieure sur la capacité, car ils
sont plus faciles a étudier que les codes généraux.

Comme on a vu plus haut que la phase importait peu (une erreur du type
iI®™ ne géne pas), il est intéressant de considérer le groupe quotienté, celui oil
on "oublie" la phase :

Définition 3 (Groupe de Pauli quotienté).

Gn = GOn/{+1,+i1}

Par convention, on notera avec des lettres droites M les matrices du groupe
quotienté, et avec des lettres rondes M les matrices du groupe de Pauli d’origine.
On écrira donc [M] = M.

Ce nouveau groupe est commutatif (vues les propriétés de G,,), et est iso-
morphe & F}, ot I est associé 40, Za1l, X awetY al+w.

Si la phase ne nous intéresse pas, en revanche il est intéressant de garder une
trace de la commutation ou de I'anti-commutation des opérateurs. On définit
donc une opération appelée ¥% :

Définition 4 (Opérateur ).

0 si MN =NM

1 sinon

VM,N € Gn, MK N = {

Cet opérateur % peut s’exprimer en fonction des vecteurs de F} : M repré-
sente un (m;) € Fy, et N est un (n;). On a alors :
Définition 5.
n
M¥%N =< m,n >=tr (Z mmi>
i=1

ot T = 2% dans F}, et tr(x) = x + 7.

Remarque 2. Le résultat de cette opération est dans Fo.



Equivalence des deuz définitions. Voir en annexe page 22
O

Définition 6 (Code stabilisateur). Si S est un sous-groupe abélien de G, ne
contenant pas —I, alors S est le stabilisateur du code C si :

) € Ce= M) =[y) VMeS

Remarque 3. Si S n’était pas abélien, on aurait un M et un N tels que

MN [Y) = [¢) = —NMp) = —|¢), ce qui serait contradictoire si le code
est non trivial.
De méme, si —1 était dans le stabilisateur, on aurait — [t) = |¢), ce qui

impliquerait que le code est trivial.

Par exemple, pour le code (1), le stabilisateur est :
S = {+i, ¥1}{IZ 2,212, ZZ1}.

Comme la phase (i, —i,1,—1) n’a pas d’importance, et que I'un de ces stabili-
sateurs est le produit des deux autres, on note donc :

S=<1Z7Z,ZZ1 > .
Pour le code (2), le stabilisateur est :
S=<IZZI% zZZII° IPIZZI3 I3ZZII3 1°1ZZ 1°ZZ1 1*X% X513 >

Remarque 4. On peut définir un espace d’erreurs dites "atteignables”, ie toutes
les erreurs de la forme E ), E € Gp,|Yp) € C. On a alors ¥|), ot |¢) est
"atteignable”, YM € S, M |¢) = £ |¢).

En effet, soit A tel que A|y) € C. Alors,

YMe S, MA) = Alp)
YMeS, +£AM )= Al
YMeS, +Mp) =)

1.4.1 Propriétés

On peut remarquer, qu’il y avait, dans le premier code, 2 générateurs du
stabilisateur pour 1 qubit d’information, et 3 qubits au total. De méme, dans le
second, 8 générateurs pour 1 qubit d’information, et 9 qubits au total. De facon
plus générale,

Théoréme 1. Si S a k générateurs indépendants, alors le code stabilisé par S
est de dimension 2" 5.

Démonstration. Voir en annexe page 22 O



1.4.2 Syndromes

La définition par stabilisateur donne une facon naturelle de décrire un équi-
valent quantique d’un syndrome. Déja, une erreur "détectable" est une erreur
qui ne commute pas avec le stabilisateur entier. En effet, si c’était le cas, pour
un certain ) € C,YM € S,

M(E ) = EM ) = E )

Donc le vecteur F |¢b) est dans le code, ce qui fait échouter toute tentative de
correction.
Si on a une erreur E, on définit le syndrome de la fagon suivante :

Définition 7 (Syndrome). Si S =< My,...,M,_y >, S(E) = (E*xM;)1<i<n—k

Ce syndrome ne dépend pas de 'état [¢)).

Comment ce syndrome est-il relié & une mesure et & une projection? On
définit, pour chaque syndrome s, ’ensemble C; = {E|[¢), S(E) = s,|¢) € C}.
On a donc la décomposition de ’espace suivante : ®,C5. Reste & vérifier que
cette décomposition est bien orthogonale.

Soient s, s’ deux syndromes et F, E’ deux erreurs qui ont ce syndrome. Soient
[1) et |¢) € C. Soit ¢ I'indice ot s; # ;. Cela signifie qu’on a M; qui commute
avec FE mais pas E’, ou l'inverse.

WIE'E'|o) = (| ETMIME|¢)
=~ (W MIETE'M; |9)
=~ (Y| ETE' |¢)
D’ou (| ETE' |¢) = 0.
Ainsi, on a une décomposition orthogonale en sous-espaces, de dimension

2F (puisqu’il y a 2"~% syndromes possibles). Et le syndrome donne exactement
dans quel espace on se situe.

Exemple d’encodage et de décodage Voir en annexe page 25

Codes dégénérés ou pas

Avec les codes stabilisateurs, on peut réécrire la notion de distance minimale.
La plus petite (au sens d’erreur de Pauli) erreur de syndrome nul (c’est a dire qui
soit dans S*) qui ne soit pas dans le stabilisateur (une erreur du stabilisateur
ne pose aucun probléme de correction). Autrement dit :

Définition 8.
d := min{w(FE), E € S*\S}

La définition équivalente au cas classique serait "la plus petite erreur non-
triviale de syndrome nul" :

d :=min{w(E),E € S*,E # I}



On a de fagon évidente d’ < d (le premier ensemble est inclus dans le second).
L’égalité est parfois vérifiée : on définit de cette fagon les codes dégénérés et non-
dégénérés.

Définition 9 (Code non-dégénéré/dégénéré). Un code stabilisateur est dit non-
dégénéré si d' = d. Il est dit dégénéré si d' < d.

Cette définition est cantonnée aux codes stabilisateurs, nous allons donc en
donner une plus générale, & partir de la condition 5.

Définition 10 (Code non-dégénéré). Soit t le poids mazimum d’une erreur
correctible et E ’ensemble des erreurs de poids inférieur ou égal a t. Un code
est non-dégénéré si :

(J|ELEvli) = 6i j0a, VEa, Ey €E
(Dans le cas dégénéré on a une constante Cyp au lieu du 0qp).

Equivalence des définitions. Voir en annexe page 23 O

2 Recherche d’une borne supérieure

2.1 Le canal de Pauli

Pour définir la borne cherchée, il faut choisir un modéle de canal. On choisira
ici 'analogue quantique du canal binaire symétrique, le canal de Pauli.

Définition 11 (Canal de Pauli). On fize une probabilité p < 3/4. Sur chaque
qubit, on effectue 'opération suivante :

— Avec probabilité 1 — p, on ne fait rien,

— Awec probabilité p/3, on applique X,

— Awec probabilité p/3, on applique Y,

— Avec probabilité p/3, on applique Z.

Ici va chercher & partir de quel p (probabilité d’erreur dans le canal de Pauli)
la capacité s’annule. Autrement dit, & partir de quel p il n’existe aucune famille
de code (de rendement non nul) dont la probabilité d’erreur tend vers 0. On
notera qu’en 3/4, le canal a une capacité nulle car I, X,Y, Z ont chacun une
probabilité 1/4 d’apparaitre.

Dans cette section, on travaillera beaucoup sur S le stabilisateur, et on notera
k =log|S|. Ce k correspond au n — kquantique-

2.2 Idée de base

On suppose qu'on a p en deca de cette limite, et donc P(erreur) = o(1)
quand n devient grand. On a la répartition des erreurs suivante :

(1—e)p<w(E)<(l+¢e)p avecprobal—o(l) quand e — 0



En effet, E[w(E)] = >, P[E; soit non nul] = pn. De plus, toutes ces erreurs
sont, équiprobables, plus exactement

ot ¢/ — 0 quand € — 0.

Comment se passe le décodage? Pour chaque syndrome détecté (il y en a
2n~kauantiave — 2K jci) | Palgorithme va associer un ensemble d’erreurs, différentes
deux & deux par un élément du stabilisateur.

On va donc partitionner la boule By (avec t = pn) en B, = By, Ba, . .. de telle
sorte Va,y € B;,z—y € S. On les numérote de fagon a ce que ces sous-ensembles
solent classés par taille : b; = |B;| et by > ba > .... On définit ensuite, pour un

syndrome s :
j(s) = indice du B, tel que P[B; donne s] soit la plus élevée

On prendra le plus petit indice en cas de probabilités égales. Comme les erreurs
sont supposées & peu prés équiprobables, les j associés vont étre les plus gros.
On aura donc au mieux 2F B; associés On a donc :

Plerreur] = P[FE n’ait pas de bon syndrome associé] Z b;2° ™

=2k 41
Si les erreurs sont corrigées on a :
— b
y ’
E —2°" =o(1) quand € — 0 et n — oo
=2k 41 L

On cherche donc & partlr de quel ¢ cette quantité ne devient plus négligeable,

cest a dire quand 37 1 b est inférieure a (1 — o(1))|B;|. Pour cela,
On écrit I'inégalité de Cauchy-Schwartz :

2k
Zbi < ,/2kZbi2
1=1

IN

IN
< 5



On cherche donc & calculer :

2k‘,
S bibi—1) = Y #{(x,y) €Brr—y=c}
=1 ceS

2t

Z#{(x,y) € B;,z —y = c fixé de poids s} #{c € S,w(c) =S}

s=0
2t

= Z M(s,t)as
s=0

et ensuite, on cherche a voir s’il y a des valeurs de ¢ pour lequel le terme de droite
devient inférieur a |B;| = (7})3". On cherchera & évaluer la valeur de 'exposant
divisé par n, car c’est ce qui donne 'ordre de grandeur. On utilisera par la suite
la majoration suivante, qui est aussi une bonne approximation :

(7;) < gnh(t/n) (7)

avec h(z) = —xlogz — (1 — x) log(1 — x).

IN

2.3 Majoration de M(s,t)
2.3.1 Calcul explicite de M(s,t)

Il faut compter, pour un c fixé de poids s, #{z|x € B;,z — ¢ € B;}. On va
supposer x de poids t,. On cherche donc #{z|w(x) = t,,z — ¢ € B:}, et plus
précisément, on va fixer un ¢; et on va chercher #{z|w(x) =t,, |I| =tr,z—c €
B}, ou I est défini comme sur la figure 1.

| = Supp (c) inter Supp (x) (poids t_I)
>

S_c = Supp(c) (poids s)

S_x = Supp(x) (poids t_x)

Fi1G. 1 — Notations pour les ensembles d’indices



Sur cette figure, la zone grise représente le support (ie les emplacements o il
y a un élément non nul). Si z est fixé, on peut voir que le support de y comprend
au moins S;\I, S:\I. Il peut aussi y avoir des éléments dans la zone gris clair.

Supposons que t,. et t; sont fixés (¢ est déja fixé et donc s aussi). Combien de
choix possibles avons-nous pour x? D’abord, on fixe les éléments "tous seuls",
ie ceux de Supp(z)\I. On a donc t, — t; emplacements & choisir, et & remplir
avec des éléments de [F4 non nuls :

n—s gta—tr
ty — 11

Ensuite, pour chacun de ces choix, il faut choisir les éléments de 1'intersection.
Comme dit plus haut, le poids de y comprend déja les deux parties grisées sur
la figure 1 : S;\I, S:\I, c’est & dire un poids ¢, + s — 2t;. y ne doit pas avoir un
poids dépassant ¢, donc on va choisir sa taille, de la forme t, +s—2t; + tj,
ou J C I sera ’ensemble des emplacements ot y est non nul (a 'intérieur de I).
Ce t; va donc varier entre 0 et t — (¢, + s — 2t).

On choisit donc, pour chacun de ces t;, un ensemble .J, et on a pour les
valeurs de z deux choix : il faut que ca soit un élément de F4 qui ne soit ni 0 ni
la valeur en c. Cela donne :

(6)
15}

Conclusion : & t, et t; fixés, on a :

n— s t—ty—s+2t; "
- Stm —tr I 2tJ
(fm - tl) Z (t.f

ty;=0

Ensuite, quelle doit étre la borne sur ¢; pour que cela soit possible 7 1l faut
que y soit de poids inférieur & t, or ce poids est au minimum de t, —t—I+s—t;.
Autrement dit, il faut ¢, + s —2t; < t. Cela donne ¢; > [££2=L]_ Bien entendu,
on a également ¢; < min(¢,, s). Cela nous donne donc les bornes sur ¢;.

Et que dire des bornes sur t, 7 De fagon évidente, 0 < ¢, < t. Et pour que t;
soit positif ou nul, il faut (et il suffit) d’avoir Lt2=t < min(t,, s). Cela donne
deux inégalités : t, > s —t et t —z < s+ ¢. La deuxiéme condition est inutile
puisqu’on a déja ¢, < t. On a donc : max(0,s —t) < t, <t

Ce qui donne au final, pour #{{z,y} C B,z —y=c}:

t min(ts,s) n s t—ty,—s+2tr +
M(s,t) = T8 \gte—ts 1\ ot
()= > > <tm —t1> > <tJ

ty=max(0,s—t) tI:"L;*q t;=0

2.3.2 Majoration de la somme

On note m(, %) = % log M (s,t). C’est ’exposant m qui nous intéresse, aussi

on va majorer cette somme par son terme dominant, multiplié par le nombre



de termes. Comme ce nombre est polynémial (n?), il devient négligeable dans

m(s/n,t/n).

On cherche donc & majorer

0<t, <t

— t — tr =
f(n,s,t):max<<tn :)3trt’<t1)2t") avec %ghgmin(tm,s)
e J 0<t;<t—t,—s+2t

Commencons par majorer la partie finale du terme, qu’on notera

t
A(n, s, t,tg,tr) = ( 1)2“

ty

pour 0 < t; < t—t,—s+2t;. Avec la majoration 7,on a : (fj)Qt-’ < Qtrh(ts/tr)+ts
D’ou :

<t1)2t|] < 2t1 h(t,]/t1)+t,]
ty

< otr(h(ts/tr)+ts/tr)

tr
< 92mza®) avec x =t /ts

Cette valeur est maximale quand la fonction a est, c’est & dire quand = = 2/3
(voir en annexe page 26 les détails).
Si par contre fmar — =t ;IS“” < 2/3, alors le maximum est en ¢ ymaz.
Le terme cherché est donc majoré par

timaz y 4 tImax
2tI (h( ?;aa‘ )+ ;naa‘ )

o tJnLam 2
A(n, s, t,ty,tr) = { ! si = < 3
3tr

Cas numéro 1 Etudions le cas ou “t% > 2/3. On cherche donc & majorer

n—s 0<t, <t
M (n,s,t) < 3t avec y Te % .
i ) < (tm t[) —t’”Jr; L <t; < min(t,, s)

On utilise la majoration (7) :

o(n—s)h( et )3153c

La valeur maximum du terme quand on fait varier t;, a t, fixé, est atteinte pour
L=t —1/25si c’est possible, sinon pour la valeur maximale de &=L Autrement

dit la valeur minimale de t; possible. Pour avoir ¢ ja. = t—t, —s+2t7 > 2/3t;,
on obtient t; > 3/4(t, + s — t).

4(n—s) —

gte 2 (MEETT) g Btta=ds < /9
3te 9(n—s) sinon



Dans les deux cas, le terme maximum est atteint pour ¢, maximal : t, = t.
Cela signifie donc que le maximum est atteint pour un mot x de taille ¢, une
intersection avec ¢ de taille t; = 2(t, + s —t) = 3s/4, donc une intersection avec
y de taille t; = 2/3t; = s/2. Donc y est de poids t, + s — 2ty +t; =t.
Cela donne un terme majoré par :

3t 2 Ih(iG=s) i e <19

Mi(n,s,t) <
IS G s sinon

tr .
ol

C’est & dire, en posant S = 2 x =

S

n
_ 4T—3S

my(5.7) < Tlog3+(1=8)h (45=3%) sidE=5 <1y

Tlog3+ (1-295) sinon

Cas 2 : simplification de la somme Dans le cas ot on a t‘”t"‘” <2/3, on

va supposer que le terme maximum de la somme est atteint sur la sphére Sy,

ce qui simplifie la majoration du terme principal (¢, = t). On obtient, une fois

qu’on a majoré les termes biné6miaux :

t

My (n, s, t) < < gm=9)n(5= L) +log, 3(t— t1)+t1(h(

2ty —s

)+2t1 s)

En prenant ’exposant de 2 divisé par n, on obtient :

tft[ t I t[ 215]78 t[ S
T(t;)=(1—->)h logy3(— — =)+ —h|—= ) +2- -2
()= (= D (E ) srogy3(E = Uy M (HE0 ) 402

~

tr .
ol

On pose © =

T(:c)(lS)h(T_S>+log23( z)+xh<2xs>+2z5

T a plusieurs valeurs pour lesquelles sa dérivée s’annule (voir les détails
page 27) qui selon les valeurs de S ou de T peuvent correspondre au maximum.
On les notera Tmax1, Tmax2-

Le terme maximum cherché est donc le max de celui en z,.x1, celui en x40,
voire de clui en 0, puisque la fonction peut étre décroissante en 0.

ma(S,T) < max (T(xmaxl), T(Zmax2), (1 —S)h <%) + T'log, 3 — S)

Enfin il faut prendre le max des deux cas étudiés précédemment, :

m(S,T) < max(mq(S,T),ma2(S,T))

2.4 Majoration des a;

On cherche a présent & calculer, pour un s donné, as : le nombre d’éléments
de taille s dans S. On va utiliser un résultat sur les codes classiques, dans [1],
en adaptant le cas a F7. On notera A(S, R) = Llogas.



2.4.1 Majoration stricte

On traite donc S comme un code classique sur Fy, de longueur n, de ren-
dement R = dima(S)/n et de distance minimale d = dn. Soit R*(d) une borne
supérieure sur le rendement des codes en fonction de 4. Soit également « € [0, 1].
On fera ’hypothése suivante sur S :

Hypothése 1. On supposera que si c € S, alors ac €,V € Fy.
On commence par partitionner les coordonnées {1,...n} de la sorte :
{1,..n}=A1UAU... A4 UB
Avec comme conditions
rgg, (colonnes d’indices dans A;de la matrice génératrice de S) = [aRin |
et
rgg, (colonnes d’indices dans Bde la matrice génératrice de S) < aRn

Autrement dit, on forme des blocs de |aRn| coordonnées de telle sorte que
les sous-matrices associées soient de rang plein sur [y, puis B représente les
coordonnées restantes. ¢ est le nombre maximum de tels sous-ensembles qu’on
peut former. On notera taRn = (n

Si un mot de S est de poids s, alors par le principe des tiroirs, il existe au
moins un ensemble A; pour lequel ce mot a moins de |s/t| entrées non nulles.
On dira que ce mot est mauvais pour i. Pour un i donné, et un motif donné
(sur ’ensemble A;), on compte

2nR72anR _ 2(172a)Rn

mots possibles de S ayant ce motif sur A;. En effet, le motif fixe aRn coor-
données, ce qui correspond & un nombre de possibilités "bloquées" 22%F" car
si la dimension sur 4 de I’espace engendré par les coordonnées A; est aRn, avec
I’hypotheése 1, il est de dimension 2aRn en tant que Fg-espace vectoriel.

Cela nous fait donc, pour un 4; donné, le nombre maximum de mots qui
sont mauvais pour ¢ :

Ls/t]

a, < Z <a3”>3i2(12a)12n
i
i=0

On multiplie cette quantité par ¢ pour obtenir une majoration sur le nombre
total de mots de S de poids s (chaque mot est mauvais pour au moins un ).
On majore ensuite cette somme :

Ls/t]

aRn\ _;
i9(1—2a)Rn
tZ( ) >32
i=0

Ls/t]
< ¢t Z 2aRnh(aén)+ilog3+(172a)Rn
1=0

IN

Qs

Le terme maximum de la somme est :



— pour a}%n = 3/4 si cette valeur est atteinte, autrement dit si —%- > 3/4,
— pour i = s/t sinon
Il faut donc savoir quel est le m/t le plus grand possible, autrement dit le ¢ le
plus petit possible (ie le 3 le plus petit possible). Il est calculé dans le lemme 1.

Lemme 1. La borne cherchée sur 3, avec les notations ci-dessus est 5*(«)

solution de I’équation :
1-— )
(-aR _ R* (_)
p

Démonstration. En annexe, page 24. O
Si on revient au calcul de la borne supérieure, on a donc :
: S
{ R S1 ﬁ*—(a) Z 3/4
S S :
R{a (h(ﬂ*(a))—i—ﬁ*—m))—i—l—Qa} sinon

avec S = s/n.
Enfin, o a été fixé arbitrairement. On peut donc le faire varier entre 0 et
1/2, afin d’avoir le meilleur résultat possible. La borne cherchée est donc :

S S -
asr<r mn { CO(FR)+5l)r1-20 gtz o
0<a<l 1 sinon

Dans notre cas, on prendra R*(0) = 1, ce qui nous donne 5*(a) = R(1—2c).
On obtient donc :

A(S,R) <

S S _ H S
R minogagl/g ? (h (R(l_QO‘)) T R(1_2O‘)) +1 2a s R(1-2a) = 3/4

sinon

(9)

2.4.2 Borne inf sur la borne sup (et estimation)

e - 1
On peut donner une borne inférieure sur la borne supérieure sur %, en

donnant quelques familles de codes simples. Dans [1], Pauteur conjecture cette
borne comme la borne supérieure optimale.

Un premier exemple est : ( M 0 ) ou M a k/2 colonnes et k lignes, et est
telle qu’elle soit de rang k sur Fy (et de rendement R = k/n). Le reste de la
matrice génératrice est rempli de 0. De facon évidente, on peut générer tous les
mots possibles sur la premiére partie, ce qui donne

o (1)

pour s < k/2, ce qui donne avec la majoration des bindomiaux :

9% (h(% )+ 5 log3)



Cette valeur est maximale pour 25/R = 3/4, c’est & dire S = 3R/8.
Pour S > 3R/8, on va fabriquer d’autres codes, et utiliser un argument
probabiliste.

Lemme 2. La répartition moyenne des poids des éléments des codes de longueur
n et de rendement R = k/n est donnée par :

()8
t = J2n_71
2F 1

a_t: Z P[SGC]

w(s)=t

Démonstration.

Il faut donc étudier P[s € C], pour s donné et C aléatoire. Or, si s # 0, alors
cette quantité ne dépend pas de s. On écrira donc :

Y PlseC] = (2"—1)PseCs#0]+1

_ Z 2o lsecy
# codes

~ ¥ codes codes ZZ Liseoy

= ok
# codes Z
c
= 9k
O

On va prendre maintenant un code dont le support est de taille n’ (mais
toujours de longueur totale n) et de dimension k. On a donc le résultat ci-
dessus avec n’ & la place de n. On a le résultat (en moyenne, mais cela signifie
qu’il existe des codes pour lesquels on est & cette valeur ou au dessus) :

1 ! t t k 1
—logatzn— h{—)+log3— —2 —|— +0
n n n'/ n/ n2k

Si on prend un support n’ = 4/3t ot t est le poids pour lequel on veut la borne
inférieure, alors on obtient %log a; ~ R. On peut avoir cette borne inférieure
pour n’ > k/2, parce le code doit étre dimension k. On a donc, pour un poids
supérieur & 3/8k, une borne inférieure qui est a 2. Cette borne est valable
jusqu’a ce que n’ = n, c’est & dire un poids de 3n/4. Au dela, la borne importe
peu. En effet, si la probabilité d’erreur est égale & 3/4, alors la capacité est
clairement nulle.

On a donc au final la borne inférieure suivante (pour I’exposant de 2 divisé
par n) :

(h(%) + 1og3%) tant que S < 3R/8
ensuite

asim>{ 4



1.8+

111

17

1

111

16

1

111

15

1

Ly

144

L1

LI L A S L O B B |
0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

X

F1G. 2 — Bornes supérieures sur la somme (borne sup et borne inf sur la borne
sup), et |B;| en comparaison (courbe du dessous)

Remarque 5. Les codes utilisés ici pour atteindre la borne inf sur la borne
sup ne sont pas & priori des cas qu’on rencontrera, entre autres ils ne vérifient
pas la contrainte d’orthogonalité. Si on wutilisait cette contrainte, on pourrait
probablement avoir de meilleurs résultats.

2.5 Majoration finale : résultats

On rappelle qu’on cherchait & majorer

2k <Z M(s,t)as + |Bt|>

s=1

On prend donc ’exposant de 2 divisé par n, et on majore les sommes par
I’exposant max. Cela donne donc :

! <R+ sup (m(S, T) + A(S, R)))

S<2T

et on cherche & savoir quand cette borne devient inférieure a %1og | By|.

On obtient, avec une résolution numérique, les courbes données sur la fi-
gure 2. Les deux courbes de borne sur la somme coupent la courbe de | B¢| pour
des valeurs non triviales de T' (c’est & dire inférieures & 3/4). On peut calculer
ce point d’intersection, et on obtient environ 0.386717 pour la borne inférieure,
et 0.428318 pour la borne supérieure.



3 Conclusion

Les bornes obtenues sont supérieures a celle (1/4) donnée par Preskill dans [2].
Cependant, le résultat n’est pas négatif pour autant. Déja, il faut régler le pro-
bléme des deux hypothéses faites au cours du raisonnement. La premiére, &
propos du terme maximum de la somme : on a supposé que dans un des sous-
cas, le maximum était atteint sur la sphére. La seconde est plus fine, c’est celle
qui suppose que si z est dans S, alors xxtout élément de S est aussi dans S.
Sans cette hypothése, la preuve sur la majoration des as semble plus difficile
& faire fonctionner — ou alors pas de cette fagon. Il faudrait donc trouver une
facon de raisonner sans cette hypothése.

Ensuite, et surtout, on peut également améliorer ces bornes, notamment en
utilisant 'hypothése d’orthogonalité de S. Il est assez évident que les exemples
utilisés pour la borne inf ne respectent pas cette hypothése, on peut donc espérer
de meilleures bornes sur as en exploitant cette piste.

En conclusion, il reste encore beaucoup de choses & chercher dans le domaine
de la capacité des codes quantiques, avec cette méthode ou avec d’autres.
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A Annexes

A.1 Preuves

Preuve de la propriété 5, donnée page 8. On va montrer que la condition est
suffisante.

Pour cela, il nous faut fabriquer une décomposition en sous-espaces ortho-
gonaux dans lesquels effectuer la mesure, comme dans le cas de la condition
(4). Les E, |i) ne sont pas & priori orthogonaux entre eux, donc on ne peut
pas prendre ces vecteurs tels quels. En fait, on cherche des opérateurs E,, tels
qu’on puisse avoir une décomposition en Gg, Vect ((EL |i)):), avec des E. |7)
orthogonaux entre eux deux a deux.



Etant donnée un espace vectoriel Vect ((E, |i))a), on peut en déduire une
base orthonormée (|e)). On sait qu’elle va se construire sous la forme |e) =
Yo keaEq |1), donc ses vecteurs sont de la forme E, |i). Mieux, cette construction
ne dépend que des produits scalaires (i| Ef Fj, |i), donc ne dépend pas de |i). Donc
on a les mémes E!, pour tous les vecteurs du code.

Ainsi, on a des opérateurs E/, qui vérifient (i E('ITE{) |i) = dq,p- On peut donc
effectuer la décomposition voulue, et comme on a :

Eq i) = Z /\acEé DF

lors de la mesure, I’état va étre projeté sur I'un de ces sous-espaces. Comme les
E, |i) étaient orthogonaux pour i # j, ¢a reste le cas pour les E!, et donc va se
retrouver sur 'un des E., 7).

Le seul probléme restant & régler est la correction de l'erreur : rien ne prouve
que les E’c soient unitaires. Cela dit, ils conservent le produit hermitien sur
I’espace du code, par construction. On peut donc les étendre en opérateurs
unitaires E! sur I’espace entier, et on associe a chaque sous-espace la correction
correspondante : E”a', puisque E/TE! i) =i} V|i) € C.

O

Equivalence de définitions, cf remarque 2. Ona M*N =< m,n >= Yo tr(ming)
puisque tr est linéaire. Ce qui compte donc est la parité du nombre de 1 dans
les tr(m;m;). D’autre part, puisque les matrices M et N se décomposent en
produit tensoriel de "blocs" dont les produits commutent ou anti-commutent,
on compte la parité du nombre de blocs qui ne commutent pas pour savoir si
les deux matrices complétes commutent ou pas.

En résumé, il suffit de regarder ce qui se passe quand n = 1.

Quand I'une des deux matrices est I, alors ¢ca commute. Pour la trace, on
aura m;n; = 0, et donc la trace est nulle aussi. Lorsqu’on a deux matrices qui
ne sont pas 'identité, et donc qui anti-commutent, on regarde les différents cas :

XY — wltw)=w=14w —1
YX — (1+w)@=14+uw?=w —1
XZ — wl=uw — 1
ZX — lo=1+4w — 1
ZY — 1(l+w)=1+w?=w —1
YZ - (1+wl=1+w — 1

On a bien un 1 dans tous les cas d’anti-commutation et un 0 dans les cas de
commutation. O

Preuve du théoréme 1, page 9. Pour ce faire, on va utiliser le lemme suivant :

Lemme 3. Pour S vu comme espace vectoriel sur Fo, on a :

dim(S+) = 2n — dim(S)



oit St = {M,M%N =0 VN € S}. Contrairement & un orthogonal "clas-
sique", 1a rien n’empéche S lui-méme d’étre dans cet espace, ce qui arrive no-
tamment quand S est commutatif.

Démonstration. Pour N € S, on a :

M¥N =0
Ztr(mi(ni)) =0

L’opération * € F3 = zn; est linéaire, de méme que l'opération tr. On a
donc, pour un N donné, une forme linéaire qu’on appellera Ap. Cela nous
donne donc une application de GG,, dans son dual, et donc, si on a k générateurs
indépendants dans S, alors on aura k générateurs de formes linéaires dans le
dual. Ainsi M € §* est caractérisé par k relations indépendantes de la forme :

An(M) = 0.
On a donc 2n inconnues, k relations linéaires indépendantes, donc la dimen-
sion sur F» de S+ est de 2n — k = 2n — dim(S). O

Pour prouver le théoréme, on va procéder par récurrence.

Si le stabilisateur contient juste l'identité, alors tout l’espace est le code, ce
qui donne bien une dimension 2".

Supposons que le stabilisateur soit < Mj,... My > et que la propriété soit
vraie pour tout &’ < k. Soit S =< Mq,... My >et 8" =< Mq,...Mj_1 >.0On
appelle C et C’ les codes respectifs (on a C' C C”). Par hypothéese de récurrence,
C’ est de dimension 27~ F+1,

On sait donc que dim S = dim S’ + 1, et donc que dim S+ = dim S+ — 1,
par le lemme 3. Il existe donc une matrice N € S'+\ S+, autrement dit il existe
une matrice A qui commute avec tout S’, mais pas avec tout S. Autrement dit,
N commute avec My, ... Mj_1 et anti-commute avec M.

Pour un |¢) € C :

MiN ) = =NMy [¢) = (N [4))
Et si [)) € O'\C :
MiN[)) = —=NMy, |[¢) = (N [))

Du fait que AV commute avec tous les autres My, i < k, Popération "multiplica-
tion par A" est une bijection de C’ dans lui-méme. Les observations ci-dessus
montrent que cette bijection envoie les éléments de C' sur les éléments de C'\C
et inversement : elle coupe en deux ’espace du code C'. Il y a donc deux fois
moins de vecteurs de base dans C' que dans C’, donc sa dimension est 27~%,

O

Equivalence des définitions 9 et 10 page 11. Montrons d’abord le sens d = d’ =
Cab = 511,17-



Soient E, # E} dans 'ensemble E défini plus haut, et |¢) un vecteur du code.
On veut montrer que (| Ef Ey b)) = 0. Pour cela, on va chercher un M € S tel
que M commute avec F, et pas Ej, ou I'inverse. En effet, si on dispose d’un tel
opérateur, on aura :

(Y| EIEy i)

W BIMIME, |y)
= — (| MIEJE,M |p)
— (Y| Bl By |0)

D’ou ce produit est égal a 0.

Si on avait s(E,) = s(Ep), comme les erreurs E, et E} sont supposées pouvoir
se corriger, cela signifierait qu’elles sont corrigées par la méme opération M.
On a donc E}E, € S. Or le poids de E]F), est inférieur & 2¢ donc strictement
inférieur a d. De plus cette erreur appartient & S et n’est pas I'identité. Donc
elle appartient & {E € S+, E # I'}. Donc d' < w(E} E}) < d, ce qui est contraire
a I’hypothése.

En revanche, si s(E,) # s(Ep), on prend M, tel que s(E,); # s(Ep)q, ce qui
signifie bien que M; commute avec 'une des erreurs et pas avec 'autre, d’ou le
résultat.

Sens Cab = 6a,b =d=d.

Supposons, par I’absurde que d > d’. Alors il existe une erreur F, qui est
dans S, de poids inférieur & d et qui n’est pas 'identité. Alors on peut "couper"
E en deux erreurs de poids chacune < t, E] et E,. Ces erreurs étant de poids
< t, elles sont dans ’ensemble d’erreurs dites "correctibles". Or, pour |¢) € C,
on a :

(W ElEy[v) = (Y| Ey)
= (¥[l¥)
= 1

ce qui contredit ’hypothése (1| EIEy [¢) = 0 si E, # Ej (et c’est le cas sinon
E serait I'identité). D’ou la conclusion.
o

Preuve du lemme 1, page 18. On définit le code D, & partir de S de la fagon
suivante :

— La longueur de D est aRtn = fn. Autrement dit on supprime les coor-

données de B.

— Les mots de code sont ceux de S dont le support appartient & A U...UA;.
Cherchons maintenant quelle est le rendement de ce code et sa distance mini-
male. On fera ’hypothése (notée ) que le code S est stable par multiplication
par tout élément de Fy.

o dimp, D
on



La dimension sur Fy du code est celle de S moins la dimension de l’espace
engendré par tous les mots de code dont le support n’est pas seulement dans
A1U...UA;. Or la dimension de cette espace, sur Fy, est majorée par aRn vue
la construction des A;. Sur Fs, cette dimension est donc au maximum de 2aRn.
D’ou

B> Rn —2aRn _ R(1 - 2a)
- pn p
Sa distance minimale est donnée par le plus petit élément (au sens du poids sur
F4) non nul de D. Clairement, si un tel élément atteint la distance minimale
dans D, ce méme élément complété par des 0 est un élément de S et a le méme

poids. D’out

U

d>d = izé’zg

on
On obtient donc les inégalités suivantes, puisque la borne R* est décroissante :
R(1-2 )
M <R < R* (_> (10)
B B

Pour que l'inégalité soit possible, il faut que le terme de gauche soit inférieur
au terme de droite. Celui de gauche est clairement décroissant en g, tandis que
celui de droite est croissant. Pour § = 1, le terme de gauche est clairement
inférieur au terme de droite, et pour 8 = 24, le terme de droite est nul alors
que le terme de gauche est positif : 5 a donc une valeur limite minimale, qui

correspond & la racine de M = R* (%) qu’on notera *(a). O

A.2 Exemple
Exemple d’encodage et de décodage

Prenons ’exemple du code & trois qubits (1). Sur la figure 3, on peut voir
la construction pratique du code & 3 qubits, avec deux portes CNOT, et les
deux qubits supplémentaires. On peut voir que |0) est envoyé sur |000) et |1)
sur |111).

De 14, si on applique le circuit inverse & la réception, c’est & dire comme sur la
figure 4, si aucune erreur n’a eu lieu, la mesure des deux qubits supplémentaires
donne 00. S’il y a eu des erreurs, cette mesure peut changer, et on va voir qu’en
fait, cette mesure donne exactement le syndrome comme défini plus haut.

En effet, si erreur qui est apparue est I7X, ie au lieu de |000),|111) on a
|001),]110), alors le syndrome mesuré est 01. Si erreur est I X1, le syndrome
est 11, si c’est X 11, le syndrome est 10. Le syndrome correspond bien, ici, & la
définition 7, avec My = ZZI, Mo =1Z7.
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Fi1a. 3 — Circuit d’encodage pour le code & trois qubits
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F1G. 4 — Encodage et décodage pour le code a 3 qubits

A.3 Détails de calculs
Maximum de la fonction a(z)

Soit la fonction a(x) = h(x) + x. Etudions les variations de la fonction a
entre 0 et 1.

ad(xz) = —-1-Inz+1+In(1-2)+1n2
1—2

= In(

)+1n2
x



Cette fonction tend vers +o0o quand z tend vers 0, et vers —oo quand z tend

vers 1.

1—x

a'(x)=0
—In2 =In( )
1

1—x

x=2/3

On a donc un unique maximum en z = 2/3 : log 3.

Maximum de la fonction T

T(x)=T(x)=(1-S5)h (?__g) +logy 3(T — x) Jr:rh(%_s) +2z— S

Avec h'(z) = 5 In( —1),on a:

1-5

x

/ _ oy —1 _ _
T(z) = (1 S)1n21—Sln T2 1 log, 3

1 S T 20— S
— ok — | -1 h 2
+$*ln2*x2n(2x5 )+ ( T )+

n S ! S—x

zln?2 . 20 — S

1 <2x5 <2x5>)
- — In

In2 x x

1 <Sz (S:c))
- — In

In2 T T

+ 2 —logy 3
= 2-—logy3
1 T—-x x? S—x
+ —1In
In2 1+2-8S-T (22— 95)? =«

" S ! S—x 20 —S =z
xln2n 20 — S T S—xz

1
= 2-—logy,3 —1
0825 + 2 (
Cette fonction s’annule pour z tel que :

z(z—T)(z—S) — 9—2+log, 3
(22—5)2(14+2z—S-T)

z(z —T)(x—S5) )
2z —-S5)2(1+2—-5-T)

— 2@z-T)(z-9)-322-9)2(1+z-5-T)=0



De plus, ce polyndme p a 3 racines réelles. En effet, si on regarde quelques
valeurs :

p(0) =~ 381~ § - T) <0

WS = 2G-m)-5)- 203 -sPata-5-T)
S? S
= gT-3)=0
342
p(S) = 71(5) 1+8S-85-T)
= f%(S)2(17T)<0

De plus, p tend vers +o0o en —oo. Donc p s’annule une fois pour une valeur
négative, puis une autre fois entre 0 et S/2, et une troisiéme fois entre S/2 et
S. Selon le signe de (1+ 2 — .S —T), une des deux racines donnera le maximum.

Avec un logiciel de calcul formel, on obtient :

P(S,T)'/* 12Q(S,T) T 5S 1
Ty = - +-+—=—=-3
12 P(S,T)Y/3 "3 6 2
P(S,T)'*  6Q(S,T) T 55 1
oy = (5,7) Q(S, )+ L1
24 P(S,T)/3 "3 " 6 2
1 P(S, T)1/3 12@ S T)
+5iv3 < 12 )73
PSR 6Q(S,T) Z 55 1
= 24 P(S,T)1/3 6 2
1 (S, T)1/3 12@
—5iV3 < 12
Avec
P(T,S) = 1928T? +264S5°T — 576ST — 2345% 4 4325 — 265> + 6473

28872 + 432T — 216

—1296.5%T + 64853 + 25925272 + 1296S3T — 25925372
+ 6 | +3605*T — 17285213 + 9605313 + 6725*T2 + 38452714
—648S5T — 132354 + 7385° — 9,56
1 1 1

2 1 5
T) = —=8T+=8S—=8*-=-T?+-T—~
QEST) g T 3o S gl Ty




Les racines carrées sont des racines au sens complexe, car les quantités sous la
racine ne sont pas forcément positives.

La racine qui nous importe est la plus grande, vu le raisonnement précédent.
Il est difficile d’intuiter laquelle est la bonne, on définit donc Zpmax1(S,T) =
min (35/4, max (z1, 22, x3)). On a ajouté aussi la condition ¢; < 3/4s (sinon on
est dans le cas "simple"), Tmax2(S,T) = 2e terme(z1, T2, 3).



