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Introduction générale

Les follicules ovariens sont les structures qui accompagnent les ovocytes au cours de leur
maturation et qui les libérent au moment de I'ovulation. Parmi tous les follicules en croissance,
trés peu atteignent 'ovulation, la plupart subissent un processus de dégénérescence appelé 'atré-
sie (environ 99% chez la femme). Les mécanismes biologiques qui produisent ce phénoméne sont
encore mal connus. Ainsi la raison pour laquelle un follicule en particulier ovule alors que les
autres deviennent atrétiques, ou bien les phénomeénes qui déterminent le taux d’ovulation (nombre
d’ovulations par cycle ovarien) ne sont pas complétement expliqués. La compréhension de la crois-
sance des follicules est un domaine de recherche active.

Des mathématiciens se sont intéressés a la modélisation de la croissance folliculaire terminale
(la phase précédant I'ovulation), et proposent des modéles qui décrivent I'ovulation de certains
follicules de la cohorte, et 'atrésie des autres. Ces modéles, intéressants d'un point de vue ma-
thématique, ne sont cependant pas utiles aux physiologistes, les fonctions et parameétres utilisés
n’étant pas interprétables physiologiquement.

Nous nous sommes donc nous aussi intéressés a la modélisation du processus de sélection des
follicules ovulatoires, avec pour objectif de baser notre modeéle sur de solides connaissances phy-
siologiques. Un tel modeéle a pour but de représenter précisément les phénoménes menant &
I’ovulation, et pourrait permettre de mieux les comprendre, mais aussi de les controler. Ainsi,
il serait possible de proposer des schémas thérapeutiques pour traiter 'infertilité anovulatoire
chez la femme, ou bien d’'un point de vue zootechnique, d’optimiser la production d’ovocytes en
contrélant la chronologie ainsi que le taux d’ovulation.

Pour répondre a ce besoin de modélisation, nous commencons dans le premier chapitre, par
une étude de la physiologie des follicules ovariens, et détaillons les phénoménes essentiels qui ont
lieu a différentes échelles : moléculaire, cellulaire, folliculaire et ovarienne. Dans la seconde partie
du chapitre, nous revenons sur les modeéles de sélection des follicules ovulatoires déja existants,
ainsi que sur les modeéles de développement cellulaire qui nous seront utiles pour décrire 1’évolu-
tion des cellules des follicules. Dans la derniére partie du chapitre, nous présentons les outils que
nous utiliserons pour établir le modéle.

Le second chapitre concerne la présentation du modéle. Nous décrivons I’évolution de la den-
sité des cellules de granulosa dans un follicule & 1’aide de lois de conservation. Nous introduisons
les actions du controle, 'hormone FSH, dans les termes de vitesses et de source des lois de conser-
vation, permettant de décrire les phénomeénes ayant lieu & 1’échelle moléculaire. Les échelles fol-
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liculaire et ovarienne sont décrites & travers des moments de la densité cellulaire. Chaque terme
du modéle a une signification physiologique. La seconde partie du chapitre concerne la résolu-
tion numérique des équations du modéle, avec une présentation de la méthode utilisée pour les
résoudre, la méthode des volumes finis. Nous présentons enfin plusieurs situations physiologiques
et pathologiques que le modele permet d’exhiber, ainsi que des hypothéses de fonctionnement
concernant 'ovulation et la détermination du taux d’ovulation.

Le modéle obtenu présente plusieurs particularités, dont un caractére hybride, dii & une descrip-
tion précise du cycle cellulaire, des équations intégro-différentielles dues au rétro-controle exercé
par les ovaires sur la dynamique des cellules de granulosa, et des équations controlées dans les
termes de vitesses. Dans le troisiéme chapitre, nous nous intéressons a l’analyse mathématique du
modeéle, en particulier a ’existence d’une solution a de telles équations. Nous proposons une mé-
thode de construction de la solution, basée sur la propriété de continuité de sa trace aux bords de

chaque domaine associé a une phase cellulaire. Nous montrons ainsi que le probléme est bien posé.

Dans le quatrieme chapitre, nous explorons le comportement asymptotique du modéle, dans
le cas simplifié¢ d’une étude en boucle ouverte. En reformulant les équations du modeéle a 'aide
de la méthode des caractéristiques et de la méthode des particules, nous étudions le compor-
tement asymptotique de la densité cellulaire et du poids associés & une particule le long d'une
courbe caractéristique. En fonction des termes de controle appliqués, nous remarquons que le
modéle permet d’obtenir un large éventail de comportements asymptotiques, et d’exhiber des
trajectoires folliculaires physiologiquement intéressantes.

Nous nous intéressons enfin a la résolution d’un probléme de controle, dans lequel on définit
I'ovulation ou bien l'atrésie comme une cible a atteindre pour les caractéristiques des lois de
conservation. On s’intéresse alors & l’ensemble des conditions initiales permettant d’atteindre
cette cible, étant donné un intervalle de controles admissibles. Ce probléme est résolu a aide
d’équations de Hamilton-Jacobi-Bellman, et nous présentons des résultats de simulations numé-

riques dans le cas d’une caractéristique.

Nous concluons enfin sur les résultats de ce travail ainsi que sur les nombreuses perspectives
qu’il ouvre.




Chapitre 1

Contextes physiologique et
biomathématique

La premiére partie de ce chapitre est une synthése des connaissances sur la physiologie
du développement folliculaire terminal, auxquelles on se reportera systématiquement dans ’éla-
boration et la validation du modeéle. Aprés une introduction aux cycles ovariens, nous verrons
comment, parmi une cohorte de follicules, seuls quelques-uns sont sélectionnés pour ovuler. Nous
étudierons également les mécanismes sous-jacent au développement folliculaire aux niveaux cel-
lulaire et moléculaire. Nous verrons ensuite I’environnement bibliographique dans lequel se situe
notre travail, avec une description critique des modeéles qui étudient le développement folliculaire,
et une présentation de ceux qui ont un lien méthodologique avec nos travaux. Nous terminerons
par exposer nos objectifs de modélisation, et les outils que nous utiliserons pour les atteindre.

1.1 Contexte physiologique

1.1.1 Motivations

Le développement des follicules ovariens est un processus crucial pour la reproduction chez
les mammiféres. Une meilleure compréhension du développement folliculaire est a la fois un défi
clinique et zootechnique ; elle est nécessaire pour améliorer le contréle de l'infertilité anovulatoire
chez la femme, ainsi que le taux d’ovulation et la chronologie du cycle ovarien chez les espéces

domestiques.



CHAPITRE 1. CONTEXTES PHYSIOLOGIQUE ET BIOMATHEMATIQUE

1.1.2 Cycle ovarien

Chez les mammiféres, a partir de la puberté, une activité cyclique apparait dans ’ovaire,
qui se manifeste entre autres par ’ovulation. Bien qu’il y ait des différences de cycles selon les
espéces, cycles estriens pour les mammiféres qui manifestent un comportement d’estrus (accep-
tation du maéle), cycles menstruels pour les mammiféres chez lesquels il y a détachement de la
muqueuse de 'endométre (ce qui provoque les menstruations), la phase qui part du recrutement
des follicules ovulatoires jusqu’a l'ovulation, appelée phase folliculaire, est présente dans chacun

des cycles.

Hypophyse I:[ypothala mus

Cervix

FiG. 1.1  Ovaires et axe hypophyse-hypothalamus (source : http ://www. umanitoba.ca/womens
_health/ov-1.jpg)

Le cycle ovarien se divise en deux phases, la phase folliculaire et la phase lutéale. Chez
la femme, pendant la phase folliculaire, le follicule dominant se développe dans I'un des deux
ovaires, environ une semaine avant le milieu du cycle, qui dure 28 jours. Il croit plus vite que

11



1.1. CONTEXTE PHYSIOLOGIQUE

les autres follicules et il se prépare & 'ovulation. Il atteint un diamétre de 25mm. Une oscil-
lation hormonale perfectionnée provenant d'un jeu de rétro-contréle entre les ovaires et l'axe
hypophyse-hypothalamus (voir Figure 1.1) est responsable de la maturation folliculaire. Les cri-
téres de sélection du follicule dominant ne sont pas trés bien connus. Vers le milieu du cycle,
la concentration de I'’hormone lutéinique (LH) augmente fortement et la décharge de LH est
responsable du déclenchement de I'ovulation (voir Figure 1.2) et de Uinstallation du corps jaune
dans 'ovaire. Les processus nécessaires pour créer un milieu optimal pour une fécondation réussie
sont engendrés. L’ovulation a alors lieu : le follicule dominant a migré vers la surface de 1'ovaire
ou il forme une protubérance, sa paroi se rompt et permet le passage du liquide folliculaire et de
l'ovule dans la trompe. L’ovule attend désormais dans la trompe la fécondation par un sperma-
tozoide.

Apreés la rupture du follicule et la libération de 1’ovule, 'ovaire entre en phase lutéale. Le fol-
licule dominant se transforme en un corps jaune qui sécréte de la progestérone, de 'estradiol
et de l'inhibine et qui inhibent un développement folliculaire supplémentaire pendant la phase
lutéale, chez la femme. Chez les mammiféres domestiques (ruminants), la croissance folliculaire
et la sélection des follicules dominants peut également avoir lieu pendant la phase lutéale, mais
il n’y a pas déclenchement de 'ovulation. A la fin de la phase lutéale, le corps jaune arréte d’étre

fonctionnel et la phase folliculaire redémarre, le cycle recommence.

ji AT
:l;. —— A u |

0d 2d 4d 6d &8d 10d 12d 14d 16d 18d 20d 22d 24d 26d 28d

ovulation

e e ————

F1G. 1.2 - Evolution des gonadotropines et des stéroides ovariens lors du cycle ovarien chez la
femme (source : http ://www.embryology.ch/francais/dbefruchtung/eisprung01.html) : le recru-
tement de la cohorte initiale a lieu pour des niveaux élevés en FSH au jour 0. La concentration
plasmatique de celle-ci chute au fur et & mesure du développement folliculaire, en paralléle avec
l'augmentation de la quantité d’estradiol Ey. Lorsque le niveau de rétro-controle est tres élevé,
une rétro-action positive déclenche un pic de FSH et de LH, qui provoque 'ovulation. Chez la
femme, pendant la phase lutéale, les niveaux élevés d’estradiol et d’inhibine empéchent tout dé-
veloppement folliculaire. En fin de phase lutéale, les niveaux de FSH augmentent & nouveau et
le cycle recommence.

12



CHAPITRE 1. CONTEXTES PHYSIOLOGIQUE ET BIOMATHEMATIQUE

1.1.3 Hormones sexuelles

Le fonctionnement cyclique des ovaires, en 1’absence de fécondation, est régulé par un jeu
de rétro-controle entre les hormones sécrétées par 'axe hypophyse-hypothalamus d’un coté, et
les ovaires de I'autre.

Les gonadotropines FSH (Follicle Stimulating Hormone) et LH (Luteinizing Hormone) sont des
hormones produites par '’hypophyse, et leur fonction principale est la régulation des gonades
(ovaires et testicules).

La fonction principale de la FSH est de controler le développement des follicules ovariens, et
la sélection du ou des follicules dominants. La FSH agit sur les cellules de granulosa qui sont
I'un des deux types de cellules qui composent les follicules, et stimule la synthése de son propre
récepteur dans ces cellules. Elle stimule également la production d’estrogénes par les cellules de
granulosa. La synthése et la sécrétion de la FSH par 'hypophyse est sous le controle de différents
régulateurs tels que la GnRH (Gonadotropin Releasing Hormone, d’origine hypothalamique), les

estrogénes ovariens, l'activine et I'inhibine.

Une des fonctions principales de la LH est de déclencher 1'ovulation (par stimulation d’une
cascade d’enzymes conduisant & la rupture de la membrane basale du follicule) et de maintenir
le corps jaune au cours du cycle menstruel. La synthése et la sécrétion de LH par 'hypophyse
est sous le controle de différents régulateurs tels que la GnRH et les estrogénes ovariens.

Parmi les hormones sécrétées par l'ovaire, on trouve les estrogénes et la progestérone. L’estro-
géne E2, appelé estradiol, est produit essentiellement par conversion enzymatique des androgénes
(androstenedione et testostérone). Les androgénes sont produits sous I'influence de la LH par les
cellules thécales, qui constituent ’enveloppe externe du follicule, et leur conversion en estradiol
a lieu dans les cellules de la granulosa du follicule, grace a 'aromatase. L’activité de I’aromatase
dépend de la FSH. Ainsi une sécrétion harmonieuse de l'estradiol dépend-elle des deux gonado-
tropines hypophysaires FSH et LH.

C’est la décharge de LH qui provoque des changements biochimiques dans les cellules de granu-
losa, connus sous le nom de lutéinisation. La lutéinisation des cellules de granulosa oriente leurs
sécrétions vers la production de la progestérone. Celle-ci est donc produite essentiellement par
le corps jaune. Le role biologique de la progestérone est de transformer la muqueuse utérine en
une muqueuse sécrétoire capable d’accueillir un ceuf fécondé. La synthése de progestérone par le

corps jaune est stimulée par la LH.

L’ensemble des influences entre ces hormones sexuelles sont représentées sur la Figure 1.3.

13



1.1. CONTEXTE PHYSIOLOGIQUE

Hypothalamus

GnRH

Hypophyse

Gonadotropines

(FSH, LH)
stéroides :
estradiol, progestérone ;
activine, inhibine
Ovaires

Follicules, corps jaune

F1G. 1.3 — Rétro-controle au sein de 1’axe gonado-hypophysaire

1.1.4 Echelle folliculaire : folliculogenése

Il est encore admis [51] que chez les mammiféres, les ovaires renferment une réserve d’ovo-
cytes, constituée trés tot au cours de la vie des femelles. Chaque ovocyte y est entouré par une
couche de cellules somatiques, le tout constituant un follicule primordial. Le follicule est la struc-
ture qui protége 'ovocyte et le libére au moment de I'ovulation. La fonction essentielle de 'ovaire
est d’utiliser ces follicules jusqu’a épuisement de la réserve. La plupart des follicules n’atteignent

pas 'ovulation mais subissent un processus de dégénérescence appelé atrésie.

La folliculogenése est la succession des différentes étapes de développement du follicule depuis
le moment ou il sort de la réserve de follicules primordiaux, jusqu’a sa rupture au moment de
l'ovulation. Le développement folliculaire est sous le controle des gonadotropines hypophysaires,
FSH et LH, dont la sécrétion est a son tour controlée par un rétro-controle exercé par les ovaires.

Avant D'ovulation, le follicule traverse plusieurs étapes de développement. Les plus petits fol-
licules sont les follicules primordiaux, constitués de 'ovocyte entouré de cellules aplaties. Un
premier recrutement ameéne chaque jour des follicules de la réserve initiale & se développer : le
follicule est primaire lorsqu’il présente une couche de cellules cuboidales; il est secondaire quand
l'ovocyte est entouré de deux couches de cellules de granulosa, puis il devient antral lorsqu’il
acquiert sa cavité antrale. Sa taille augmente en raison de la prolifération de ses cellules et de
I'accumulation de liquide dans la cavité antrale. Pendant ces étapes de développement, la plupart
des follicules subissent 'atrésie. Certains cependant sont recrutés pour poursuivre leur dévelop-
pement, aprés stimulation par les gonadotropines. On parle alors de développement folliculaire
terminal [38]. L’ensemble de ces étapes est décrit sur la Figure 1.4.

14



CHAPITRE 1. CONTEXTES PHYSIOLOGIQUE ET BIOMATHEMATIQUE

Follicule a début
d'antrum

Wascularisation

. a antrum
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Follicul Théque externe
ollicule
@ primaire Theque interne
Granulosa 3 Membrane
Ovocy’te:@} basale
Follicule Cranulosa
primordial |ATRESIE
Cumulus
oophorus

Zone pellucide

Ovocyte
OVULATION

Follicule préovulatoire

FiG. 1.4 — Folliculogenése (schéma D. Monniaux)

Le développement folliculaire terminal est un processus controlé par les gonadotropines. La fol-
liculogenése terminale débute par le recrutement d’une cohorte de follicules, qui ont des tailles
et certainement des sensibilités différentes aux gonadotropines [38|. A mi-phase folliculaire, une
“sélection” se produit et la taille de la cohorte est réduite au nombre d’ovulations caractéristiques
de l'espéce. Les follicules destinés & ovuler sont appelés follicules dominants. Pendant la fin de
la phase folliculaire, on observe la maturation terminale des follicules dominants et la régression
par atrésie des autres follicules.

La régulation de ces mécanismes se fait de maniére fine et il y a de nombreux régulateurs poten-
tiels, que ce soient les gonadotropines, ou des régulateurs locaux. Ainsi, le controle du recrutement
de la cohorte se fait lorsque les niveaux de FSH sont élevés. Le controle de la sélection des folli-
cules dominants peut s’expliquer de la maniére suivante : la croissance folliculaire est associée a
une augmentation de la sécrétion d’estradiol et d’inhibine, qui exercent un rétro-contréle négatif
sur les niveaux de FSH. Cette chute des niveaux de FSH bloque la croissance et maturation des
follicules qui avaient les besoins les plus élevés en FSH. Leur croissance est donc interrompue
et ils subissent Iatrésie. Malgré la baisse des niveaux de FSH, les follicules dominants survivent
dans un environnement appauvri en FSH et poursuivent leur maturation. Ceci peut s’expliquer
d’abord par l'acquisition de récepteurs & LH sur la granulosa, la LH peut alors agir comme un
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substitut & FSH pour le follicule ; aussi par 'amplification de la réponse folliculaire & FSH et LH
grace & des régulateurs locaux ; et enfin par la présence d’une vascularisation amplifiée, qui peut
faciliter la diffusion de FSH et LH [46]. Le pic de LH provoque ensuite 'ovulation des follicules
dominants, et contribue & la dégénérescence totale des autres follicules. L’évolution hormonale

au cours du cycle de la femme est représentée sur la Figure 1.2

Le taux d’ovulation, qui correspond au nombre de follicules qui ovulent par cycle, est caractéris-
tique des espéces. Il peut varier d'une ovulation par cycle chez la femme (mono-ovulation) & une
douzaine chez la truie (poly-ovulation). Dans le contexte de la régulation de I'ovulation, I'espéce
ovine procure des modéles génétiques tout a fait intéressants, caractérisés par une variabilité
génotypique du nombre d’ovulations au sein d'une méme race. Elle présente de plus un intérét
en physiologie comparée par rapport aux espéces de laboratoire classiques (rongeurs). C’est donc
chez la brebis que seront recueillies la plupart des données pour le modéle développé.

Ces informations donnent une vision générale du processus de sélection des follicules dominants,
mais n’expliquent pas pourquoi un follicule devient dominant alors qu’un autre subit l'atrésie.
Comme les follicules en développement terminal sont tous soumis aux mémes signaux des go-
nadotropines, on peut rechercher ce qui fait leur différence en étudiant leur développement en
réponse aux gonadotropines de maniére individuelle.

1.1.5 Echelle cellulaire : dynamique des cellules de granulosa

Fic. 1.5 Coupe histologique d’un follicule ovarien (source : http :// www.ac-

amiens.fr/academie/ pedagogie/svt/info/logiciels/ cycles/folcav.gif)

La Figure 1.5 représente une coupe histologique de follicule. Celui-ci est composé de deux
couronnes cellulaires, I'une externe, la théque, et l'autre interne, la granulosa, dont les cellules
entourent l'ovocyte, et d’une cavité, I'antrum. Les gonadotropines agissent sur la survie, la proli-
fération et la différenciation des cellules folliculaires. En particulier, la FSH se lie & ses récepteurs,
situés sur les cellules de granulosa. L’action de la gonadotropine a donc directement lieu au ni-
veau cellulaire, et la dynamique de ses cellules est déterminant pour le sort d’un follicule.
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Les cellules de granulosa peuvent étre dans des états cellulaires différents : soit elles proliférent,
elles parcourent le cycle cellulaire et se multiplient au cours de la mitose, soit elles sont différen-

ciées, elles ont définitivement arrété de proliférer, soit elles disparaissent.

Les cellules se répliquent au cours du cycle cellulaire, par la mitose, pendant laquelle une cellule-
meére donne naissance a deux cellules-filles. Le cycle cellulaire est composé de 4 phases distinctes :
G1, S, G2, M. Il existe également une phase de sortie de cycle, la phase D, dans laquelle les cellules
sont différenciées (voir Figure 1.6).

Fia. 1.6  Cycle cellulaire

Les phénoménes suivants ont lieu au cours des différentes phases du cycle cellulaire :
La phase G : Dans cette phase la cellule croit et devient plus large, la synthése des
protéines s’effectue. Cette phase est de durée variable.
La phase S : C’est la phase de synthése de PADN : la matériel héréditaire est dupliqué
et chaque chromosome est copié.
— La phase G5 : C’est une phase de controle : 'ADN répliqué est controlé et réparé si
nécessaire. S’il y a des dommages irréparables, la cellule est détruite.
— La phase M : Les chromosomes se séparent et on assiste a la formation de deux cellules-
filles.
Les cellules de granulosa différenciées sont des cellules qui ont quitté le cycle. Elles ont une grande
activité enzymatique, en particulier de sécrétion d’estradiol, et on voit apparaitre sur ces cellules

des récepteurs a LH.

Les cellules qui disparaissent peuvent subir deux types de morts : la nécrose ou l'apoptose.
La nécrose est un processus de dégénérescence qui aboutit a la mortification d'une cellule ou
d’un tissu. C’est un phénomeéne accidentel qui implique toujours des groupes de cellules, jamais
une cellule unique. L’apoptose quant a elle est un processus régulé, nécessaire a la survie d’un or-
ganisme multi-cellulaire. Elle survient lorsqu’une cellule n’est plus utile, endommagée ou qu’elle
est défectueuse, ou bien en réponse a des signaux extra-cellulaires. Elle peut avoir lieu dans tout
le cycle cellulaire ou bien dans la phase de différenciation. Elle intervient essentiellement dans la
phase G2 : elle permet d’éliminer les cellules n’ayant pas synthétisé correctement leur ADN lors
de la phase S et évite ainsi la prolifération de cellules dysfonctionnelles. Ce type d’apoptose est
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“mécanique” et non discriminante pour la sélection des follicules ovulatoires car elle est répartie
aléatoirement sur tous les follicules. L’apoptose régulée par des signaux extra-cellulaires, qui n’est
pas due a des erreurs de réplication, est celle discriminante pour les follicules au cours de leur

développement.

Les follicules ovulatoires sont caractérisés par une transition de leurs cellules d'un état proli-
fératif & un état majoritairement différencié. Le nombre de cellules de granulosa différenciées
dans un follicule est représentatif de sa “maturité”. Ce sont les follicules les plus matures qui
sécrétent le plus d’estradiol et qui provoquent la chute des niveaux de FSH. Les cellules diffé-
renciées étant équipées de récepteurs a LH, elles survivent dans cet environnement appauvri en
FSH.

Quant aux follicules atrétiques, ils sont caractérisés par une transition d’un état prolifératif ou
en partie différencié & un état apoptotique. Celui-ci survient aprés une perte de sensibilité des
cellules a 'action des gonadotropines. L’intensité du phénoméne d’apoptose dans un follicule
définit son atrésie [49].

1.1.6 Echelle moléculaire : I’Adénosine MonoPhosphate cyclique : AMPc

L’explication de la transition entre les états prolifératifs et différenciés ou apoptotiques
n’est pas entiérement connue, mais I'importance de FSH est démontrée. La transduction du si-
gnal de FSH dans les cellules de granulosa a été étudiée, et les voies de signalisation de la FSH
convergent vers ’AMPc (Adénosine MonoPhosphate cyclique). 1l s’agit d'un second messager,
produit & la suite d’une cascade de réactions biochimiques, provoquée par la liaison entre la FSH
et son récepteur situé sur les cellules de granulosa : une enzyme est activée, 'adénylyl cyclase,
qui produit 'AMPc.

Dans notre modéle, nous utilisons 'AMPc comme marqueur de la maturité des cellules de gra-
nulosa des follicules en développement terminal. Son accumulation nous permet de caractériser
la différenciation d’une cellule ainsi que ’acquisition de récepteurs a LLH, nécessaires & la survie
de la cellule.

Au contraire, lorsque la quantité de FSH est trop faible, il y a découplage entre la stimulation
des récepteurs a FSH et la production d’AMPc, ce qui est un phénomeéne constaté en début
d’apoptose cellulaire. L’AMPc parait donc étre un bon marqueur de I’état cellulaire.

1.1.7 Eléments physiologiques essentiels

Le processus de sélection des follicules ovulatoires est un processus complexe pour lequel
beaucoup de phénomeénes restent inexpliqués. On peut cependant dégager des étapes essentielles,
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qui nous donnent une base pour la modélisation. Les événements que nous retenons sont les
suivants :
— La FSH régule le développement folliculaire terminal en agissant sur les cellules de gra-
nulosa des follicules.
L’état d’une cellule de granulosa est déterminé par sa capacité de réponse a la FSH, et
donc par la dynamique de sa concentration en AMPc¢ induite par FSH.
La maturité d’un follicule est caractérisée par I'état de ses cellules de granulosa. La
maturité d’un follicule, ainsi que sa sécrétion en estradiol augmente avec le nombre de
cellules différenciées qu’il contient.
— La sécrétion totale de l'ovaire en estradiol exerce un rétro-contréle négatif sur la sécrétion
en FSH.
La Figure 1.7 représente ces différents événements.
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FiG. 1.7 — Développement folliculaire terminal (schéma F. Clément)
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1.2 Modéles mathématiques du développement folliculaire termi-
nal

1.2.1 Modéles macroscopiques

Les modeéles macroscopiques de sélection des follicules ovulatoires s’intéressent au méca-
nisme de sélection des follicules ovulatoires per se. Ils envisagent ce processus au sens de la
dynamique des populations : une fonction d’évolution phénoménologique et macroscopique dis-
crimine les trajectoires folliculaires. Seuls les follicules les plus adaptés survivent a la pression du
milieu. La ressource essentielle est FSH ; certains follicules I’exploitent mieux et plus rapidement
(réponse en estradiol a FSH) ce qui conduit indirectement (rétro-controle négatif de 'estradiol
sur FSH) a une diminution de la ressource en FSH qui défavorise les follicules les moins avanceés.

1.2.1.1 Modéle développé par M. Lacker

Nous décrivons le modeéle développé par M. Lacker et al. [29]. Ce modéle se base sur des hy-
potheéses physiologiques simples pour exhiber des éléments clés du processus de développement
folliculaire terminal. 11 décrit la maturation d'un groupe de N follicules et leur interaction avec
I’hypophyse via 'estradiol et les gonadotropines. Il est basé sur les hypothéses suivantes :

La taille du follicule, sa maturité et sa sécrétion en estradiol sont proportionnelles : on
peut donc mesurer la maturité du follicule uniquement par sa sécrétion en estradiol.

— Le taux de sécrétion de FSH et de LH par ’hypophyse est fonction de la concentration
plasmatique en estradiol.

— Tous les follicules répondent de la méme maniére a FSH et LH et suivent la méme loi
de développement.

— Les follicules entrent en phase terminale a des dates aléatoires mais a la méme maturité,
ou & la méme date mais & des maturités différentes.
L’interaction entre les follicules en développement terminal se fait & travers leur contri-
bution a la concentration plasmatique en estradiol.
La croissance d’'un follicule dépend de la concentration plasmatique en estradiol et de sa
propre maturité.

Il écrit alors le modéle suivant de développement folliculaire terminal :

da;l-
= s X
o = @i, X)

X(t) = Y ail)

ou x; représente la maturité de chaque follicule 7 et X est la concentration plasmatique en
estradiol. La premiére équation signifie que la maturité d’un follicule évolue en fonction de la
concentration plasmatique en estradiol ainsi que de sa propre valeur. La deuxiéme équation
signifie que la concentration plasmatique en estradiol est la somme des contributions de chaque
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follicule.

M. Lacker estime que la fonction f doit permettre de "briser la symétrie", afin de séparer la
cohorte en follicules ovulatoires d’un coté, et atrétiques de ’autre. Il choisit pour cela une fonction
d’Abel, de la forme :

f(z,X)=Czx{l — D(X — Myz)(X — Mx)}

20
20
L

15
15
L

maturity
10

maturity
10

4 0 1 2 3 4 5
time time

Fi1G. 1.8 — Simulation du modeéle de Lacker : la premiére figure représente des cas d’ovulations (4
ovulations au temps 1, 4 au temps 2 et 3 au temps 3), la deuxiéme représente un cas d’ovulation
(6 ovulations), et une situation pathologique : le processus de sélection est bloqué.

Les résultats de ce modele permettent d’exhiber des situations physiologiques telles que
des cas d’ovulations, et des situations pathologiques d’anovulation (voir Figure 1.8). En faisant
varier les valeurs des paramétres M; et My, M. Lacker peut faire varier le nombre d’ovulations
entre My et Ms. 1l réalise également une simulation correspondant au retrait d'un ovaire, sans
que cela n’affecte le nombre d’ovulations, ce qui correspond aux situations observées expérimen-
talement. Enfin, M. Lacker analyse le systéme, ce qui lui permet d’en dégager des propriétés de
stabilité et de justifier mathématiquement le nombre d’ovulations.

Cependant, certains reproches sont faits au modéle de M. Lacker, en particulier en ce qui concerne
la prédestination : en effet, les premiers follicules a se développer sont toujours ceux qui ovulent.
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De plus, la symétrie qui est introduite dans le modéle est irréaliste : M. Lacker suppose que tous
les follicules répondent de la méme maniére aux signaux hormonaux, alors qu'il est quasiment
impossible de trouver deux systémes biologiques qui se comportent exactement de la méme ma-
niére. L’interprétation physiologique de la fonction f n’est pas immédiate, les paramétres utilisés
paraissent arbitraires et des phénomeénes tels que ’atrésie ne sont pas expliqués par le modéle.
Enfin, le modéle ne permet pas de représenter une situation pathologique trés fréquente, le syn-
drome des ovaires polykystiques : la calibration numérique du modéle de Lacker pour la femme
ne permet pas d’obtenir le nombre de follicules pathologiques nécessaires pour représenter la
situation réelle.

A. Chavez-Ross a poursuivi le travail de M. Lacker |5] afin d’introduire de la dyssymétrie dans
le modéle, pour qu'’il puisse représenter le syndrome des ovaires polykystiques. Les résultats per-
mettent quelques conclusions physiologiques mais ne résolvent pas les problémes d’interprétation

de la fonction d’évolution ainsi que ceux de prédestination (voir Figure 1.9).
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Fi1G. 1.9 — Modeéle de Chavez-Ross : une situation typique d’ovaires polykystiques

1.2.1.2 Modéle développé par J-C. Thalabard

Le modeéle développé par J-C. Thalabard et al. décrit également la sélection de follicules ovula-
toires en s’appuyant sur la théorie de la dynamique des populations [61]. J-C. Thalabard utilise
les mémes bases physiologiques que M. Lacker, mais il introduit une variable aléatoire pour ca-
ractériser l'individualisation des réponses folliculaires a la FSH. 1l décrit ’action de FSH sur le
développement folliculaire et les interactions entre les ovaires et la sécrétion de FSH. Son modéle
est basé sur les hypotheéses suivantes :

La réponse d’'un follicule & FSH dépend de sa taille et de la concentration plasmatique
en estradiol.
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— Les follicules ont presque la méme réponse a FSH : le processus de développement déter-
ministe est identique pour tous, mais une composante stochastique modifie les réponses
individuelles des follicules a FSH.

L’interaction entre les follicules se fait a travers la somme des sécrétions en estradiol de
tous les follicules.

J-C. Thalabard caractérise un follicule par sa taille g;(¢) et sa sécrétion en estradiol e;(¢). Les
concentrations plasmatiques en FSH et en estradiol sont respectivement x(t) et y(¢). Il formule
alors son modéle de la maniére suivante :

= oy () (L)

dt dt \V,

dgi . '

% - V(g,gz,l') (12)
ei = s(g) (1.3)
dy _ Ye (ky

@ - (@) Y

ou (1.1) signifie que la concentration plasmatique en FSH est fonction de la concentration plas-
matique en estradiol. Le second terme de I’équation est un terme d’élimination. (1.2) signifie que
I’évolution de la taille d’un follicule g; est une fonction croissante de la concentration plasmatique
en FSH, z, de la taille du follicule, g;, et d'un terme £ qui est la variable aléatoire permettant
d’individualiser les réponses des follicules & FSH. Dans (1.3) la sécrétion d’un follicule en es-
tradiol est une fonction croissante de la taille du follicule, et (1.4) signifie que la concentration
plasmatique en estradiol est la somme des contributions de chaque follicule. Le second terme de
I’équation est un terme d’élimination.

Les parameétres des fonctions utilisées sont choisis de maniére & autoriser une interprétation phy-
siologique.

La simulation numérique d'un tel modéle permet d’exhiber des situations d’ovulation semblables
a celles observées chez la femme.

Les trajectoires folliculaires se croisent, le follicule ovulatoire n’est donc pas a priori prédestiné.

L’utilisation d’une variable aléatoire pour justifier I'individualisation des réponses folliculaires
aux signaux hormonaux est discutable, ainsi que le dit J-C. Thalabard : "s’agit-il du reflet de
notre ignorance ou bien est-ce une propriété intrinséque du systéme" 7 De plus, malgré la volonté
de donner une interprétation aux fonctions utilisées, leur signification physiologique n’est pas
abordée.

Parmi ces différents modéles macroscopiques qui décrivent la développement folliculaire ter-
minal, on retrouve des points de modélisation essentiels en ce qui concerne I'impact de FSH sur
I’évolution de la maturité des follicules, la boucle de rétro-actions entre I'estradiol et la sécrétion
de FSH, et I'interaction entre les follicules qui se fait & travers la contribution de chacun a la
concentration plasmatique en estradiol.

Les résultats de ces modeéles montrent des situations physiologiques connues telles que 1'ovu-
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lation d’un ou plusieurs follicules ou bien des cas d’anovulation, mais ils ne permettent pas
d’obtenir toutes les situations physiologiques attendues ou de donner une interprétation biolo-
gique aux fonctions utilisées. Ils permettent donc de reproduire des situations physiologiques,

mais n’aident pas a les comprendre.

1.2.2 Modéles microscopiques

Ces modéles s’intéressent aux mécanismes sous-jacents au développement folliculaire, aux
échelles cellulaire et moléculaire, en considérant séparément les trajectoires ovulatoires et atré-
tiques. Ils caractérisent les changements qui s’opérent au niveau des cellules cibles des gonado-
tropines, la granulosa. La transition entre les différents états cellulaires de la granulosa passe par

la compréhension au niveau moléculaire des actions des gonadotropines.

F. Clément s’intéresse aux cellules cibles de la FSH, les cellules de granulosa [9]. Elle rend compte
de 1’état des cellules : prolifératif, différencié ou apoptotique, ainsi que des taux de transition
entre ces états cellulaires. Elle propose un modéle mathématique du développement folliculaire
terminal, basé sur I’évolution des cellules de granulosa, vers un état différencié ou apoptotique.

En faisant les hypothéses que les cellules prolifératives quittent le cycle cellulaire de maniére
irréversible, et que seules les cellules hors du cycle cellulaire subissent 'apoptose, elle décrit

I’évolution du nombre de cellules de granulosa dans chacun des états cellulaires :

% = [ =8N, (t)
% = 6(t)Np(t) — a(t)Ny(t)
T = N0~ [ wlralt - r)Nute - r)ar

ot IV, est le nombre de cellules prolifératives, Ng le nombre de cellules différenciées, N, le nombre
de cellules apoptotiques. p représente le taux de division cellulaire, et 6(¢) et a(t) sont respective-
ment les taux de transition vers un état différencié ou apoptotique. w est la densité de probabilité
du retard avant la disparition totale de la cellule, qui a lieu au maximum au temps s. Les états
et leurs transitions sont représentés sur la Figure 1.10.

F. Clément étudie I’évolution du nombre de cellules dans un follicule ovulatoire, en négligeant
les pertes apoptotiques. Les valeurs des paramétres sont estimées statistiquement afin que les
sorties du modele correspondent aux sorties expérimentales (voir Figure 1.11).

L’évolution de la fraction de croissance (proportion de cellules prolifératives par rapport au
nombre total de cellules) met en évidence I'importance des taux de transition : plus la transition
d’un état prolifératif & un état différencié se fait rapidement, moins le nombre final de cellules

24



CHAPITRE 1. CONTEXTES PHYSIOLOGIQUE ET BIOMATHEMATIQUE
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Fi1G. 1.10 — Modéle de Clément : différents états cellulaires et taux de transition pour les cellules
de granulosa.

cell number (million)

F1G. 1.11 — Evolution du nombre de cellules de granulosa dans un follicule ovulatoire : les points
représentent les données expérimentales, la courbe en traits pleins est une sortie du modéle;
les nombres de cellules prolifératives (pointillés) et de cellules différenciées (tirets) ainsi que la
fraction de croissance (GF) sont représenteés.

de granulosa est élevé. Ceci permet d’expliquer la différence de taille des follicules ovulatoires
chez la brebis, dans les races mono-ovulantes, dont les follicules sont plus gros que dans les races

poly-ovulantes.

Un tel modéle permet la description du développement folliculaire terminal au niveau des cel-
lules de granulosa, aussi bien pour les follicules ovulatoires que pour les follicules atrétiques. Les
follicules ovulatoires sont caractérisés par un transfert des cellules en prolifération vers un état
différencié, alors que les cellules des follicules atrétiques deviennent apoptotiques. F. Clément
introduit la notion de capital prolifératif d’un follicule avec 'idée que le controle de ce capital
détermine le destin du follicule. Elle souligne 'importance des taux de transition entre les états
cellulaires qui contrélent la différenciation ou 'apoptose des cellules et donc le destin des folli-
cules.

Elle résout également le probléeme de controle correspondant a 'optimisation des taux de tran-
sition pour exploiter au mieux les ressources des follicules : elle définit une cible & atteindre sur
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le nombre de cellules différenciées dans un follicule, ce qui correspond & 1’ovulation du follicule,
et optimise les taux de transition afin d’atteindre cette cible en un temps minimal.

Pour mieux comprendre ces transitions, elle étudie ensuite la transduction du signal de FSH
qui méne a la production d’AMPc [8]. En effet, 'accumulation d’AMPc¢ au dela d’un seuil semble
étre un point clef dans la différenciation des cellules de granulosa.

Elle modélise la cascade de réactions biochimiques dans les cellules de granulosa & partir de FSH
jusqu’a ’AMPc. Comme le modéle rend compte de efficacité de cette cascade sur une échelle de
temps plus longue que les échelles biochimiques, une hypothése d’état quasi-stationnaire permet
d’obtenir la dynamique de la concentration en AMPc suivante :

LAZP d _ ﬁ{aRT/ [M +]Zg?+k’“> + ;g;{ - kpr[AMPc]}[AMPc] (1.5)
on
_ o[AM Pc])Y
P = 5+ [AMPdp

Les parameétres utilisés pour définir la dynamique de la concentration en AMPc sont regroupés
dans la Table 1.1.

Parameétre Définition

ky taux de liaison de FSH a ses récepteurs
k_ taux de dissociation de FSH de ses récepteurs
k; taux d’internalisation des récepteurs
ky taux de recyclage des récepteurs a FSH
Epae taux d’hydrolyse de ’AMPc
15} constante de temps
o paramétre d’amplification
Ry nombre total de récepteurs a FSH

taux de syntheése d’AMPc

taux de désensibilisation des récepteurs a FSH
paramétre de saturation de p

parameétre de demi-saturation de p

=2 o 92 ™ €

pente de croissance de p

TAB. 1.1 Paramétres biochimiques

Ce modeéle permet de décrire de maniére fine, la dynamique de la concentration en AMPc a partir
de la transduction du signal de FSH dans une cellule de granulosa moyenne. F. Clément montre
que dans une hypothese d’état stationnaire (éq. (1.5)), 'AMPc est une fonction monotone satu-
rée de FSH pour un signal en FSH constant. La variation des valeurs des parameétres du modéle
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correspondent & des situations physiologiques ou pathologiques dans l'intégration du signal de
FSH par les cellules de granulosa.

Cette description microscopique du développement folliculaire terminal, d'un point de vue cel-
lulaire mais aussi moléculaire, permet de comprendre les transformations essentielles qui ont
lieu dans les cellules de granulosa d'un follicule, et qui le ménent & 'ovulation ou a l’atrésie.
Cependant, le lien direct entre la dynamique de ’AMPc et les taux de transition des différents
états cellulaires n’est pas établi. De plus, le processus de sélection des follicules ovulatoires est
un phénoméne qui ne peut s’expliquer sans tenir compte des interactions entre tous les follicules,
et de telles interactions ne sont pas prises en compte dans ces modéles.

Ces études mécanistes du développement folliculaire permettent de caractériser la sensibilité
des cellules de granulosa au controle de la FSH. Cependant, ces équations aux dérivées ordi-
naires permettent uniquement une description de la position cycle/hors cycle. Une structuration
de la population, sous forme d’équations aux dérivées partielles est nécessaire pour décrire plus
précisément la dynamique des cellules de granulosa, afin de coupler la sensibilité des cellules a la
FSH, et leur position cycle/hors-cycle. Cette description n’est pas possible a 1'aide uniquement
d’équations aux dérivées ordinaires, a cause des effets paradoxaux de FSH, qui favorise & la fois la
prolifération des cellules des follicules peu matures et la différenciation des cellules des follicules
plus matures. Grace & la structuration en 2D de la population cellulaire, nous pourrons tenir
compte de ces effets paradoxaux et décrire I’évolution d’une cellule en fonction de sa position
cycle/hors-cycle et de sa sensibilité a FSH.

1.3 Modéles de dynamiques cellulaires

Nous nous intéressons a la dynamique de la population des cellules de granulosa des fol-
licules. Ces cellules sont effet les cibles du signal de FSH, qui contréle la croissance folliculaire
terminale. Il existe de nombreux modéles cellulaires structurés dans la littérature, qui couplent
dynamique cellulaire et progression des marqueurs de maturité. Nous nous inspirerons de ces
modeles pour I'étude des cellules de granulosa.

Les cellules de granulosa sont uniques pour la diversité de leurs états cellulaires en tant que
cellules adultes, et pour I’accroissement extrémement rapide et étroitement contrélé de leur ef-
fectif (qui peut varier rapidement, en une semaine chez la brebis, de deux cents mille & plus de
six millions de cellules). Les modeles de la littérature étudiant des populations cellulaires qui
présentent des similitudes avec les cellules de granulosa (plusieurs phases cellulaires, notion de
maturité d'une cellule) sont présentés dans cette section. Nous exposons les modeéles ainsi que
leur analyse et simulations numériques.
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1.3.1 Représentations maturité-temps

S. Rubinow a été le premier & introduire l'idée de maturité et en particulier la notion de
vitesse de maturation pour décrire des populations de cellules [57], permettant une description
plus fine de phénomeénes biologiques que ne permet pas la représentation age-temps, introduite
par Scherbaum et al. [59] (ou la vitesse de vieillissement est toujours égale a 1).

Il décrit I’évolution d’une population de cellules de la maniére suivante :
soit ¢ le temps, u la maturité, et n(u,t) la fonction de densité cellulaire. Alors :

n(p+ Ap,t + At) [A,u + g—:AuAt} =n(u,t)(1 — AAH)Ap (1.6)

Cette équation signifie que le nombre de cellules de maturité pu + Ap au temps ¢t + At est
égal au nombre de cellules qui ont maturé a partir d’'une précédente maturité p au temps ¢,
moins le nombre de pertes A, supposées proportionnelles & n et a At. L’expression entre crochets
exprime la dilatation de I’élément de maturation Ay pendant At. Le terme v = ‘2—‘; est le taux
de changement de maturité pour les cellules de maturité g au temps ¢.

En divisant (1.6) par AtAp et prenant la limite quand At et Ay tendent vers zéro, on obtient

E%-E(vn) = —\n

ot v = o(ut,f)

( contient tous les parameétres de I'environnement qui peuvent affecter la vitesse.

S. Rubinow introduit de cette maniére la notion de maturité pour étudier une population de
cellules, et la notion de vitesse de maturation qui permet de faire intervenir ’environnement des
cellules dans leur évolution. Il utilise d’abord la maturité pour caractériser la mitose (par exemple
la maturité est la quantité d’ADN, et la cellule subit la mitose quand 'ADN est répliqué), mais
la variable de maturité est ensuite utilisée pour des concepts plus généraux.

1.3.2 Modélisation de I’hématopoiése
1.3.2.1 Modéle de Mahaffy

L’étude des cellules sanguines présente des ressemblances avec celle des cellules de granu-
losa, en ce qui concerne les différentes phases cellulaires, et la notion de rétro-controle [34].
J. Mahaffy travaille sur 'erythropoiése. Les erythrocytes sont des cellules sanguines qui ne
peuvent se répliquer. J. Mahaffy les étudie en distinguant les cellules précurseurs qui proli-
ferent, puis qui entrent dans une phase de maturation et deviennent des erythrocytes. L’Epo
(erythropoietine) est une hormone qui agit sur la vitesse de prolifération des cellules précurseurs.
Sa sécrétion est a son tour régulée par un rétro-contole négatif exercé par la population totale
de cellules en phase de maturation.

28
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J. Mahaffy modélise ces deux phases cellulaires ainsi que le contréle di & I'Epo de la maniére
suivante :

soit p(t, p) la population de cellules précurseurs, au temps ¢ avec un age pu, et soit m(t,v) la po-
pulation de cellules matures, au temps ¢ et avec un age v. La vitesse de vieillissement des cellules
précurseurs est controlée par I'hormone Epo, E(t). Soit V(E) cette vitesse, alors les équations
aux dérivées partielles décrivant les évolutions de p et de m sont :

% + V(E@_i =V(B)[B(u, E) — alu, E) — H(u)lp
om om
5 T g, - wm

ou [(u, E) est le taux de naissance des cellules précurseurs prolifératives, a(u, E') représente le
taux de mort due a l'apoptose, et H(u) est le taux de disparition des cellules précurseurs qui

entrent en phase de maturation, avec :

— 71 22
Iy —70) et / h(p —m)dp =1
s 0

H(N):m

La fonction v(v) représente le taux de mort des cellules matures.
Remarque : p est appelé “dge” par J. Mahaffy, mais son interprétation correspond a ce que

nous désignons par maturité.

Les conditions aux frontiéres sont données par :

V(E)p(t,0) = So(E)
222
m(t,0) = V(E) 0 h(pw —R)p(t, p)dp

(L —wr®)m(t,vrt)) = @Q

ou Sp(F) représente le nombre instantané de cellules qui deviennent précurseurs, pup est I’age
maximum que peut atteindre une cellule précurseur avant de devenir mature, et () est un taux
constant de disparition des cellules matures.

En définissant M(t) comme la population totale de cellules matures, M(t) = [;" m(t,v)dv,
alors la dynamique de E est :

dE

ou la fonction f est une fonction de Hill décroissante qui traduit le rétro-contréle négatif de M
sur la sécrétion de E et k un terme d’élimination.

J. Mahaffy réalise une analyse mathématique du modéle qu’il obtient. Des simplifications sont
faites, en particulier V(FE) = 1, hypothése qui ne correspond pas & la réalité physiologique.
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Les autres fonctions sont également définies comme des fonctions constantes par morceaux. En
supposant la dynamique de E(t) connue, il peut alors utiliser la méthode des caractéristiques
pour intégrer son systéme d’équations aux dérivées partielles et il obtient un systéme d’équations
aux dérivées ordinaires a retards. Il peut alors effectuer une analyse de stabilité en utilisant des

techniques standards appliquées aux équations différentielles a retard.

1.3.2.2 Modéle de Mackey

M. Mackey évoque la nécessité d’un modele structuré en dge et en maturité pour décrire
le développement cellulaire hématologique [32]. Son modeéle est cependant assez général pour
décrire tous types de cellules répartis en age et en maturité, et dont le développement cellulaire
passe par une phase de prolifération et une phase de repos.

Les cellules en phase de prolifération sont décrites par leur densité cellulaire p(m,a,t), ou m

est la maturité, avec la vitesse de maturation 22 = V(m); a est I'age, avec la vitesse de vieillis-

dt
sement fl—‘tl =1; et t est le temps. En supposant que ces cellules subissent un taux de pertes 7, la

loi de conservation qui décrit leur évolution est :

op Op  OV(m)p
ot da om _®

Les cellules en phase de repos sont décrites par leur densité cellulaire n(m,a,t). On définit le
moment suivant de n : N(m,t) fo n(m,a,t)da. Les vitesses en maturité et en age sont les
mémes que dans la phase de prolifération; les pertes subies sont §, et le taux d’entrée en phase
de prolifération est une fonction de N(m,t) : B(N). La loi de conservation pour les cellules en
phase de repos est : S
on On O[V(m)n
E‘F%‘l-iam ——((5+5(N))n
Pour les conditions aux frontiéres, M. Mackey suppose qu’une cellule-mére proliférative de ma-
turité m et d’age 7 donne naissance a deux cellules-filles qui entrent en phase de repos avec une
maturité am (o < 1) et un age 0. Les cellules entrant en phase de prolifération sont celles qui
sortent de la phase de maturation. Les conditions sont :

-1

n(m,0,t) = 2a 'platm,T,t)

p(m,0,1) = / BN (m, £))n(m, a. t)da = B(N (m, 1)) N (m, 1)

M. Mackey réalise ensuite une analyse mathématique de ce modéle, en intégrant ces équations
par rapport a I’dge & I'aide de la méthode des caractéristiques. Il obtient alors une équation de

transport du type :

ou ou

S @) 5 = it ) (17)
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ou ur(z,t) = u(h(x),t — 7). Il s'agit d'une équation aux dérivées partielles avec un retard

Le=rT g présente

temporel, 7 qui représente la durée du cycle cellulaire. La fonction h(z) = o~
une “non-localité” dans la variable x (di au retard dans I'exponentielle) qui peut étre considérée
comme un retard.

M. Mackey associe a cette équation une équation différentielle & retard :

Apreés avoir formulé des hypothéses sur les fonctions f, g, et h, M. Mackey étudie des résultats
de stabilité sur ce type d’équations : il montre que pour prouver la stabilité asymptotique globale
de la solution de (1.7), il suffit de prouver la stabilité globale de I'équation différentielle associée
(1.8), et la stabilité locale de I'équation (1.7).

M. Adimy et al. [1] introduisent un retard variable dans les équations de Mackey, partant du
principe que les cellules ne se divisent pas toutes au méme age, et donc que la durée du cycle
cellulaire 7 n’est pas fixe mais varie dans un intervalle [7,7]. Ils obtiennent alors un systéme
d’équations aux dérivées partielles du premier ordre & retard distribué. La stabilité globale du
systéme est montrée sous les hypothéses que 7 > 7y (o1t 79 est une durée de cycle minimum) et
que lim;_, 4o N(t,0) = 0.

R. Crabb [33], résout numériquement les équations de M. Mackey en utilisant la méthode des
éléments finis de Galerkin. Elle teste d’abord cette méthode, en comparant ses résultats a ceux
connus analytiquement dans le cas ou le retard 7 égale zéro, et & une résolution numérique basée
sur la méthode des caractéristiques. Les résultats étant satisfaisants, elle étudie alors les effets
de perturbations sur la solution des équations. Des différences de comportement de la solution

sont mises en évidence, du type oscillations, bifurcations de Hopf, ou chaos du systéme.

On retrouve dans ces modeéles des caractéristiques applicables aux cellules de granulosa : la
répartition de la densité cellulaire en fonction de I’age et de la maturité des cellules, la présence
de plusieurs phases cellulaires, I'introduction de I’environnement dans la vitesse de maturation,
le rétro-controle exercé par la population totale sur I’évolution des cellules. Cependant, des par-
ticularités des cellules de granulosa font que ces modéles ne sont pas directement réutilisables,
en particulier pour la vitesse de vieillissement qui est toujours égale & 1, ce qui permet d’intégrer
facilement les équations avec la méthode des caractéristiques, tandis que cette vitesse dépend de
I’environnement dans le cas des cellules de granulosa. De plus, lorsqu’une notion de controle est
introduite, c¢’est pour justifier le modeéle, mais elle n’est pas exploitée d'un point de vue de la
théorie du controle.
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1.4 Objectifs et choix du modéle

1.4.1 Objectifs de la modélisation
1.4.1.1 Modéle multi-échelles

Dans les modéles macroscopiques, la sélection provient des interactions entre les trajec-
toires folliculaires, qui résultent en l’ovulation de certains follicules, et en 1’atrésie des autres.
Quant aux modeéles microscopiques, ils décrivent de maniére mécaniste la croissance d’un folli-

cule en phase terminale.

Nous souhaitons effectuer une fusion entre ces deux approches, afin de décrire de maniére précise
les changements qui ont lieu au sein d’un follicule, et qui permettent de déterminer sa trajectoire,
ovulatoire ou atrétique, en interaction avec les autres follicules de la cohorte. Une modélisation
multi-échelles est nécessaire pour de tels objectifs : elle permet de tenir compte des phénomeénes
importants qui ont lieu & chacune des échelles intéressantes pour le développement folliculaire.
Ainsi nous pourrons représenter 1’échelle moléculaire par la transduction du signal de FSH me-
nant a la production de ’'AMPc. Nous pourrons décrire 1’échelle cellulaire et 'engagement des
cellules de granulosa vers un état différencié, ou apoptotique en utilisant une structuration en lois
de conservation comme pour les exemples vus ci-dessus. L’échelle folliculaire est celle qui nous
intéresse particuliérement, et qui nous permettra de déterminer le sort d’un follicule, mais aussi
sa contribution au rétro-controle ovarien par sa sécrétion en estradiol. Enfin, I’échelle ovarienne
est celle qui détermine le rétro-controle exercé sur la sécrétion de FSH. Les interactions entre
échelles sont représentées sur la Figure 1.12.

Chacune de ces échelles est essentielle pour décrire le développement folliculaire terminal, et une
modélisation multi-échelles permet de les prendre toutes en compte.

1.4.1.2 Théorie du controle

La sélection des follicules ovulatoires est un processus contrdlé, en particulier par la FSH.
Nous pouvons utiliser les outils de la théorie du controle pour établir et analyser les effets de ce
controle sur notre systéme.

La démarche que nous poursuivons comporte trois étapes. Dans la premiére, que ’on peut qua-
lifier de modélisation sous ’angle de la commande, une attention particuliére est accordée a la
structuration du systéme : il s’agit de délimiter le systéme physiologique considéré, a savoir le
follicule ovarien, et d’identifier des points d’entrée des variables de controle agissant sur son état.
La deuxiéme étape consiste & inférer le comportement du controleur endogéne s’exercant au cours
de différentes situations physiologiques ou pathologiques (mono-ovulation, poly-ovulation, ...).
La troisiéme étape consiste & déterminer les propriétés du controle exogeéne a appliquer pour pas-
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Fia. 1.12  Processus multi-échelles contrélé par FSH. Les fleches verticales représentent les
follicules. Les points de suspension correspondent au reste de la population folliculaire. FSH agit
a I’échelle moléculaire a travers une principale voie de signalisation spécifique au sein des cellules
de granulosa. L’intégration du signal de FSH a I’échelle cellulaire détermine I’état des cellules,
et a I’échelle folliculaire, le destin des follicules. La somme des contributions de tous les follicules
(fleches obliques) définit le rétro-controle ovarien sur la sécrétion de FSH.

ser d’une situation physiologique initiale & une autre aux propriétés prescrites (fixer le nombre
d’ovulations et/ou la chronologie de 'ovulation) ou pour corriger une situation pathologique.

La Figure 1.13 représente le systéme tel que nous I’étudions du point de vue de la théorie du
controle.

OVAIRE

follicule
L]

Uy, : controle exogéne

U : controle endogen

.
.
feme
N n o follicule|

F1a. 1.13 — Actions des controles sur le systéme : le controle endogéne agit sur les follicules de
l'ovaire et est sujet au rétro-controle de l'ovaire. Un controéle exogéne peut modifier le processus
de sélection.
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1.4.1.3 Signification physiologique des termes du modeéle

Au-deld des résultats attendus, sélection des follicules ovulatoires au sein d’une cohorte
et atrésie des autres, le modeéle doit également permettre une interprétation physiologique des
termes utilisés.

Tout d’abord, il est nécessaire de pouvoir justifier chacun des termes, les influences et interactions
qu’ils exercent les uns sur les autres, afin d’asseoir le modéle sur des bases physiologiques solides
et de pouvoir interagir avec les connaissances et les expérimentations.

Ensuite, les sorties du modéle correspondent a des variables parfois observables, ayant une réalité
physiologique. Cela permet de s’assurer que les mécanismes inhérents au processus de sélection,
tels que la chute de FSH, I’évolution du nombre de cellules de granulosa, évoluent de maniére
physiologique.

Enfin, il est possible de faire varier les termes du modéle et d’en déterminer les conséquences phy-
siologiques. Cela permet de représenter des situations pathologiques, et/ou d’expliquer les causes
possibles de telles situations. Cela permet également de tester des hypothéses de fonctionnement
du systéme ce qui est indispensable pour mieux le comprendre.

1.4.2 Eléments de modélisation

1.4.2.1 Dynamique des cellules de granulosa

Nous avons choisi de décrire le développement folliculaire & travers I’évolution de la struc-
turation de la population des cellules de granulosa des follicules. Nous avons vu ’existence, dans
la littérature, de modéles de développement de cellules, représentés par des lois de conservation,
qui permettent de décrire précisément 1’évolution de densités cellulaires. Cette étude a 1’échelle
cellulaire présente des qualités utiles pour 1'étude des cellules de granulosa :

— Description de 1’évolution d’une densité cellulaire en fonction de plusieurs variables.
Dans le cas des cellules de granulosa, nous pouvons écrire leur évolution en fonction des
variables d’age et de maturité.

Introduction de plusieurs phases cellulaires, ce qui permet de décrire avec précision le
parcours du cycle cellulaire ou la sortie de cycle des cellules différenciées.
Introduction de l'influence de environnement extérieur aux cellules dans leur dyna-

mique d’évolution.

Ce choix de modélisation permet également de tenir compte des événements se déroulant aux
autres échelles : 1’échelle moléculaire, qui influence 1’état cellulaire, est représentée dans les termes
des vitesses de la loi de conservation. Les données représentant I’échelle folliculaire sont obtenues
en étudiant les moments de la densité cellulaire. Quant aux informations & 1’échelle ovarienne,

elles sont obtenues en sommant la contribution de tous les follicules.

Comme dans les modéles macroscopiques de développement folliculaire, les interactions entre
les follicules ont lieu via le rétro-controle ovarien exercé par l'estradiol sur la sécrétion de FSH.
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1.4.2.2 La commande

La folliculogenése terminale est controlée par les gonadotropines. Ces hormones sont sécré-
tées par ’axe hypophyse-hypothalamus, qui lui-méme participe & un jeu de rétro-controle avec
les ovaires. Les mécanismes exacts de la régulation de la sécrétion des gonadotropines restent a
élucider. Nous allons considérer cet axe hypophyse-hypothalamus comme une “boite noire” qui
sécréte les gonadotropines, et qui est soumise a un rétro-contréle négatif des ovaires. La gona-
dotropine déterminante pour la sélection des follicules ovulatoires étant la FSH, nous utiliserons
cette hormone comme entrée de commande au systéme.

Les points d’entrée de la commande se situent dans les termes de vitesses et sources de la loi de

conservation.

1.5 Conclusion

Dans la premiére partie de ce chapitre, nous avons étudié les processus physiologiques qui
meénent, chez les mammiféres, & la sélection des follicules ovulatoires au cours de chaque cycle,
estrien ou menstruel. Pour comprendre les changements que subissent les follicules au cours de
leur évolution, nous avons identifié les hormones agissant sur leur croissance. Nous avons décrit
en détail les actions de ces hormones, aux niveaux cellulaire et moléculaire. Nous avons souligné
plusieurs mécanismes-clefs au cours du développement, qui sont : la production de PAMPc in-
duite par la FSH, 'engagement des cellules de granulosa dans un état différencié ou apoptotique,
la sélection ou l'atrésie d’un follicule en fonction de la répartition de ses cellules de granulosa, et
le rétro-controle négatif exercé par la sécrétion en estradiol et inhibine des follicules de 'ovaire
sur la sécrétion en FSH.

Nous avons ensuite étudié les différentes approches modélisant la sélection des follicules ovu-
latoires, ainsi que les modéles décrivant les évolutions de populations de cellules. Nous avons
défini des objectifs a notre modeéle : il doit étre multi-échelles et reproduire les événements im-
portants se produisant a chaque échelle, il doit rendre compte des propriétés du controle que
nous avons identifiées, et il doit permettre une interprétation physiologique de ses termes.
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Chapitre 2

Modélisation multi-échelles et
simulations du processus de sélection
des follicules ovulatoires

Dans ce chapitre, nous exposons la modélisation du processus de sélection des follicules
ovulatoires. Les résultats obtenus ont fait 'objet de larticle [14]. Nous décrivons d’abord la
construction des lois de conservation qui représentent 1’évolution de la densité des cellules de
granulosa d'un follicule. Chaque terme utilisé est justifié de maniére physiologique. Nous pour-
suivons en détaillant la méthode numérique de résolution de telles équations, la méthode des
volumes finis, et aboutissons au schéma numeérique & implémenter pour intégrer les équations du
modeéle. La partie simulation numérique montre des résultats de processus de sélection, et met en
évidence des situations physiologiques et pathologiques que permet d’exhiber le modéle. Enfin,
nous discutons de la formulation du modéle, en revenant plus en détails sur I'interprétation des

termes utilisés et sur les sorties du modéle.

2.1 Conception du modéle

2.1.1 Dynamique des cellules de granulosa
2.1.1.1 Phases cellulaires

La population de cellules de granulosa est constituée de cellules prolifératives (qui par-
courent le cycle cellulaire), de cellules différenciées (qui ont quitté le cycle cellulaire), et de
cellules apoptotiques (qui ont engagé un programme de mort cellulaire). Nous caractérisons les
cellules en fonction de leur position a lintérieur ou a lextérieur du cycle cellulaire, et de leur

sensibilité & la FSH. Ceci nous conduit a distinguer trois phases cellulaires au sein de la popula-
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tion des cellules de granulosa.

— La phase G1 est constituée des cellules dans le cycle cellulaire qui ne se sont pas encore
engagées a subir la mitose; elles peuvent répondre au signal de FSH soit en sortant du
cycle cellulaire pour devenir différenciées, soit en modifiant leur délai d’entrée en SM,
soit en entrant en apoptose.

La phase SM est une agrégation des phases S, G2 et M du cycle cellulaire. Elle correspond
aux cellules qui se sont engagées & parcourir entiérement le cycle cellulaire, quel que soit
le signal de FSH, étant donné qu’elles ont passé le point de restriction G1/S [23].

— La phase D correspond aux cellules différenciées qui ont quitté le cycle cellulaire d’une
maniére irréversible. Ces cellules peuvent subir I’apoptose dans le cas d’un signal défa-
vorable de FSH. La phase D est comparable & la phase G| sans les cellules quiescentes.

Le diagramme des flux résultants est présenté sur la Figure 2.1.

Apoptosi
D /
sensitive to
FSH
Gl SM
P insensitive to
sen'fg:/e to oot
I X2 1
Cell cycle

Fia. 2.1 Diagramme des flux cellulaires. Le cycle cellulaire correspond au parcours cyclique
des phases G1 et SM. Quand une cellule-mére entre dans la phase G1 a partir de la phase SM,
elle donne naissance & deux cellules-filles. La différenciation des cellules correspond au flux a la
sortie de G1 pour entrer en D. L’entrée de cellules en apoptose peut survenir dans les phases G1
et D.

Le cycle cellulaire correspond au parcours cyclique des phases G1 et SM. Quand une cellule-
meére entre dans la phase G1 a partir de la phase SM, elle donne naissance a deux cellules-filles.
La différenciation des cellules correspond au flux de sortie de G1 pour entrer en D de maniére
irréversible, en accord avec l'antagonisme entre prolifération et différenciation observé pendant
le développement terminal [45]. L’entrée de cellules en apoptose peut survenir dans les phases
G1 et D; cette hypothése découle des études de flux cytométriques sur des cellules des granulosa,

montrant que I'apparition de cellules apoptotiques a lieu essentiellement aux détriment de cellules

en Go/G1 [3].
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2.1.1.2 Lois de conservation

Pour un follicule f, et une phase cellulaire 7, on introduit la fonction de densité qﬁ{(a,fy, t).
a représente 'age d'une cellule, c’est-a-dire sa position au sein du cycle cellulaire, ou bien, si la
cellule est différenciée, la somme de 1'dge atteint au moment de la sortie du cycle et le temps
écoulé depuis. v est un marqueur de la maturité d'une cellule, représentant sa capacité de ré-
ponse & FSH [54]. Comme la voie principale de transduction du signal de FSH est 'activation
de l’adénylyl cyclase qui conduit a la synthése d’AMPc¢ (adénosine monophosphate cyclique), les
niveaux d’adénylyl cyclase semblent étre un bon témoin de la maturité [37]. De plus, comme
la synthése de 'AMPc arrive relativement en amont de la cascade de signalisation de FSH, elle
peut étre reliée a 'expression induite par FSH des génes de 'aromatase (enzyme qui transforme
les androgenes en estradiol), de I'inhibine « et des récepteurs & LH [12]. v peut donc caractériser
la maturité d’une cellule, sa capacité a sécréter de I'estradiol et de I'inhibine, et son acquisition
de récepteurs a LH.

La forme générique de la loi de conservation [57| pour gzbzf est la suivante :

06] | gp(up)o] | gy up)o] _

ot da oy Gi— Li

avec les conditions initiales pour chaque follicule et phase :

¢! (a,7,0) = I{ (a,7)

Les fonctions gy et hy, et les termes G; et L; sont respectivement les vitesses de vieillissement et
de maturation, et les termes de gain et de pertes. L’argument uy est un terme de controle local
détaillé ci-dessous (voir paragraphe 2.1.2.2).

Soit ¢f = >, qblf, alors ¢rdady est le nombre de cellules de granulosa dont 1'age et la maturité
sont respectivement dans les intervalles [a, a + da] et [y, + dv]. Le moment d’ordre zéro de ¢y

correspond au nombre de cellules de granulosa , My, dans un follicule f :

Moy (é7)(t) = / / 67 (a,7.1) dady
Yo ao
On définit :
Ymax Amax
My(67)(t) = / y / o7 (a,7.t) dady

Y0 0

comme la maturité folliculaire qui correspond a la synthése d’AMPc induite par FSH dans I’en-
semble des cellules de granulosa, et :

'V'ma:v AOmax
ME(65)(t) = / H(y) / 67 (a,7,1) dady
Yo ao

comme la maturité qui représente la capacité d’un follicule & sécréter de 'estradiol et de I'inhi-
bine. Des niveaux élevés d’AMPc sont corrélés a des niveaux élevés d’aromatase [22], tandis que
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la sécrétion de 'inhibine est prédominante au début du développement folliculaire terminal [36],
donc H () peut étre choisie comme une fonction croissante de .

La maturité ovarienne correspond a la sécrétion totale d’estradiol et d’inhibine d’une population
de n follicules :

M =Y " MF(¢p)(t) pour f=1,...,n
f

2.1.2 Termes de controle
2.1.2.1 Controle global

Dans le modele, le terme de controle global correspond au niveau plasmatique de FSH,
noté U[M]. Sa dynamique peut étre décrite de maniére classique :

dU[M]
dt

= S[M] — kU[M] + Up(t) (2.1)

S [M] est le taux de sécrétion de FSH par I'hypophyse. C’est une fonction sigmoide décroissante,
et sa dépendance en M rend compte, d'une maniére compacte, du rétro-controle ovarien exercé
via l'estradiol et I'inhibine [35].

kEU[M] est le taux de disparition de la FSH plasmatique, et le taux k est la demi-vie de FSH.
Up(t) représente une entrée exogéne potentielle en FSH.

2.1.2.2 Controle local

La biodisponibilité de FSH dépend d’une modulation locale, propre a chaque follicule. La
concentration de FSH dans le liquide folliculaire est une proportion de la concentration plasma-
tique. Nous représentons la FSH biodisponible par le terme de controle local u¢[My, U] :

uy = bf[M]U[M] (2.2)

b; représente la modulation locale de FSH, selon la vascularisation du follicule. La taille du réseau
vasculaire augmentant de maniére drastique avec le développement et la maturation des follicules
[39], nous avons choisi by comme une fonction exponentielle de la maturité d’un follicule :

b2 My

b3

by =0b1 + pour by <1

sinon by = 1

La borne supérieure de by provient de la forme multiplicative de I’équation (2.2).
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2.1.2.3 Vitesses de vieillissement et de maturation

La vitesse de vieillissement détermine le temps de transit dans une phase donnée. Les
temps de transit dans les phases SM et D ne sont pas contrélées par la FSH, ce qui revient a
faire évoluer I’age comme le temps :

da
dt
Au contraire, le transit au sein de la phase G1 est plus rapide lorsque le controle local uy

1

augmente, en concordance avec 'effet positif de FSH sur la prolifération [52, 55|. La vitesse de
vieillissement est donc une fonction croissante de uy. N'ayant pas d’a priori sur sa forme, nous
avons utilisé une simple formulation linéaire :
da
- gr(us) = grus + go
La vitesse de maturation peut étre définie comme 1’évolution de la réponse d’une cellule & FSH,
en termes de synthése d’AMPc.
Dans la phase SM, les cellules sont insensibles & FSH, donc leur niveau de maturité reste constant,
a la valeur atteinte en fin de phase G1 :
dy
i

Dans les phases G1 et D, le niveau de maturité peut évoluer selon la sensibilité de la cellule & FSH.

0

L’expression de la vitesse de maturation a été inspirée d’un précédent modeéle mathématique qui
étudie les réactions biochimiques qui ménent a la synthése d’AMPc induite par FSH [8]. Nous
avons retenu ’'équation suivante, qui régit les changements des niveaux d’adénylyl cyclase en état
quasi-stationnaire (issue de l'équation (1.5)) :

dry k

k
dt L+ 32 (ks + 5r)

-7 | (2.3)

ou
[ est la constante de temps

k1 mesure le degré d’amplification du signal de FSH
vk
0+
FSH, ou k9 et § correspondent respectivement a la saturation et la demi-saturation de
la fonction de Hill

ks est le taux de recyclage des récepteurs a FSH

est une fonction de Hill, qui rend compte de la désensibilisation des récepteurs a

k4 est le taux de liaison de FSH a ses récepteurs

Dans le cas d’un controle local constant, la maturité atteint un état d’équilibre, aprés une période
transitoire régulée par la valeur du paramétre de temps de réponse 3 (voir Figure 2.2).

La Figure 2.3 illustre 'augmentation de la valeur de I’état d’équilibre en fonction du controle.

La sensibilité —’Y> décroit pour des valeurs de controle croissantes, jusqu’a ce qu'un état
uf
d’équilibre maximal, 7,,4., s0it atteint, quelle que soit la valeur du controéle.

40



CHAPITRE 2. MODELISATION MULTI-ECHELLES ET SIMULATTONS DU PROCESSUS DE SELECTION DES
FOLLICULES OVULATOIRES

0.8

0.6 ’ q

/ - - -07
0.4F , 0.35 q

02 // 4

01 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000

time (*100s)

Fic. 2.2 Evolution de la maturité cellulaire en fonction du temps pour différentes valeurs de

la constante de temps 3.

8 10 12
FSH (ng/mi)

Fia. 2.3 Niveau de maturité asymptotique en fonction du contréle. Quelle que soit la valeur

du controle, il y a un état d’équilibre maximum.

2.1.3 Taux de transition
2.1.3.1 Taux de sortie du cycle cellulaire

Le taux de sortie du cycle cellulaire dépend de la maturité cellulaire. Soit I(y) la densité de
répartition de la maturité cellulaire au moment de la sortie de cycle. Le taux de sortie du cycle
cellulaire peut s’écrire :

()
Ay) = —= D by
1— [} l(v)dv
A(7) est la probabilité conditionnelle instantanée pour une cellule de sortir du cycle & la maturité
7, sachant qu’elle est toujours dans le cycle cellulaire. La formulation de A(y) est similaire & celle
du taux de mort dans la littérature des modeéles de survie [13].
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Le support de I(7), [y1,72], correspond a la zone de maturité au sein de laquelle les cellules sont
susceptibles de quitter le cycle. Si I(7) est une fonction de Dirac centrée en v =-;, la sortie du
cycle cellulaire s’effectue des que la maturité v atteint le seuil v4. Cette hypothése est plausible,
car I'accumulation d’AMPc au-dela d’un seuil parait étre un point clef dans I'arrét du cycle
cellulaire [48], étant donné qu’elle est supposée activer les inhibiteurs de la cycline kinase [20].

2.1.3.2 Taux d’entrée en apoptose

On suppose que le taux d’entrée en apoptose, noté A, dépend a la fois du niveau de
maturité cellulaire, et de ’environnement hormonal. Sa formulation résulte d’un équilibre entre
la vulnérabilité d'une cellule & I'apoptose, et le niveau d’apport en FSH :

) |Uf — ufmaac‘—

A(’Y) ur, ufmax) = 9(7
Ufmazx

Le terme Q(v) rend compte de la vulnérabilité intrinséque de la cellule envers I'apoptose. La
fenétre de vulnérabilité correspond globalement a celle de la sortie de cycle (support de I(7)).
De cette maniére, la vulnérabilité maximum & l'apoptose correspond & la transition d'un état
prolifératif & un état différencié (en v = ~,) [64]. En dehors de cette fenétre de vulnérabilite,
la valeur de Q(v) est nulle; Q(v) a la forme d’une parabole tronquée (Figure 2.4). La borne

Q(y)

1

Fia. 2.4 Vulnérabilité a I'apoptose en fonction de la maturité

supérieure de la fenétre de vulnérabilité o, correspond au niveau de maturité & partir duquel les

cellules acquiérent des récepteurs a LH [6].
|uf_ufma:v‘7 1
fmax

réelle en FSH, uy = byU, avec les niveaux qui seraient disponibles si FSH était sécrétée au taux

Le terme rend compte du manque relatif en FSH. Il compare la biodisponibilité

maximum, U fmae = 0Unaz-
Si les niveaux de U sont supérieurs a Uz, (ce qui peut arriver lorsque de la FSH exogéne est

administrée), alors la partie négative assure que X soit nul.
‘uf_ufma:t‘—

revient & écrire
Ufmax

Il est intéressant de noter qu’apres factorisation par by, écrire

M, donc nous pouvons aussi écrire :
max
U — Upaz |-
A, U) = () e
max
'L’indice -’ représente la partie négative : |z|- = 1 (|z| — 2) = max(—z,0)
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2.1.4 Reésumé des équations du modéle

Nous pouvons a présent résumer le modeéle par les lois de conservation suivantes dans les
phases cellulaires G1, SM et D. Les variables et fonctions du modeéle sont énumérées dans la
Table 2.1.

Notation Définition

0% maturité cellulaire

a age cellulaire

¢(a,,t) densité cellulaire

gf(ug) vitesse de vieillissement

hy(y,uy) vitesse de maturation

A(7) taux de sortie du cycle cellulaire

I(7) fonction de densité de la répartition de la maturité & la sortie du cycle cellulaire
Ay, U) taux d’entrée en apoptose

Q(7) vulnérabilité intrinséque a 'apoptose
Mo¢(¢5)(t) mnombre total de cellules viables dans un follicule
My (¢f)(t)  maturité globale d’un follicule

M maturité globale dans I’ovaire

U[M] controle global (FSH plasmatique)

S[M] sécrétion de FSH

ug[My,U]  controle local (FSH biodisponible)

be[My] modulation locale de la biodisponibilité en FSH

TAB. 2.1 — Variables et fonctions du modéle

Phase G1
e 9gs(us)écr | Ohs(v,up)dcr B
ot + da + 8’)/ - A(’Y)qul A(’Y’ U)¢G1 (24)
Phase SM
dpsm dpsm
ot + o0 0 (2.5)
Phase D
dép d¢p | Ohy(v,up)pp B
ot + da + 87 - A(’}/)QSGI A(’Y? U)¢D (26)

L’équation (2.5) est une simple loi de transport, qui revient & introduire un retard dans la dy-
namique de ¢g1. Le terme de droite des équations (2.4) et (2.6) inclut un terme de perte, A, di
a l'entrée en apoptose des cellules, et un terme symétrique, A, (perte dans I'équation (2.4) et
gain dans I’équation (2.6)) da a la sortie du cycle cellulaire et I’entrée en phase de différenciation.

Ces équations sont complétées par des conditions initiales pour chaque follicule dans chaque
phase :

¢f (a,7,0) = ¢l (a,7) (2.7)
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et des conditions aux frontiéres :

dsmar,v,t) = grlup)oci(ar,v,t) (2.8)
gr(up)oci(ao,v,t) = 2dsm(az,v,t) (2.9)

La condition (2.8) est une condition de conservation de flux, entre la phase G1 et la phase SM, et
signifie que les cellules en phase G1 entrent en phase SM dés que leur age atteint ’dge maximal
dans la phase G1, a1. La condition (2.9) est une condition de doublement de flux aprés la mitose
et elle signifie que les cellules en phase SM subissent la mitose dés que leur age atteint I’age
maximal dans la phase SM, as ; elles donnent naissance a deux cellules-filles, dont 1’Age est remis
a ag, ’age minimal en phase G1.

Dans le cas ou la sortie du cycle cellulaire s’effectue & 'atteinte du seuil 4, le terme symétrique
de perte et de gain dans les phases G1 et D est réduit & une seule condition aux frontiéres :

¢D(a7787t) = ¢G1(a7787t) (210)

Les équations (2.4) a (2.6) sont valides jusqu’a ce que I'ovulation soit déclenchée. Celle-ci a lieu
lorsque les conditions pour que la décharge de LH survienne [16], ce qui est traduit par I'atteinte
d’'un seuil, My, par la maturité ovarienne M (t) :

M(t) = M, (2.11)

Les follicules sont alors triés et classés entre follicules ovulatoires et follicules atrétiques, selon le
nombre total de cellules telles que v > 79, ce qui donne une bonne idée du nombre de récepteurs
a LH que possedent les cellules de granulosa :

Ymax Amaz
MER(t) =/ 7/ df (a,7,t) dady

Y2 0

Pour chaque follicule f, MJ%H est comparé & un niveau de référence My, qui définit leur capacité
a ovuler en réponse a la décharge de LH [58]. Si ce seuil est dépassé :

M > My, (2.12)

le follicule est donc ovulatoire.

2.2 Meéthode des volumes finis

Afin de simuler numériquement le comportement du modéle, nous nous intéressons a la
méthode numeérique permettant d’implémenter les équations obtenues. Nous travaillons avec
des équations aux dérivées partielles hyperboliques & deux dimensions, & coefficients variables,
et avec un terme source. La méthode la mieux adaptée pour implémenter ce type d’équations
est la méthode des volumes finis. Nous expliquons ses principes sur des exemples en 1D, puis
généralisons la méthode pour des équations en 2D. Nous justifions enfin le schéma numérique que
nous utilisons pour nos équations, et son implémentation dans le logiciel académique Bearclaw.
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2.2.1 Théorie des volumes finis en 1D
2.2.1.1 Approximation de la solution

La méthode des volumes finis est basée sur la forme intégrale de la loi de conservation.

Pour une loi de conservation de la forme

q + f(q)z =0 (2.13)

On découpe le domaine en intervalles cartésiens (C;) appelés cellules, et on définit :

1 Tivl 1
n_ _~ dr = — St 2.14
Q; AL /x 1 q(z,ty)dx Az /C q(z,ty)dz (2.14)
-3

On a alors

%/ q(z, t)dz = flq(w;_1,1) = fla(w;y1,1))

tnt1 tnt1
= [ atetute = [ atmtode = [ flateg ot = [ slate g o)

1 1
~ Az /CiQ(l"ath)dﬂ? = Az /CZ q(x,tn)dx

1 tnt1 J tn41 J
~az | ety [ sty
At
ntl _ ~Hn _ = gm _ pmn
— Q= QT (F, — FL)

La méthode des volumes finis repose sur la mise & jour de la valeur moyenne de la solution dans
une cellule & chaque pas de temps, en tenant compte des flux entrants et des flux sortants [30] :

oAt

+1 _
QI =Q7 Aa;(F:F% - %) (2.15)
1 tn41
no o )

FZ,” 1 est appelé flux numeérique. C’est une approximation du flux moyen & x = x,_1. En général
-1 !

n 3 3 n n . n J— n n
F;_l est une fonction des solutions Q7" | et Q7' : FZ_% =F(QI ,,Q").

2

2.2.1.2 Données nécessaires a la convergence

Le choix du flux numérique dépend en particulier de la convergence de la méthode utilisée.
Une méthode convergente doit vérifier la notion de consistance (qui traduit une bonne approxi-
mation locale) : il faut que F(q,q) = f(q) et, pour la continuité, il faut que |F(Q;—1, Q:)— f(q)| <
Linax(|Qi — 4, [ — Qi-1)-

La méthode doit également étre stable, et pour cela, une condition nécessaire est la vérification
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de la condition de CFL (Courant, Friedrichs, Lewy) : le domaine numérique de dépendance doit
contenir le vrai domaine de dépendance de I’équation aux dérivées partielles, i.e, I'information
qui se propage ne doit pas se propager de plus d’une longueur de cellule. Pour cela on impose
des conditions sur la relation entre le pas de temps et le maillage du domaine. Par exemple, dans
le cas d’'une équation de transport du type ¢ + ug, = 0, la condition de CFL est : |Z—Axt| <1

2.2.1.3 Meéthodes d’approximation des flux

Pour trouver une approximation numérique des flux, on pourrait songer a faire la moyenne :

FIy = FQL, Q) = Q1) + F(Q))]

On aurait alors

Q= QF — S [F(QE) ~ (@)
Malheureusement, une telle méthode est généralement instable pour les équations aux dérivées
partielles hyperboliques. On recherche alors des méthodes permettant d’assurer la stabilité du
schéma numeérique.

Meéthode de Lax-Friedrichs

Il s’agit d’'une méthode centrée qui calcule la solution de la maniére suivante :

At

1
QI = 5( 1+ Qi) — m[f( 1) — f(Qi)]

Cette méthode est stable mais elle introduit trop de diffusion numérique.

— Méthode de Godunov : interprétation sous forme de propagation d’ondes
Il s’agit d’'une méthode décentrée. Pour une équation aux dérivées partielles hyperbo-
lique, on s’attend & ce que l'information se propage le long des caractéristiques, et on
utilise la structure de la solution pour guider la méthode numérique.
La méthode de Godunov permet de calculer les solutions avec une approximation du

type :
At

Qi =Qf - A—x(AJFAQi_% +ATAQ;, 1) (2.16)

ol AQZ-_% =Qr—Q" et AQH% = QY — Q7.

Le terme A+AQi_% doit étre interprété comme une entité qui représente I’ensemble des
fluctuations vers la droite a partir de la cellule C;_1, et le terme ATAQ),; | 1 celles vers
la gauche a partir de la cellule C;11 (voir Figure 2.5). On peut en général décomposer
ces fluctuations sous formes de vitesses s et d’ondes W, de maniére a écrire

ATAQ; 1 = > o(sP ) tTw?

1
=3 =3
p

ou p est le nombre d’équations du systéme.
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+ -_
ADQ iy —AAQ

i+1/2

C. C. C.
i-1 I i+1

i—1/2 i+1/2

Fi1G. 2.5 — Fluctuations
2.2.1.4 Etude de I’équation de transport conservative

Dans le cas d'une équation d’advection a coefficients variables du type,
g + (u(x)q)z =0, (2.17)

une méthode naturelle pour calculer la solution issue de la méthode des différences finies est

A
Q= QF — T (u(m)Q) — ulei QL)

Cette résolution concorde avec la méthode de Godunov, dans le cas d’'un mouvement vers la
droite (u(x) > 0 V), dans laquelle on définit les fluctuations :

A+AQi_% = u(z;)Q! — u(x;i—1)Q 4, et ATAQ; 1 = 0.

Dans le cas d'un mouvement vers la gauche, on aurait :

A‘AQH% = u(rip1)Qf — u(x;)QF, et A+AQZ._% = 0.

L’approximation précédente suppose que les vitesses u(z;) sont définies au centre des cellules.
Dans le cas oi les vitesses sont définies sur les frontiéres des cellules u(mz_%) = U1, (ici sur
le bord gauche) il existe une autre méthode d’approximation de la solution, qui sera également
celle utilisée en 2D.

On définit le flux F;_1 :
2
_ ot -
Fi_% = Ui_%Qz’—l +UZ.+%Q2‘
ot vt = max(0,u) et v~ = min(0, u).

Le but étant de vérifier la relation de conservation, c¢’est-a-dire :

Pour utiliser la méthode de Godunov en définissant des fluctuations telles que

At
n+1 __ n__ =" + —
Qz’ =Q; Ax(A AQi—% + A AQH—%)
on peut alors définir
ATAQ s = F-F_, (2.18)
ATAQ, 1 = B —Fy (2.19)

47



2.2. METHODE DES VOLUMES FINIS

Les termes F; peuvent étre définis de maniére arbitraire, car ils se simplifient lorsqu’ils sont
introduits dans (2.16). Afin de les interpréter en termes de flux, on peut les définir comme

F; = (uf

+ g, 1)Qs (2.20)

1
2

On a alors en identifiant respectivement (2.20) dans (2.18) et (2.20) dans (2.19) :

A+AQ u, 2(@ Qi 1) ( Z+2 UZ__%)QZ
A~ AQ z (Q Qz 1) ( +%_ :__%)Qz—l

2

Une telle résolution est précise au premier ordre seulement et introduit beaucoup de diffusion
numérique. Afin d’améliorer cette précision, on peut ajouter des termes de correction pour obtenir

une approximation de la forme :

At

QU =QF = L (ATAQ; 1 +ATAQ ) - (2.21)

ou F;_1 est un flux correctif.
2

L’introduction des flux correctifs F est basée sur la méthode de Lax-Wendroff qui tient compte
des termes du second ordre dans le développement en séries de Taylor de la solution :

q(z,tnr1) = qla,ty) + At gz, ty) + %(At)2qtt(m,tn) + ...
Dans le cas ou ¢+ Aq, =0

on obtient q = —Aq,
et g = —Aqer = Ao

d'ou q(z,tpy1) = q(z,t,) — AtAge(z,ty,) + %(At)QAqu(m,tn) + ...

Cela donne 'approximation de Lax-Wendroff (obtenue en approximant les dérivées spatiales a

l'aide de différences finies centrées) :

At At

1
QI = Q- gp A - ?_1>+5<A—x> AQILy — 27 + Qi) (2:22)

Cette approximation permet de définir les flux correctifs. On peut alors appliquer I'approximation
(2.22) a I’équation (2.17) en utilisant les flux déterminés en (2.20) et les flux correctifs F définis

Fo_ = gl (1= Sty Wi
Oﬂm_%:Qi_Qi—l-

Le méthode de Lax-Wendroff introduit cependant de la dispersion numeérique qui fait apparaitre

par :

=

des oscillations au niveau des discontinuités. Pour y remédier, les flux correctifs prennent compte
des “limiteurs”. L’amplitude de la correction dépend du comportement de la solution. Les limiteurs
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permettent de rendre la solution approximée continue lorsque la solution exacte 1’est, mais ne la
lissent pas au niveau des discontinuités.
On introduit les corrections suivantes :

Wiir = @0,_1)W;_ 1
ou (92-_% = VVZ-_l
2
avec I = ¢—1oul =i+ 1 suivant le signe local de la vitesse

La fonction ¢ est un limiteur qui agit sur la valeur du flux correctif. Il en existe plusieurs, parmi
lesquels la fonction minmod :

¢(#) = max(0, min(1,0))

0 permet de comparer la pente de la solution dans une cellule avec celle de la solution dans la
cellule suivante (suivant le sens du mouvement). Si les deux pentes sont en sens inverse, alors il y
a discontinuité et p(0) = 0 : le flux correctif est nul et on utilise uniquement une approximation
du premier ordre.

Finalement, dans le cas de I’équation (2.17) on obtient :

N At
L ( |uz__|) -
2 2

2.2.2 Généralisation en 2D

On résout a présent une équation de conservation scalaire de la forme :

qt + (U(.’L‘, Y, t)q)w + (U(aja Y, t)Q)y =0 (223)

Une interprétation de la méthode de Lax-Wendroff en termes de volumes finis est la méthode CTU
(corner-transport upwind), qui permet d’améliorer la méthode de Godunov en tenant compte des
flux transverses en plus des flux normaux.

A présent, nous étudions la solution sur un domaine a deux dimensions (x,y). On définit

/ / q(z,y,t,)dzdy

Un schéma numeérique permettant la résolution de (2.23) avec la méthode CTU est :

At
At .
- A (BTAQL L BTAQL )
At =, . At~ .
BV R PR Rl e C VR Sl SR
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Les termes AiAQi_; ; et BiAQiHl issus de la méthode de Godunov valent respectivement
27 ? 2
(par généralisation du schéma en 1D) :

A+AQ¢ -1 = UZF_%J(QZJ —Qi—15) + (U;r%] - UZ_ 17]-)Qi9
ATAQ, _ ii = Ui__%J(ng —Qi—1j) + (U;r_%] —u, 57]-)Qi—1,]
BTAQ; ;o1 = ”:j_%(Qw = Qij-1) + (v;ﬁ% — 0, 1)Qi
BTAQ; g5 = ”;_%7j(QZJ —Qi-1) + (v;r_%,j - Uj 57])Qi—1,1

Cette méthode donne une précision du premier ordre.

Les termes Fii+ 1 et G;E it sont des termes de correction qui tiennent compte des flux trans-
3 It 3

verses (voir Figure 2.6).

A=AQ  |vt L ATAQ

i,j+3

/
\
vm L ATAQ | v ATAQ

“)—3 Lj—3

STy

Jj+

(SIS

Fic. 2.6 Flux transverses

Ils sont calculés de la maniére suivante :
Pour un flux dans la direction z :

Giirjor = —%%U;Lj_é(ui__;d(@j = Qim1g) + (w1 — w5 )Qic1y)

éz’—l,j—l—% = —%2—;1)?_17#%(%__%7]-(62@ = Qi-15) + (u:r_%’j - U:—_%J)Qi—l,j)
Gijo1 = —%%v;j_%(uj_%,j(% = Qi)+ (ugys = U Qi)
éi,j—i—% = —%%vxﬁé(u;;j(@j = Qi)+ (ugy s ; — w1 Qi)
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Pour un flux dans la direction y :

Fiyimn = ~5act gy (0 4@ = Qi)+ () — v, Qi)
Frpsmt = ~3agth 00 (@ = Quen) + (0, — o7, i)
~i_%,j = _%i_;ui_—%,j—l( J__(QZJ Qm 1) ( J+1_ J__)QZJ)
Fryy = —5acthy (05 Q= Qum) + (o), — v, )s)

Cette méthode ne donne pas une précision du second ordre, car lorsque I’on compare la solution
obtenue avec le développement en série de Taylor, il manque en particulier les termes en ¢, et
Qyy-

L’utilisation de limiteurs permet de rendre la solution précise au second ordre : on ajoute aux
flux correctifs exprimés ci-dessus un nouveau terme de correction :

N |

~ ~ 1 At =
Fogy=hog,t ‘uz—J|<1_A—x|“i—;,j‘>wi—;,j

- 1 At =
w3 = G-yt gl <1‘ Ay Vi - ;‘> Wij -

N

< T , . «: ISR s N . . . 4 N
ou W, _ 1 représente une version “limitée” de (Q;; — Qi—1,j), c’est a dire une version lissée 1a

ou la solution est continue, mais qui conserve les discontinuités.

2.2.3 Intégration du terme source

Pour tenir compte de termes sources dans les lois de conservation, il existe des méthodes
appelées “fractional-step methods” qui divisent le probléeme en deux étapes : pour une équation
du type :

@+ f(@)e = (g, x) (2.25)

on étudie d’abord I’équation homogéne

qr + f(Q)r =0
puis I’équation différentielle
q = ¥(q,x)
On résout alors ’équation homogeéne selon (2.24) :
o= At ATAQ ATAQY
Qy = ng——( Q7 _ ,j+ Q; %,j)
- SLBraQr 4 BAQY )
Ay 2 Wty
At~ - At~ =
BV R PR Pl e P Sl AR
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et on applique & la solution obtenue les méthodes usuelles de résolution d’équations différentielles
pour intégrer le terme de source :

n+1 * *
ij+ = Qz’j - sz(Qa:L')AtQij

Cette séparation introduit une erreur numérique qui rend la solution générale du probléme pré-
cise uniquement au ler ordre.

2.2.4 Application aux équations de la granulosa

Dans les phases G1 et D, I’équation étudiée est une équation de conservation de la forme :

Doy N Ogyi(us)dyi N Ohygi(v,uyp)dyi
ot da oy

ou f désigne le follicule et ¢ la phase étudiée.

A Ubp (2.26)

Il s’agit d'une équation d’advection a coefficients variables sous sa forme conservative.
Dans la phase SM, elle est de la forme

0P rsm N brsm
ot da

0 (2.27)

Il s’agit d'un simple retard.

Les termes de controle uy et U dépendent du moment d’ordre 1 par rapport a < de la solu-
tion.

2.2.4.1 Logiciel Bearclaw

Bearclaw? est un logiciel de résolution d’équations de conservation allant jusqu’a 4 dimen-
sions en espace. Il est composé de routines générales mettant en ceuvre les schémas numériques de
résolution, et de routines particuliéres, dans lesquelles I'utilisateur spécifie les conditions propres
a son probléme.

Le module “Wavebear” implémente la solution sous forme des propagations d’ondes développées
par R.J. Leveque [30], que nous avons décrites précédemment.
Pour une équation & 2 dimensions du type :

9q  9A(x,y,t)q | 9B(x,y.t)q
ot ox oy

— S,

le solveur résout tout d’abord I’équation homogéne, puis appelle une routine qui intégre le terme
source a chaque pas de temps :

dg _
dt

2http ://www.amath.unc.edu/Faculty /mitran/bearclaw.html

S (2.28)
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Afin que les routines générales puissent mettre en ceuvre les schémas numériques de résolution,
I'utilisateur doit spécifier au solveur les données spécifiques du probléme. Pour tout volume fini
Cyj et tout état de la solution Qi; = [[ ¢ les éléements suivants doivent étre précisés [31] :

ij

les flux F. . .
Z_%v.], 7‘7.]_5

W. . 1

les ondes W. .
WZ_%:.]’ 7‘7.]_5

— les vi 1V,
es vitesses Ui 155V 1

— les fluctuations vers la droite et vers la gauche , AiAQi_; j» vers le haut et vers le bas
27

1

BiAQi j—1, ainsi que les fluctuations transverses, vers le haut et vers le bas, TiAQi i1
’ 2 ’ 2

et vers la droite et vers la gauche, TTAQ, 1

Le logiciel permet également de définir les vitesses aux frontiéres de chaque cellule, ainsi que les
termes source.

L’utilisateur doit également spécifier les données concernant le domaine :
— la géomeétrie,
— la finesse du maillage cartésien,
— le pas de temps,
le nombre de Courant (CFL)
les conditions aux bords.

Y

Pour assurer la stabilité de la résolution, la condition de CFL est :

ngt tht <
= |, | 2.2
max <‘ Ao | ‘ Ay <1 (2.29)

L’utilisateur choisit enfin la méthode de résolution : Godunov (précision au ler ordre) ou méthode
de haute résolution.

Les ondes W peuvent étre limitées, pour changer la magnitude de la correction utilisée selon le
comportement de la solution. L’utilisateur a 'opportunité de choisir le limiteur.

Une fois ces données fournies, les routines générales sont appelées et la résolution a lieu.

2.2.4.2 Application a la granulosa

On résout le probléme de maniére explicite, en calculant les moments d’ordre un en v a
chaque pas de temps, et en appliquant les valeurs u}l et U™ trouvées jusqu’au pas de temps t"F1.

Dans la direction de la variable d’age a, ’équation se réduit & une équation de transport simple,
la vitesse étant constante (a chaque pas de temps) et positive sur tout le domaine, tandis que
dans la direction de la variable de maturité v, on étudie une équation d’advection conservative a
coefficients variables, dont la vitesse peut étre positive ou négative ; on utilisera donc les schémas
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numeériques présentés ci-dessus.
Pour les flux on a :

-en ége F;'_l ] gf7l_77]QZ]

en maturité : F. . 1 =h, . y
=3 hf;w—%QU
Pour les ondes, vitesses et fluctuations dans la direction étudiée :

en age

ATAQi—1p; = 0
A+AQ7;_1/2’]' = s 1 W,

en maturité

Wm_% = Qz’j - Qz‘,j—l
Sij—i = Nyl
B+AQ¢ J— 3 = h—i_.z_; (ng - Qz‘—l,j) + (h;;l-_,_%’j f7l_77 )QZ]
BTAQ; ;o1 = (h+z——,y h h}rz “hpa Qg Qu

Pour les fluctuations dans la direction transverse a la direction étudiée, connaissant les fluc-

tuations dans la direction normale A*AQ, _ 1 B*AQ, j— 1, on en déduit les fluctuations
27 ) 2

i

transverses :

en age :

TiAQi_%J = hT | B*AQ.

1 .
77'7]_7 t = 5’]
— en maturité :

TTAQ; ;-
T_AQZ' -

N

= gfxzvj_fA AQZ )
=0

(NI

Avec ces fluctuations, on retrouve le schéma numérique de 1’équation (2.24). La routine qui résout
I'ODE pour intégrer les termes de source tient compte des termes de perte :

dQ
— ==\ 2.30
. (2:30)
Cette ODE est résolue de la maniére suivante :
Qi = exp [~ At (AU™,7i,7))] Q7 (2.31)

54



CHAPITRE 2. MODELISATION MULTI-ECHELLES ET SIMULATTONS DU PROCESSUS DE SELECTION DES
FOLLICULES OVULATOIRES

2.3 Simulations numériques du modéle

2.3.1 Définition du domaine

Nous devons définir un domaine géométrique sur lequel résoudre les équations numérique-
ment. Comme il y a deux variables d’espace (a et ), le domaine est délimité par leurs bornes.
Le domaine pour la phase G1 est donc délimité par un rectangle, qui varie horizontalement de
ag & ay, et verticalement de g & 7, ol v est le seuil de sortie de cycle. De la méme maniére,
la phase SM est délimitée par un rectangle qui varie de a1 a a9, et de 7y a ~s. Dans la phase D,
les cellules vieillissent jusqu’a la fin de la simulation. La phase D est délimitée par un rectangle
qui varie de ag & Gz, O Amqs est suffisamment élevé pour n’étre pas atteint avant la fin de la
simulation, et de vs & Vmqe- Les trois rectangles correspondant a chaque phase sont unis dans un
domaine en forme de L (voir Figure 2.7, en haut a gauche).

2.3.2 Calibration numérique

Bien que le modéle soit valide pour la plupart des mammiféres & ovulation spontanée, la
simulation numérique est appliquée a une espéce bien définie, I'espéce ovine, qui est particulie-
rement intéressante dans le cadre du processus de sélection des follicules ovulatoires. En effet,
le taux d’ovulation chez la brebis est caractérisé par une variabilité génotypique, au sein d’un
méme race [47] et peut varier de 1 a 6 ovulations.

Chaque simulation concerne une cohorte de follicules entrant en phase terminale de dévelop-
pement, et qui parcourent des domaines identiques. La taille du domaine, déterminée par les
longueurs de phases G1 et SM (respectivement les intervalles [ag,a1] et [a1, az]), et le seuil de
maturité, v, sont choisis de maniére & ce que les valeurs du moment d’ordre zéro de la densité
cellulaire soient compatibles avec les données disponibles concernant a la fois le nombre total de
cellules et la fraction de croissance (proportion de cellules prolifératives au sein de la population
cellulaire viable : (Mog1 + Mosar)/Moy) [49, 63|. Nous avons choisi ag = 0, a; = 0.5, ap =1
et %0 = 0, Ymae = 0.7, 75 = 0.3, 72 = 0.35. Ces dimensions sont arbitraires et peuvent étre
modifiées, mais elles dépendent les unes des autres ; par exemple, la longueur de la phase G1 est
liée & la position du seuil de maturité v, et si on allonge la durée de la phase, il faut augmenter
la valeur de ~5 pour conserver une fraction de croissance similaire.

La longueur [ag,az| correspond a la durée d'un cycle cellulaire (dans le cas de référence o g = 1
dans la phase G1) que nous utiliserons dorénavant comme temps de référence.

Au début de la simulation, seule une partie limitée du domaine est occupée par les cellules de
follicules. Les cycles cellulaires sont supposés totalement désynchronisés et les cellules sont a leur
premiére génération donc elles peuvent avoir tous les dges possibles entre ag et ag, tandis que
I'intervalle des niveaux de maturité est plutot étroit. Le support de la densité initiale est illustré
sur la Figure 2.7. Il est divisé en trois zones, au sein de chacune desquelles la densité cellulaire est
initialisée de maniére homogéne. Les bornes des intervalles de chaque zone sont précisés dans la
Table 2.2. La fraction de croissance initiale vaut un, ainsi il n’y a que des cellules prolifératives,
mais les cellules les plus matures sont sur le point de se différencier.
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o2) attimet=0

D
y2
¥s —one3
zone 2
zone 1
Gl: SM
al a2

q(2) attimet=4.7464

1) attimet=4.7464

FiGg. 2.7 Distribution de la densité cellulaire sur le domaine spatial. En haut a gauche : zones
d’initialisation. G1 et SM : phases du cycle cellulaire (a; est 1’age d’entrée en phase SM, ay est
I’age de la mitose), D : phase de différenciation (s est le seuil de maturité de sortie du cycle
cellulaire, 75 est le seuil de maturité correspondant a l'acquisition de récepteurs a LH). En haut
a droite : distribution cellulaire initiale. En bas : distribution de la densité cellulaire & un instant
donné pour deux follicules. Les couleurs représentent la valeur de la densité.

Au sein d’une cohorte, les follicules difféerent légérement les uns des autres par la distribution

initiale de leur densité cellulaire, ainsi que par leur sensibilité & FSH, traduite par des différences

dans les parameétres des fonctions de vitesses.

On suppose que le niveau plasmatique de FSH, défini dans ’équation (2.1), atteint instantané-

ment un état stationnaire, ce qui permet de définir sa dynamique de la maniére suivante :
Uma:c - Umzn

U [M(t)] = U’rnin + 1+ exp [C(]\/f(t) — m)] (232)

ou le paramétre de demi-vie de FSH, k, est absorbé dans les valeurs de U,,q: €t Upin.

Chez la brebis, les valeurs plasmatiques de FSH varient entre U, = 1.5 ng/ml et Uppr =
3 ng/ml au cours du cycle ovarien [18]|. m est la maturité ovarienne au point d’inflexion de la sig-
moide (2.32) (ou U = %) et vaut environ 90% de M, (ici, m = 4.5 et My = 5). Le paramétre
de pente, ¢, régit la raideur de la pente de décroissance de la sigmoide. Avec ¢ = 2, la chute de
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intervalle en 4ge intervalle en maturité
zone 1 [0,1] [0.15,0.2]
zone 2 [0,1] [0.2,0.25]
zone 3 [0,1] [0.25,0.3]

TAB. 2.2 Intervalles des zones initiales

FSH intervient dans l'intervalle de maturité [m-2,m+2|.

Sans que cela ne nuise a la généralité du modéele, la fonction H(7y) est choisie comme étant la
fonction identité : H(y) = .

Dans le liquide folliculaire, la quantité de FSH biodisponible, uy, varie d'une quantité quasiment
négligeable & des niveaux comparables & ceux de FSH plasmatique [39], si bien que les valeurs
de by sont strictement positives et peuvent atteindre I'unité. Avec by = 8 x 1072, by = 2.25 et
by = 1.45 x 103, les valeurs de us varient de 0.24 & 3 ng/ml.

La vitesse de vieillissement, gy, fonction de uy, régit le temps de transit dans la phase G1. Dans
le cas de référence, gy = 1 (I'age varie comme le temps), FSH n’a ni d’action positive ni d’action
négative sur le temps de transit dans la phase G1, qui est fixée la moitié d'un cycle cellulaire. Les
parameétres de gy sont réglés de maniére a ce que la durée totale en phase G1 varie de plus ou
moins 30% par rapport & la durée du temps de référence (0.7 < g < 1.3) : g1 = 80 and g = 0.7.
En ce qui concerne la vitesse de maturation, hy, les valeurs des paramétres sont adaptées d'un
précédent modele [8]. Nous avons choisi la constante de temps 3 de maniére a ce que le niveau
de maturité augmente de 0.15 x 10* &4 0.4 x 10* molécules/cellule en environ 4 cycles cellulaires.

2.3.3 Reésultats
2.3.3.1 Processus de sélection au sein d’une cohorte de deux follicules

Afin d’explorer le comportement du modéle d’'une maniére simple, nous avons commencé
par étudier le processus de sélection au sein d’une cohorte de deux follicules. Il y a trois situations
possibles & la fin d’une simulation : deux follicules anovulatoires (situation 1), deux follicules
ovulatoires (situation 2), ou bien un follicule ovulatoire et un follicule anovulatoire (situation 3).
Nous appelons la derniére situation, situation de référence. Les paramétres communs sont listés

dans la Table 2.3, et les parameétres spécifiques aux follicules se trouvent dans la Table 2.4.

La différence essentielle entre les follicules est leur sensibilité & FSH, qui est traduite par des
valeurs de paramétres différents dans les vitesses de vieillissement et de maturation.

Les sorties des simulations sont :

(i) au niveau ovarien, I’évolution du controle global et de la maturité folliculaire ;

(i) au niveau folliculaire, I’évolution du controle local, du nombre de cellules de granulosa et de
la maturité ovarienne ;
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Paramétres Définition Valeur nominale
U[M] Unaz valeur plasmatique maximale de FSH 3
Unin valeur plasmatique minimale de FSH 1.5
c parameétre de pente 2
m abscisse du point d’inflexion 4.5
by[My] by niveau basal 8 x 1072
by taux exponentiel 2.25
b3 parameétre d’échelle 1450
gr(ug) g1 paramétre de pente 80
go ordonnée a l'origine 0.7
hy(y,ugp) 15} constante de temps 0.7
k1 degré d’amplification du signal de FSH 2.2
ko parameétre de saturation de la fonction de Hill 0.6
1) parameétre de demi-saturation de la fonction de Hill 0.26
ks taux de recyclage des récepteurs & FSH 40
ky taux de liaison de FSH & ses récepteurs 0.15
Longueur ag age cellulaire au début de la phase G1 0
du domaine ag age cellulaire au début de la phase SM 0.5
as age cellulaire & la fin de la phase SM 1
Umaz age cellulaire maximal dans la phase D 8
Hauteur Yimin niveau de maturité minimum dans les phases G1 et SM 0
du domaine seuil de maturité pour la sortie du cycle cellulaire 0.3
Y seuil de maturité pour 'acquisition des récepteurs a LH 0.35
Ymazx niveau de maturité maximum dans la phase D 0.7
Seuils M, seuil ovarien de déclenchement de 1’ovulation 5
d’ovulation Mg seuil folliculaire de capacité a ovuler 2

TAB. 2.3 Paramétres du modéle

(iii) au niveau cellulaire, la distribution de la densité cellulaire sur le domaine spatial.

La Figure 2.7 montre la répartition de la densité cellulaire des deux follicules & un instant donné.
La barre de couleurs indique la valeur de la densité. Les cellules qui se trouvent dans le bas du
domaine (y < ~5) se trouvent encore dans le cycle cellulaire, tandis que les cellules dans le haut
du domaine sont différenciées. Sur cette figure, le follicule 1 est plus mature que le follicule 2, en
accord avec sa plus forte sensibilité & FSH.

La Figure 2.8 illustre les sorties du processus de sélection dans le cas de la situation de réfé-
rence. Le Panel (a) montre la chute des niveaux de FSH, de 3 ng/ml a 2.3 ng/ml. Les variations
de FSH sont liées a celles de la maturité ovarienne, qui, comme on peut le voir sur le Panel (b),
augmentent jusqu’a atteindre le seuil de déclenchement de l'ovulation, My = 5. Le controle local
en FSH du le follicule 1 ne cesse d’augmenter, et approche les valeurs plasmatiques (2 ng/ml),

tandis que celui du follicule 2 augmente légérement avant de décroitre a 0.2 ng/ml (voir le Panel
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B g1 g2 Nombre initial de cellules(10°)
zone 1 zone 2 zone 3
follicule 1 | 0.7 80 0.7 0.4 0.35 0.25
follicule 2 | 0.6 68.6 0.6 0.4 0.35 0.25

TAB. 2.4 Parameétres de la situation de référence
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Fia. 2.8 Processus de sélection au sein d’une cohorte de deux follicules. Les tirets correspondent
aux sorties & ’échelle ovarienne, les lignes pleines correspondent au follicule 1 et les pointillés
au follicule 2. Panel (a) : niveaux plasmatiques de FSH, Panel (b) : maturités ovarienne et
folliculaires, Panel (c) : biodisponibilité en FSH, Panel (d) : nombre de cellules de granulosa. Le
follicule 1 suit une trajectoire ovulatoire, et le follicule 2 une trajectoire atrétique.

(c)). Le Panel (d) montre ’évolution du nombre total de cellules de granulosa dans chaque folli-
cule. A partir d'une méme valeur initiale (10° cellules), le nombre total de cellules dans le follicule
1 augmente jusqu’a 6.5 x 10 et reste a cette valeur d’équilibre, alors que le nombre de cellules
dans le follicule 2, aprés avoir presque atteint 6 x 10° finit par perdre plus de 2.5 x 105 cellules. La
maturité globale dans le follicule 1 ne cesse d’augmenter, méme aprés que le nombre de cellules a
atteint une valeur stable, car les cellules différenciées continuent a maturer, tandis qu’elle décroit
pour le follicule 2, comme on peut le voir sur le Panel (b). Au moment de la décharge ovulatoire,
le follicule 1 a dépassé le seuil folliculaire pour I'ovulation (M = 3.5 > M,y), contrairement au
follicule 2 (Mo = 1.5 < My;). Ainsi, le follicule 1 décrit une trajectoire ovulatoire, et le follicule
2 une trajectoire atrétique.

Il y a un retard d’environ 60% de la durée d’un cycle cellulaire entre le moment de la chute
de FSH et la baisse du nombre de cellules de granulosa et de la maturité globale du follicule 2.
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Ceci est di a une inertie dans la dynamique du follicule. Avant la chute de FSH, la concentration
biodisponible en FSH a permis aux cellules de proliférer. Tant que les niveaux plasmatiques de
FSH ne sont pas trop bas, le taux d’entrée en apoptose reste faible et la prolifération compense

I’apoptose. La situation s’inverse lorsque la chute en FSH devient plus forte.

Le sort d’un follicule dépend de sa capacité & échapper au confinement de ses cellules dans
la zone de maturité on elles sont vulnérables & ’apoptose. Cette zone est délimitée par le sup-
port de la fonction (7), i.e. par l'intervalle de maturité [0.2,0.35]. Les cellules peuvent échapper
a cette zone a condition que la quantité biodisponible de FSH (uy) soit suffisante pour leur
permettre de traverser la borne supérieure de la zone.

2.3.3.2 Sensibilité hypophysaire au rétro-controéle ovarien

Il est possible d’étudier les effets de la sensibilité de I’hypophyse au rétro-contrdle ovarien
en modifiant les parameétres de la fonction sigmoide de I’équation (2.32). Plus la valeur de m est
grande, plus la chute de FSH est retardée; plus la pente ¢ est raide, plus la chute est rapide. Les
valeurs des parameétres testés se trouvent dans la Table 2.5.

situation 1 3
situation 2 6
situation 3 | 4.5

[@>IN \VI \Vl e

TAB. 2.5 — Sensibilité hypophysaire

Dans le cas d’une sensibilité hypophysaire élevée au rétro-controle ovarien (situation 1), le pro-
cessus de sélection aboutit a 'atrésie des deux follicules (Figure 2.9 a-b).

La maturité ovarienne décroit avant d’atteindre le seuil de déclenchement de 'ovulation, ce qui
rend I'ovulation impossible. Ceci est dit & une chute de FSH qui a lieu trés tot, et qui empéche les
follicules de maturer suffisamment. La quantité de FSH biodisponible pour les deux follicules par-
vient & augmenter, et les follicules finissent par échapper a la zone de vulnérabilité a ’apoptose.
Ils atteignent un état d’équilibre, mais la perte des cellules est trop élevée pour qu’ils puissent
ovuler. De tels cas peuvent se rencontrer dans des situations pathologiques d’anovulation.

Dans le cas d’une sensibilité hypophysaire faible au rétro-contréle ovarien (situation 2), le pro-
cessus de sélection aboutit a I'ovulation des deux follicules (Figure 2.9 c¢-d). La chute de FSH
a lieu pour une maturité ovarienne plus élevée. Les deux trajectoires folliculaires paraissent si-
milaires, bien que le follicule 1 (celui qui est le plus sensible & FSH) termine sa trajectoire en

ayant un plus grand nombre de cellules et une maturité plus élevée que le follicule 2. Il y a une

l'ovulation, car il parcourt la zone de vulnérabilité lentement, et souffre plus de I'apoptose que
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F1G. 2.9 — Panels (a) et (b) : Processus de sélection dans le cas d'une sensibilité hypophysaire
élevée. Panel (a) : niveaux plasmatiques de FSH (—) et maturité ovarienne (- -), Panel (b) : nombre
de cellules de granulosa pour le follicule 1 () et le follicule 2 (..). Les deux trajectoires sont
atrétiques. Panels (¢) et (d) : Processus de sélection dans le cas d’une sensibilité hypophysaire
faible. Panel (c¢) : niveaux plasmatiques de FSH ( ) et maturité ovarienne (- -), Panel (d)

nombre de cellules de granulosa pour le follicule 1 () et le follicule 2 (..). Les deux trajectoires

sont ovulatoires.

le follicule 1. Cependant, malgré des niveaux relativement faibles de biodisponibilité en FSH, le
follicule 2 parvient a traverser entiérement la zone de vulnérabilité a I'apoptose et il ovule.

La Figure 2.10 (a) et (b) illustre la situation 3 : une trajectoire ovulatoire et une trajectoire
atrétique. Nous étudions le cas ot 'hypophyse est trés sensible aux changements dans la matu-
rité ovarienne. Le follicule 2 subit une atrésie plus rapide que dans la situation de référence (on
¢ = 2, voir Table 2.3). En effet, une pente p1|us raid(T provoque une chute plus rapide de FSH
U—Umaz|—
Umaa

et accélére la cinétique d’apoptose, le terme augmentant avec c¢, et provoquant une

apoptose massive.

2.3.3.3 Sensibilité folliculaire a la FSH

Nous avons également étudié les effets de la sensibilité folliculaire a la FSH, en changeant
les paramétres des vitesses de vieillissement et de maturation. La vitesse de vieillissement differe
a présent de celle de référence, et est la méme pour les deux follicules, comme on peut le voir
dans la Table 2.6. Ce changement donne aux deux follicules la méme vitesse de parcours du cycle
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F1G. 2.10 — Panels (a) et (b) : Processus de sélection dans le cas d’une hypophyse trés sensible
aux changements dans la maturité ovarienne. Panel (a) : niveaux plasmatiques de FSH (-) et
maturité ovarienne (- -), Panel (b) : nombre de cellules de granulosa pour le follicule 1 ( ) et
le follicule 2 (..). Le follicule 1 suit une trajectoire ovulatoire, et le follicule 2 une trajectoire
atrétique. Panels (c) et (d) : Processus de sélection parmi des follicules a capacités prolifératives
différentes. Panel (c¢) : niveaux plasmatiques de FSH ( ) et maturité ovarienne (- -), Panel (d) :
nombre de cellules de granulosa pour le follicule 1 ( ) et le follicule 2 (..). Le follicule 2 a des

ressources prolifératives plus élevées et ovule, tandis que le follicule 1 est atrétique.

cellulaire, mais le follicule 1 a un temps de réponse § dans la vitesse de maturation plus élevé,
et donc de sortie de cycle plus élevée que le follicule 2.

B g1 g2
follicule 1 | 0.8 &0 0.7
follicule 2 | 0.6 80 0.7

TAB. 2.6 — Sensibilité folliculaire & FSH

La Figure 2.10 (c) et (d) montre une trajectoire atrétique pour le follicule 1 et une trajectoire
ovulatoire pour le follicule 2. La FSH favorise la prolifération de la méme maniére pour les deux
follicules, mais les cellules de granulosa du follicule 2 sortent du cycle cellulaire plus lentement
que pour le follicule 1, elles proliférent donc plus longuement. Cette ressource proliférative peut
étre exploitée pour élever le nombre final de cellules de granulosa, et donc la maturité globale du
follicule, et sa contribution au rétro-contréle ovarien sur la FSH. Le follicule 1 devient incapable
de survivre dans un environnement en FSH défavorable, et subit 'atrésie, tandis que le follicule
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2 atteint le seuil d’ovulation.

2.3.3.4 Cohorte de 5 follicules

Afin d’exploiter le comportement du modéle face & une cohorte plus grande, nous avons
simulé le processus de sélection au sein d'une cohorte de 5 follicules. Les distributions initiales
de la densité cellulaire, ainsi que les sensibilités des follicules & FSH différent légérement les unes
des autres, comme on peut le voir dans la Table 2.7.

8 g1 g2 Nombre initial de cellules (109)
zone 1 zone 2 zone 3
follicule 1 | 0.7 80 0.7 0.4 0.35 0.25
follicule 2 | 0.6 68.6 0.6 0.3 0.3 0.15
follicule 3 | 0.7 80 0.7 0.35 0.35 0.35
follicule 4 | 0.65 74.2 0.65 0.2 0.15 0.2
follicule 5 | 0.55 62.8 0.55 0.45 0.4 0.3

TAB. 2.7 — Processus de sélection au sein d'une cohorte de cinq follicules

Nous avons adapté la sensibilité hypophysaire ainsi que le seuil d’ovulation (m =9, My =9) a
la nouvelle dynamique ovarienne. La Figure 2.11 (a) et (b) illustre le processus de sélection au
sein de la cohorte : le taux d’ovulation est de 2, les follicules 1 et 3 sont les follicules ovulatoires.

Le taux d’ovulation peut étre modifié par I’administration de FSH exogéne. Celle-ci est adminis-
trée a la cohorte aprés que les cellules ont parcouru cing cycles cellulaires, de maniére a garder
le niveau de FSH plasmatique a sa valeur maximale, comme on peut le voir sur la Figure 2.11,
Panel (c). La Figure 2.11, Panel (d) illustre 'ovulation du follicule 5, qui était atrétique dans la
situation précédente, et qui est "sauvé" par 'administration exogéne de FSH. Les deux autres
follicules (le 2 et le 4) ne bénéficient pas suffisamment de la FSH additionnelle, et subissent tout
de méme l'atrésie.

2.4 Discussion sur la modélisation

Nous avons considéré le processus de sélection des follicules ovulatoires, en tant que pro-
cessus controlé par FSH, d'un point de vue mécaniste. FSH agit sur 1’échelle moléculaire via une
voie de transduction de son signal. L’intégration de la signalisation en FSH & ’échelle cellulaire
régit la dynamique des transitions entre les différents états cellulaires, et donc I’engagement des
cellules vers un état prolifératif, différencié ou apoptotique. A I’échelle folliculaire, le destin du
follicule dépend de sa composition cellulaire et de sa contribution au rétro-controle ovarien. La
somme des contributions de chaque follicule définit la pression du rétro-controle ovarien sur la
sécrétion de FSH, fermant ainsi la boucle. Notre approche est donc parvenue a fusionner une
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F1G. 2.11 — Panels (a) et (b) : Processus de sélection au sein d’une cohorte de cinqg follicules.
Les lignes noires correspondent aux sorties ovariennes, les lignes bleues au follicule 1, les vertes
au follicule 2, les rouges au follicule 3, les turquoises au follicule 4 et les roses au follicule 5.
Panel (a) : niveaux plasmatiques de FSH ( ) et maturité ovarienne (- -), Panel (b) : nombre de
cellules de granulosa. Il y a deux follicules ovulatoires. Panels (c) et (d) : Administration exogéne
de FSH. Panel (c) : niveaux plasmatiques de FSH ( ) et maturité ovarienne (- -), Panel (d) :
nombre de cellules de granulosa. le follicule 5 est sauvé de l'atrésie par ’'administration exogene
de FSH.

description multi-échelles détaillée du développement folliculaire avec des résultats de dynamique
des populations.

Le controle issu du rétro-controle ovarien n’est pas le seul controle opérant. En effet, ce controle
est sujet & une modulation locale a I’échelle folliculaire, qui agit comme un filtre. D’un point de
vue physiologique, un tel filtre peut étre essentiellement imputable au degré de vascularisation
des follicules [39], mais également & la communication inter-cellulaire, via les "gap-junctions"
[26], et de maniére plus globale & ce que l'on peut appeler le micro-environnement folliculaire,
dans lequel participent la matrice extra-cellulaire [56], les interactions paracrines entre les cellules
thécales et la granulosa.

Le terme de controle local assure la stabilité du modéle en évitant aux cellules de proliférer ou
de maturer en excés. Pour un controéle local élevé, par exemple dans le cas d'un apport exogéne
en FSH, la prolifération, favorisée par cet apport en FSH, est équilibrée par la sortie de cycle
des cellules, également favorisée par cet apport en FSH. Le développement folliculaire est donc
accéléré, mais toujours de maniére contrélée. Pour un controéle local faible, la durée du cycle

cellulaire augmente, ce qui ralentit le taux de prolifération et compense donc "augmentation de
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la fraction de croissance da & un taux de sortie de cycle plus faible.

Selon I'échelle considérée, la notion de maturité peut avoir plusieurs significations. A 1’échelle
moléculaire, la synthése ’AMPc a été retenue, en tant que goulot d’étranglement de la signa-
lisation en FSH intégrant d’autres voies de signalisation telles que celles des systémes de IGF
(insulin-like growth factors) et BMP (bone morphogenetic protein) [44]. A D’échelle folliculaire,
la maturité caractérise a la fois la contribution endocrine des follicules en termes de sécrétion
d’inhibine et d’estradiol, et leur capacité a ovuler, liée a I'acquisition de récepteurs a LH par
leurs cellules de granulosa. Enfin, a I’échelle ovarienne, la maturité définit le statut endocrine de
l'ovaire, et la pression de rétro-contréle ovarien sur I’hypophyse.

La description du cycle cellulaire est simplifiée : les phases S, G2, et M sont agrégées en une
seule phase SM, et les transitions entre les phases G1 et SM ont lieu a un age cellulaire fixe.
Cependant, chaque cellule de granulosa suit un cycle cellulaire qui lui est propre, en réponse au
signal de FSH. En effet, le temps de transit dans la phase SM est fixe, mais il peut varier au sein
de la phase G1 selon le signal hormonal, et de cette maniére, les cycles cellulaires sont différents.
Au sein de la phase de différenciation, 'age évolue comme le temps. L'implémentation numérique
nécessitant un age fini, nous avons du introduire un age limite. Une telle limite peut étre inter-
prétée comme un age de sénescence, au-dela duquel une vieille cellule subirait une mort cellulaire
programmée |64].

La variable de maturité régit la transition entre la phase G1 et la phase D. Aprés la mitose,
les cellules-filles héritent du niveau de maturité que la cellule-meére a atteint en fin de phase G1.
Meéme si le pool de récepteurs & FSH est divisé environ en deux aprés la mitose, on peut consi-
dérer que la dynamique de maturation des cellules-filles atteint rapidement celle de leur meére,
car lefficacité en terme de synthése d’AMPc est seulement modérément affectée par la taille de
ce pool [8].

Dans le cas d’un controéle local décroissant, la vitesse de maturation peut devenir négative, ce qui
autorise la dédifférenciation des cellules. Cependant, une telle dédifférenciation peut difficilement
conduire & un retour dans le cycle cellulaire, la cellule devant traverser une fois de plus la zone
de vulnérabilité en apoptose.

L’entrée en apoptose est un terme essentiel pour le modéle. La sélection des follicules ovula-

toires repose en effet sur 'atrésie des autres follicules, due a leur incapacité a survivre dans

dépendance est un point clef, car ’échappement ou le confinement de ses cellules dans la zone
de vulnérabilité a 'apoptose détermine le destin d'un follicule. Le début de la chute en FSH
correspond au moment a partir duquel le processus de sélection a lieu (les cellules des follicules
atrétiques subissent massivement I'apoptose), et la raideur de la chute détermine l'intensité de
I'apoptose. Méme les follicules ovulatoires subissent ’apoptose cellulaire, cependant, & un niveau
moindre que les follicules atrétiques. Ceci est cohérent avec I'observation de jusqu’a 10% de cel-
lules apoptotiques dans les follicules sains [3].
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Les résultats du modeéle du point de vue du processus de sélection (mono- ou poly-ovulation,
anovulation) sont en accord avec les connaissances physiologiques concernant la vascularisation,
la sensibilité de 'hypophyse au rétro-controle ovarien et ’administration de FSH exogéne.

Une forte vascularisation, comme élément déterminant pour la sélection d’un follicule, est une
justification qui a déja été évoquée [50]; les follicules sélectionnés sont plus vascularisés que les
autres, et par conséquent ils ont accés a une quantité locale de FSH plus élevée [39], comme on
peut le voir sur la Figure 2.8 (c).

Les sorties du modele correspondant aux différentes sensibilités de I'hypophyse suggérent qu’une
hypophyse peu sensible permet un taux d’ovulation plus élevé. Ceci est en accord avec les expé-
riences qui comparent les effets d’estradiol exogéne (qui augmente la pression du rétro-controle
ovarien) chez des brebis poly-ovulantes ou mono-ovulantes. Les premiéres ont toléré des niveaux
plus élevés d’estradiol, avant que la FSH ne chute.

[’administration de FSH exogéne est bien connue pour améliorer le taux d’ovulation, ce traite-
ment étant celui utilisé aussi bien chez les femmes [11] que chez les animaux domestiques [25].
Chez les femmes, I'inconvénient principal de ce type de traitement est le risque d’une hyper-
stimulation. Nos tous premiers résultats suggeérent qu'un dosage fin des quantités de FSH a
administrer pourrait permettre d’atteindre un taux d’ovulation spécifique.

Nous avons travaillé avec une paire de follicules plutét que sur une cohorte plus grosse. L’étude
de la paire de follicules nous a permis d’explorer le comportement du modeéle, d’'une maniére
simple, face a des sensibilités hypophysaire et ovarienne différentes. De plus, la simulation d’un
petit nombre de follicules n’est peut-étre pas si éloignée de la simulation d’une grosse cohorte au
sein de laquelle il est possible de distinguer plusieurs sous-groupes de follicules ayant des niveaux
de maturité comparables. Enfin, les résultats obtenus pour une cohorte de cinqg follicules sont
encourageants quant au comportement du modele pour une grosse cohorte.

A présent que le modeéle est établi, une perspective de travail, qui ne sera pas abordée dans
cette thése, est ’exploration systématique de maniére numérique des situations physiologiques
et pathologiques qui peuvent étre représentées.

Dans la suite, nous travaillons sur ’analyse mathématique des équations du modéle, ainsi que
sur des problémes de controle associés, concernant la caractérisation de follicules ovulatoires,
l'atteinte d’un taux d’ovulation donné, et/ou dans une chronologie donnée.
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Chapitre 3

Analyse des lois de conservation :
existence et unicité de la solution

Nous avons obtenu un modéle mathématique de sélection des follicules ovulatoires en ac-
cord avec les connaissances physiologiques.
A présent, nous souhaitons analyser ce modeéle afin d’en dégager ses spécificités. Dans un pre-
mier temps, les équations des moments nous ont paru une méthode adaptée a I’étude de ce
systéme : il s’agit d’écrire les équations qui décrivent directement 1’évolution des moments de la
densité cellulaire, en particulier le moment d’ordre zéro, qui représente le nombre de cellules de
granulosa dans un follicule, et le moment d’ordre un par rapport & la maturité, qui représente
la maturité globale d’un follicule. L’avantage de telles équations est d’abord qu’elles décrivent
directement 1’évolution de données physiologiquement observables, et ensuite qu’elles seraient
sous forme d’équations aux dérivées ordinaires, qui sont des équations plus simples a analyser et
a controler que les équations aux dérivées partielles de la granulosa. Cependant, I'écriture d’un
systéme d’équations décrivant uniquement I’évolution des moments semble difficile, notamment
a cause de la structure hybride du modéle (les dynamiques sont différentes en fonction des phases
cellulaire et les valeurs de la densité aux ages et/ou maturités seuils ne disparaissent pas apres
intégration) et de I’absence de relation de cloture (voir Annexe A). Nous travaillerons donc di-

rectement sur les équations du modéle.

Les équations qui décrivent le processus de sélection sont des lois de conservation controlées.
Il est naturel de se poser les questions d’existence et d’unicité des solutions & de telles équa-
tions. Dans ce chapitre, nous distinguerons les notions de boucle ouverte et de boucle fermée qui
conduisent & travailler avec des équations aux dérivées partielles ou bien des équations intégro-
différentielles. Nous poursuivrons par ’état de l'art sur 'existence et l'unicité de solutions &
ce type d’équations : nous exposerons de maniére générale les outils d’analyse d’équations aux
dérivées partielles, puis nous verrons les particularités des équations de la granulosa. Nous pro-
poserons enfin une méthode de construction de la solution en boucle ouverte puis en boucle

fermée.



3.1. NOTIONS DE BOUCLE OUVERTE, BOUCLE FERMEE

3.1 Notions de boucle ouverte, boucle fermée

3.1.1 Reformulation des équations du modéle

Nous reformulons les équations (2.4,2.5,2.6) sur un domaine “déroulé”, ou I’age dans le cycle
cellulaire n’est plus remis a zéro, et ou les phases G1 et SM sont périodiques, comme on le voit
sur la Figure 3.1. Nous faisons correspondre a la phase G1 la phase 1, a la phase SM la phase 2,
et & la phase D la phase 3. Cette reformulation conserve le comportement du modéle, et permet
de simplifier ’analyse.

phase 3 Q Q

phase 1 phase 2

0 al a2 (k-1)a2 ka2 (k+1)a2 a

Fi1G. 3.1 — Domaine “déroulé”. La phase 1 correspond a la phase G1 et son domaine spatial est
I'ensemble des (a,v) € [kag, kas + a1[x[0,7s[ pour & € N. La phase 2 correspond a la phase
SM et son domaine spatial est ’ensemble des (a,v) € [kag + a1, (k + 1)a2[x]0,vs[. La phase 3
correspond a la phase D et son domaine spatial est I'ensemble des (a,v) € [0,00) X [vs,00).

La variable ¢ représente le temps. L’age cellulaire a est un marqueur de la progression au sein du
cycle cellulaire. Le marqueur de maturité v est utilisé pour distinguer les cellules dans le cycle
cellulaire des cellules différenciées.

Soit Qx = {(a,v) € |kaz, (k + 1)az[x]0,00)} et Qr = Qx]0,T[ Vk € N. Le domaine € dans le
plan adge-maturité est représenté sur la Figure 3.1.

Sur chaque Qp, la forme générique de la loi de conservation pour la densité cellulaire gb’} est :

ooy Ogs(up)dy | Ohy(yup)df

_ k
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Les fonctions gy et hy sont respectivement les vitesses de vieillissement et de maturation, et A

est le terme de pertes. Leurs dynamiques sont discontinues :

Vke N V(a,7)
gs(uy)

(v, uf)

A, U)

VkeN V(a,7v)
gs(uy)
(v, uf)
A, U)

Vke N V(a,7)
gs(uy)
hy(v,uf)
U)

A(;

S

[kag, kag + a1[x[0,vs[ (en phase 1)
Tor(grus + g2) (3.2)

The (=7 + (c1y + c2)(1 — exp(—uy/u)))*
Umax - U

Q(v)iUm

[kas + a1, (k + 1)as[x[0,vs[ (en phase 2)

1
0
0
[0,00) X [ys,00) (en phase 3)

1 (3.4)

Thp(=72 + (17 + c2) (1 — exp(—uy/7)))

Umaz - U
Q(y) =

2
Ou Q(v) = Kexp <— (%) ) sur [y1,72] (bornes de la zone de vulnérabilité a l’apoptose) et

zéro ailleurs, et tous les paramétres sont des réels positifs.

Les conditions aux frontiéres entre chaque @ sont données par (nous justifierons plus tard

Iexistence de la trace utilisée ici ainsi que le caractére bien posé du modéle) :

pour k=0
¢(}( 1) =0
pour k¢ N*

¢ (kag, 7y, t) = ¢!

(kag,~,t) pour (v,t) € [ys,00)x]0, T

Tgf(gluf +g2)¢l}(ka2777t) = 2¢l;_l(ka2777t) pour ('Y,t) € [Ovys[x]O’T[

¢%(a,0,t) =0

Les conditions initiales pour chaque follicule sur chaque domaine ()} sont données par :

(bf(a,’)/,()) = ¢f0(a77)|9k (35)

On définit la densité cellulaire dans un follicule, ¢, comme

*la fonction hy a été reformulée :

qbf:qbl} sur Q, k € N

la fonction (2.3) est a présent représentée par la multiplication
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3.1. NOTIONS DE BOUCLE OUVERTE, BOUCLE FERMEE

d’un polynéme pour approcher le comportement de v en réponse a un contréle constant et d’
une fonction exponentielle pour approzimer la courbe de réponse au controle uy. La précision de

Uapprozimation est trés sensible a la valeur des paramétres ¢y et cs.

En boucle fermée, les termes de controle dépendent de la maturité des follicules ainsi que de
la maturité ovarienne.
Soit I'opérateur de maturité :

Ymax Amax
Mo = [ [T vt tday (3.6)
Les dynamiques des termes de controle, dans 'hypothése d’état quasi-stationnaire pour U, sont
alors :
Umaz - Umzn
U[M(Z ¢f)] = Unin +
7 1+ exp [C(M(Zf b5) —m)
up = br(M(¢g))U (3.7)
1—
ot by = b+ b

1 4 exp(ba(bs — M(¢y)))

Il y a déclenchement de I'ovulation lorsque la maturité ovarienne atteint un seuil M; :

MY ¢)(T) = M,
!

3.1.2 Controle en boucle fermée

Le processus de sélection des follicules ovulatoires est modélisé en boucle fermée, car nous
décrivons la boucle de rétro-controle entre les ovaires et I’axe hypophyse-hypothalamus.
Le schéma fonctionnel de la Figure 3.2 représente le modéle multi-échelles en boucle fermée.

Les termes de controle U et uy sont ceux qui définissent le rétro-controle.

En insérant ces termes dans ’équation (3.1), on obtient :

D¢y Agp (b (f [v0)S(J 122y 0p))by  Ohp(v,bp ([ [vd)S(J [ 1D 2s 04))0s
ot * da * oy

_ 4@,5(//7;@))%

Il s’agit d'une équation intégro-différentielle dont les intégrales de la solution se trouvent dans
les vitesses et le terme source de la loi de conservation. Ce type d’équation intégro-différentielle
n’est pas courant dans la littérature, ol le terme qui contient l'intégrale de la solution se trouve

généralement dans le terme source (e.g. [40]).
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U M(9,)
L u Fol 1
U, T
U b
G) L M(Zg;)
U M(9,)

4)@%4) Foln

Fia. 3.2  Schéma fonctionnel du systéme ovarien en boucle fermée. Le controle global U, issu
du rétro-controle ovarien, est modulé a 1'échelle folliculaire (Fol f) par la maturité folliculaire

M (¢¢) pour définir le controle local u.

Il existe des équations intégro-différentielles avec intégrale de la solution dans les vitesses décri-
vant des phénomeénes biologiques (I’hématopoiése) |34[, mais les notions d’analyse ou de controle
de la forme intégro-différentielle ne sont pas abordées.

3.1.3 Controle en boucle ouverte

Lorsque I'on étudie les équations en boucle ouverte, on suppose que les controles uy et U
dépendent uniquement du temps (et éventuellement de I'espace), mais pas de la solution.
Dans le cadre du processus de sélection, cela revient & supposer que 'on ne tient compte ni du
rétro-controle ovarien ni de la modulation locale du contréle et 'on peut donner la valeur que
I'on veut a ces contréles. Cette hypothése permet de simplifier 'analyse du modéle, et permet
de s’approcher de situations physiologiques si I’on impose un contréle global U identique & tous
les follicules et que 'on vérifie uy < U.
Chaque follicule a alors deux entrées de controle, comme on peut le voir sur la Figure 3.3.

Dans le cas ou les fonctions U(t) et uy(t) dépendent continiment du temps, on étudie une

équation du type :

Opy N dgs(t)pr N Ohy(v,t)95
ot da oy

= —A(7,t)0y¢ (3.8)

On se retrouve alors dans le cadre classique des lois de conservation, qui décrivent 1’évolution
d’équations aux dérivées partielles (EDP) du type (3.8). Dans le cas d’une cohorte de n follicules,
les équations de la granulosa forment un systéme de n lois de transport sous forme conservative,
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L’ART

Uy
M (1)
Fol1
ug
o
o
o}
Un
Up Foln M(n)

Fi1G. 3.3 — Schéma fonctionnel du systéme ovarien en boucle ouverte. Chaque follicule (Fol f) a
deux entrées de controle Uy et uy.

& vitesses variables par rapport a l'état, et avec un terme source également variable par rapport
a l'état. Lorsque 'on travaille en boucle ouverte, les équations n’interagissent plus entre elles.

On étudie donc un systéme de n équations scalaires indépendantes.

3.2 Existence et unicité des solutions aux équations aux dérivées
partielles : état de Part

Les EDP qui représentent le processus de sélection des follicules ovulatoires en boucle ou-
verte ont les particularités suivantes :
- elles ont des vitesses variables en fonction de 'espace et discontinues entre chaque phase cellu-

laire,
- elles comportent un terme source dépendant de la solution et variable en fonction de I'espace,

- le flux est discontinu au passage de la mitose.

Nous verrons tout d’abord les outils généraux qui permettent d’analyser les systémes d’EDP,
puis nous préciserons les outils applicables aux équations de la granulosa, concernant notamment
les EDP scalaires & vitesses variables par rapport & I’espace, et les EDP a vitesses discontinues.

3.2.1 Cas général
3.2.1.1 Systémes de lois de conservation

L’étude de notre probléeme en boucle ouverte rentre dans le cadre général de systemes de
lois de conservation. De tels systémes étudient ’évolution des quantités u; de la maniére suivante
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[60] :
Ou;  +  divg fi(u) = gi(x,t,u) (3.9)
1 < 1<n
r € R?
t > 0

ou f est le flux, g la source, n le nombre d’équations du systéme et d la dimension de I'espace.
Ce systéme d’équations augmenté de conditions initiales s’appelle probléme de Cauchy. D’une
maniére générale, la résolution de tels problémes d'un point de vue analytique et numérique
est trés difficile [60]. Il n’existe pas de résultat satisfaisant concernant 'existence d’'une solution
au probléme de Cauchy. Pour une donnée initiale réguliére, il existe une solution réguliére mais
seulement pendant un temps fini. Les résultats concernant les solutions faibles (celles susceptibles
d’exister pour tout temps) sont limités au cas scalaire (n = 1) ou au cas mono-dimensionnel

(d=1)!

Il est possible de considérer, sur des cas simples, les raisons pour lesquelles I'étude de telles
équations est si difficile.

Soit le systéme nonlinéaire en dimension d =1 :

us + f(u), =0 (3.10)
u(z,0) = up(z)

Une solution classique pour ce probléme de Cauchy est une solution de classe C! qui satisfait
ponctuellement (3.10). Pour étudier la solution au probléme de Cauchy, on définit les courbes
caractéristiques, qui sont les courbes qui a ¢ associent le couple (X (¢),t), solutions de I’équation :

ax
& = Fu(x.1)

Le long de ces courbes caractéristiques, la solution u est constante. En effet :

d dx , B
au(X(t)vt) = Euw(XJ) +ut(X7t) = (ut + f (u)uw)(X7t) =0

I1 suffit que les courbes caractéristiques (qui dans ce cas sont des droites) “tapissent” le plan (z,t)
pour connaitre la solution en tout point.

La méthode des caractéristiques fournit donc la solution classique au probléme de Cauchy dés
qu’elle existe : il suffit de trouver les courbes caractéristiques, et de connaitre la valeur initiale
de la solution de long de ces courbes (voir Figure 3.2.1.1).

Dans le cas on f, de classe C°°, n’est pas linéaire en fonction de u dans I’équation (3.10), les
coefficients directeurs des droites caractéristiques sont les f’(u), et donc deux droites différentes
n’ont a priori pas le méme coefficient directeur : elles se rencontrent en un temps fini. Tant que
les caractéristiques ne se croisent pas, il existe une solution classique au probléme de Cauchy.
Lorsqu’elles se croisent, il y a alors deux solutions pour un méme point du plan : on ne peut plus
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X+ X= X

Fi1G. 3.4 — Exemple de courbes caractéristiques : le long des droites la valeur de la solution est
constante. Il y a choc de la solution & l'intersection des deux droites.

parler de solution classique.

La notion de solution faible est alors introduite : ¢’est une solution au sens des distributions. On
dit que u est solution de (3.10) si pour toute fonction test v dérivable, on a :

// (u% + f(@%) dxdt + /UO(w)v(az,o) _0

L’inconvénient des solutions faibles est qu’elles ne sont pas uniques, il faut donc séparer les solu-
tions physiquement admissibles des artefacts mathématiques. La notion d’entropie (ainsi appelée
pour son origine thermodynamique) est utilisée pour traduire U'irréversibilité des processus étu-
diés et permet de “trier” les solutions.

Dans le cadre général des EDP, il est difficile de conclure sur I'existence et 'unicité des solutions.
L’analyse du probléme se fait de maniére différente selon la dimension du systéme, la fonction
de flux, et la présence ou non d’un terme source. Dans le cas scalaire cependant, qui correspond
au cas des équations de la granulosa en boucle ouverte, il existe un théoréme montrant que le
probléme de Cauchy est bien posé au sein de chaque phase.

3.2.2 Cas scalaire, théoréme de Kruzkhov

La notion d’entropie (ou des paires flux-entropie) se rapporte aux couples de fonctions
réguliéres (E, F') définies sur l'espace d’état u € @, pour lesquelles toute solution classique de
up + f(u), satisfait aussi E(u); + F(u), = 0. On dira alors que u est solution entropique de
(3.10) si pour toute entropie convexe E de flux F, et pour toute fonction test v elle satisfait les
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inégalités d’entropie :
// (E(u)ve + F(u)vy )dzdt + / E(ug(z))v(z,0)dz >0
Q R

Auparavant, une solution faible u était réversible car la fonction wy(z,t) = u(—=z,s — t) était
aussi solution faible de I’équation (3.10). Les inégalités entropiques changent de sens quand on
passe de u & uq, ce qui permet de faire le tri dans les solutions obtenues.

Dans le cas des équations scalaires, le théoréme de Kruzkhov montre que le probléme de Cauchy
est bien posé dans la classe des solutions entropiques.
Soit I'équation (3.9). Sous les hypothéses suivantes :

- la condition initiale ug est une fonction bornée;

- f et g sont réguliéres;

- la différence g — div, f est uniformément bornée par rapport & z;
Kruzkhov montre alors qu’il existe une et une seule solution entropique & variations bornées
u € L®(Q)NC([0,T); LL . (R%)) a l'équation (3.9) [27].
Il est possible d’appliquer le théoréme de Kruzkhov aux équations de la granulosa, mais unique-
ment phase par phase. En effet, les fonctions vitesses gy et hy, correspondant a la fonction f du
théoréme de Kruzkhov, ne sont pas continues lors des transitions entre phases. Le théoréme de
Rankine-Hugoniot, permettant de prolonger les solutions par continuité le long de discontinuités
(qui dans notre cas sont les transitions entre chaque phase), ne peut s’appliquer dans ce cas car
les solutions obtenues par le méthode de Kruzkhov ne sont pas de classe C'!, condition nécessaire
pour appliquer le théoréme de Rankine-Hugoniot.

La discontinuité des coefficients de vitesses aux transitions entre chaque phase est donc limi-
tante pour appliquer le théoréme de Kruzkhov sur l'intégralité du domaine.

Nous nous intéressons alors aux résultats d’existence et d’unicité obtenus dans le cas des lois de
conservation a coefficients discontinus, et pour cela, nous nous plagons dans le cadre de O. Besson
et al., [2], qui montrent des résultats d’existence et d’unicité sur des EDP a vitesses discontinues
et bornées.

3.3 Construction d’une solution pour les équations de la granu-
losa

Dans ce paragraphe, nous allons construire une solution aux équations de la granulosa,
d’abord en boucle ouverte, puis en boucle fermée. I.’idée est de résoudre une succession de pro-
bléemes associés a des domaines élémentaires, puis d’utiliser les résultats d’existence de la trace de
la solution (valeur de la solution sur les frontiéres du domaine) obtenues dans |2]| pour prolonger
celle-ci sur l'intégralité du domaine.

Besson et Pousin étudient 'existence et I'unicité de solutions faibles pour des lois de conser-
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vation linéaires de la forme
Owu + divg (vu) = f

Soit Q C R, alors (x,t) € Q = Qx]0,7T|. Le vecteur vitesse v doit vérifier v € L®(Q)? et
div(v) € L>®(Q) et le terme source f doit vérifier f € L?(Q). Sous ces hypothéses O. Besson
montre alors que cette équation a une unique solution faible dans L?(Q) et son opérateur de
trace est continu dans L?(9Q) ot dQ représente la frontiére du domaine Q.

3.3.1 Existence et unicité en boucle ouverte

Dans un premier temps, nous travaillons en boucle ouverte et supposons que les termes de
controle ne dépendent pas de la solution mais sont des fonctions données du temps.

Il nous est alors possible d’effectuer un changement de variable afin de nous ramener a ’étude
d’une loi de conservation dont le second membre ne dépend pas de la solution.
On pose qﬁ’} = (;5’]2 exp (I(v,t)) défini sur Qi = {(a,7,t) € |kag, (k+ 1)az[x]0,00)x]0,T[ Vk € N}.
Soit Qg la frontiére du domaine Q.
Soit I(7,t) tel que

Al(v, 1) (v, 1)

—+h t = At 3.11

5 Thr(n:t) o (7:1) (3.11)
10.6) = 1(3,0) = 0

Nous avons hy € L®(Qy), div(hy) € L®(Qk) et A € L?(Qy). 11 existe donc, selon [2], une unique
solution I(v,t) dans L?(Qy) et sa trace est bien définie dans L?(0Qy,). Alors (;5’]2 vérifie

i + div(vpok) = 0 (3.12)

ot e '
95(t)

hi(7,t)

Nous remarquons que gf(t) > 0 pour a = kag et hy(vy,t) > 0 pour v = 0.

On note 9 = {(a,7) | @ = kas}. La frontiére entrante pour I'équation(3.12) est 9Qj = 9 U

{(a,v) | ¥ =0}x]0,T[. Les conditions aux frontiéres sont ¢'}|agg =T, (7,t) et qb’}(a,O,t) =0et

ol vy est le vecteur vitesse : vp =

la condition initiale est ‘?;I}|Qk = 00lQ,-

Comme vy € L®(Qg)?* et div(vs) € L®(Qy), d’aprés [2], il existe une unique solution q;’]i €
L?(Qg) et sa trace est bien définie dans L*(0Q¢, ) a condition que I'; € L?(9Q%) et ¢py €
L*(Qx).-

Finalement, nous pouvons résoudre le probléme Py suivant :

a9k | Dgr®)dh | Ohs(rt)eh

o T 7o T oy = —A(7, )¢
Pflogg =T, (7,1) (3.13)
¢%(a,0,t) =0

(;5]}((1’ Y, 0) = ¢f0‘9k
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qui permet de calculer qﬁ’} sur Qp et ') = ¢I}‘8Qg+1-

Nous pouvons a présent résoudre successivement les problémes P, o :
pour k=0, (v,t) =0¢€ L?(Qo) ;

pour k > 0, I'; (v,t) € L*(Qy) défini par :

{ T (1) = iy T () (1,8) € 10,7%[x)0, 7] .14
To(nt) =T (1) (1,1) € [7s,00)x]0, T '

Il est simple de voir que ¢; défini sur I'intégralité du domaine par ¢; = gb’} sur L2(Qy) Vk € N

est unique.

3.3.2 Existence et unicité en boucle fermée

Dans le cas de la boucle fermée, les termes de controle dépendent de l'intégrale de la
densité. Nous sommes dans le cas d’'une équation intégro-différentielle.
Nous nous ramenons au cas précédent de boucle ouverte, en considérant qu’il y a un retard dans
la dynamique des termes de controle. Nous tenons compte du fait que physiologiquement, la
FSH n’arrive pas immédiatement & 1’ovaire, mais seulement aprés une durée 7 (ce retard est déja
modélisé dans la formulation initiale de U, Eq(2.1)). On suppose qu’il y a également un retard 7,
pour que la maturité d’un follicule puisse modifier sa vascularisation et donc sa biodisponibilité

locale en FSH. Nous avons alors les dynamiques suivantes pour les termes de controle :

U S(M(g)(t — 1))
up = bp(M(ps)(t — 1)U

avec T > Tf.

Les conditions initiales sur les moments sont données sur l'intervalle [—7,0].

Ensuite, nous résolvons 'équation sur l'intervalle de temps [0, 7¢[, ce qui revient & résoudre une
équation en boucle ouverte ol les termes de controle sont donnés par les conditions initiales.
En réitérant l'opération sur chaque intervalle de temps [k7¢, (k + 1)7¢[ k € N, on résout une
succession d’équations en boucle ouverte. De cette maniére, on résout ’équation du systéme en
boucle fermée avec retards dans la dynamique des controles, pour l'intervalle de temps donné.

Il serait intéressant d’étudier l’existence du probléme en boucle fermée sans retards, en par-
ticulier en faisant tendre 7 vers zéro, ce qui serait physiologiquement plus correct. Ceci revient
a tester la robustesse du systéme aux retards.

Nous avons montré que notre modéle est bien posé, qu’il existe une unique solution au sys-
téme que nous étudions et nous avons proposé une méthode pour construire cette solution. Nous
nous intéressons & présent aux comportements possibles du modéle, et a ’étude de problémes de

controle.
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Chapitre 4

Comportement asymptotique en
réponse a un controle constant

Dans ce chapitre, nous utilisons la méthode des caractéristiques et la méthode des particules pour
déduire des propriétés du modéle. Nous nous intéressons en particulier aux actions des termes
de controéle sur les trajectoires des courbes caractéristiques et sur le comportement asymptotique
de la densité cellulaire et du nombre de cellules des follicules. Dans un premier temps, nous
présenterons la méthode des caractéristiques et la méthode des particules, et reformulerons le
modéle puis simulerons numériquement le systéme d’équations obtenu a 1’aide de ces méthodes.
Nous poursuivrons par 1’étude d’un probléme simplifié, dans lequel nous considérerons la trajec-
toire d’une courbe caractéristique, en réponse a un controle en boucle ouverte, en s’intéressant
plus particulierement aux actions du controle sur le sous-systéme régissant la position de la
courbe caractéristique sur le domaine spatial en age et maturité. Nous généraliserons enfin les
résultats obtenus & un ensemble de courbes caractéristiques pour conclure sur le comportement

asymptotique des follicules en fonction des contrbles constants appliqués.

4.1 Meéthode des caractéristiques, méthode des particules

4.1.1 Meéthode des caractéristiques

Les caractéristiques des EDP sont des courbes paramétrées, le long desquelles la solution de
I'EDP évolue selon une équation différentielle ordinaire. Dans le cas des équations de la granu-
losa, on définit un ensemble de ¢ = 1...n courbes caractéristiques, paramétrées en age, a.(t), en
maturité, v.(t), et le long desquelles évolue la densité cellulaire ¢¢.(t). On peut suivre 'évolution

de ces quantités par les équations suivantes [15] :
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de = gs(uy)
'Yc = hy(Ve,uy) (4.1)
qbfc = - (A('Yc’ U) + %) qbfc

Etant donnée la structure hybride du systéme, on a des dynamiques différentes pour chaque
phase :
En phase 1, Vk € N

v(CLC/‘YC) € ]kCLQ, ag + ka2[x]0778[
de = Tgf(bats + ga)
Ve = _Thf7c2 + Thf(cl'yc + C2)f(uf)

Gfe = — (Q(%) U}}‘:a;U — 27 fye + Thfclf(uf)) Pfe

En phase 2, Vk € N

v(aca 76) S ](11 + k‘(l2a (k + 1)&2[X]0,’}/S[

ae =1
'7%:0
qbfc:O

En phase 3, Vk € N

V(ae,ve.) € ]0,00)x]vs,00)
a. =1
Ye = —Thf’yf + Thf(01’Yc + CQ)f(Uf)
be = — (Q(%)U}r}w— — 2ThfYe + Thfclf(uf)) Pre

max

flup) =1 —exp(—ugs/a) (4.2)

Les conditions de passage entre chaque phase sont, Vk € N :
- pour T; tel que a.(T;) = a1 + kag et y(T;) < s :

ac(T;") = ac(T;)
’YC(T{F) = 7(T;)
Ore(T) = 7op(rup(T;) + g2)b5c(T;) (4.3)

- pour T; tel que a.(T;) = kag et y(T;) < s :

Tot(qrup(Ti) + g2)b7c(TF) = 2¢5(T)) (4.4)
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- pour T; tel que v.(T;) = s :

P5e(T;F) = ¢se(T7)

A partir des conditions initiales et en connaissant les termes de controle, il est donc possible pour
tout temps de connaitre I'évolution des courbes caractéristiques, ainsi que la valeur de la densité
cellulaire le long de la courbe, soit la solution de 'EDP.

La méthode des caractéristiques ne permet cependant pas de calculer 'opérateur de maturité (il
faudrait introduire une surface afin de calculer le moment (3.6) correspondant a la maturité) et
ne permet donc pas de résoudre le probléme en boucle fermée.

4.1.2 Meéthode des particules
4.1.2.1 Principe de la méthode des particules

La méthode des particules, pour une équation de transport, opére de la maniére suivante
[10] :
D’abord on approxime la condition initiale par une combinaison linéaire de masses de Dirac,
ensuite on suit I’évolution des particules et on calcule de maniére exacte la solution particulaire
(dans le sens des distributions). Enfin, pour des résolutions numériques, on cherche & approximer
la solution réelle a partir de la solution particulaire, en effectuant un produit de convolution
entre la solution particulaire et une fonction ¢.(z) telle que [ c(z) = 1.
La précision de 'approximation dépend, entre autres, du choix de la fonction de convolution.

On considére une EDP de transport sous forme conservative du type :

d
ou 0 d
- — (a; = 4.
5 + ;:1 oz, (aiuw) +apu =0, z € R (4.5)
On suppose que
a; € CORYx[0,T]) 0<i<d (4.6)
a; € L0, T;WHeRY) 1<i<d

dlely

= o o
0z ... 0xn"

ou W™P(Q) = {v € LP(Q); 0% € LP(Q), Ya € N? |a| < m}

Alors on peut approximer la solution u de ’équation (4.5) par un ensemble fini de N particules
[53] :
N
v(x,t) = Z AP ()0 (4

p=1
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oil les zP(t) sont les coordonnées spatiales des particules dans R?, et les aP(t) sont les poids des
particules.
Leur évolution temporelle est donnée par

AU
da;’t(t) = —ap(zP(t),t)aP(t)

et on initialise les aP(tg) tels que
N
Zap(to) = /ud:p
p=1

Dans le cas d’une équation de transport en 2D, une initialisation possible est de choisir la position
des N particules (P, yP) espacées de Az et Ay, et de découper le domaine computationnel en
un maillage rectangulaire uniforme tel que [7] :

On calcule alors

Les domaines D), vérifient pour tout temps
Di(t)y®---®Dn(t) =X

ol X est le domaine computationnel. La taille de ces domaines est obtenue en résolvant :

d

5| Pr(t)l = [Dp(t)]|div(a)

oua=(ag,...,a,) [7].

4.1.2.2 Application a la granulosa

Dans le cas des cellules de granulosa, on a I’équation

0y  Ogp(up)pr | Ohg(v,uf)os
ot * da + oy +

A, U)pr =0 (4.7)

On lui associe un systéme de N particules positionnées en (a?,~?) avec pour poids Mg (qui
correspond au nombre de cellules de granulosa associé a la particule). Pour chaque particule on
est ramené a étudier le systéme d’ODE

a? = g;(uy)
WP = hy(P, up) (4.8)
ME = —\(2,U)MZ
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D’apres [53], si les hypothéses (4.6) sont vérifiées, alors
N
V¢ continue a support compacte € R?  lim Z aPp(zP) — /gp(;ﬁfdad’y
N—oo o

Ainsi, sous les hypotheses (4.6), la solution particulaire converge uniformément vers la solution
¢ dans l'espace M(RR?) lorsque N tend vers I'infini.

Dans le cas des cellules de granulosa, les hypothéses (4.6) ne sont vérifiées qu’au sein de chaque
phase cellulaire, dans le cas d’un contréle boucle ouverte continu en fonction du temps.

Nous faisons cependant la conjecture que la solution particulaire converge vers ¢, également en
boucle fermée, et quelle que soit la forme du controle.

Nous sommes donc amenés a étudier le systéme particulaire suivant :
En phase 1, Vk € N

V(ap’,yp) € ]ka%al + k‘a2[><]0,%[
a? = 7or(grus + o)
VW= =1 (V)7 + Thp(c1y? + c2) f (uy)
Mg = —Q(y?) L=t M7
En phase 2, Vk € N

V(a?,4") € lai + kag, (k + 1)az[x]0,vs]

a? =1
fy'p:()
ME =0

En phase 3, Vk € N

V(a",~") € ]0,00)x]ys,00)
ab =1
VP = =P + Thp(ey? + c2) f(uy)
MY = —Q(y7) Y=t M

azxr
Umaa:

Les conditions de passage entre chaque phase proviennent de la conservation du flux entre la
phase 1 et la phase 2 ainsi qu’entre la phase 1 et la phase 3, et du doublement du flux entre la
phase 2 et la phase 1. Elles sont, Vk € N :

- pour T; tel que a?(T;) = a1 + kag et YP(T;) < s :

(T = a(T)
P = )

=
N
N
|
=
3
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- pour T; tel que a?(T;) = kag et YP(T;) < s :

- )
PTF) = ()
MYTY) = M)

o

En suivant 1’évolution des moments Mé) associés a chaque particule, nous pouvons obtenir le
nombre de cellules de granulosa dans un follicule

N
My = Z Mp
p=1

ainsi que la maturité globale d’un follicule

N
M= y"M}
p=1

Comme les équations de position des particules en (aP,vP) sont les mémes équations que pour les
courbes caractéristiques (ac,7.), la méthode des particules permet d’introduire les moments, M
associés & une particule que nous pouvons également associer & une trajectoire caractéristique :
Mo, = M. Ainsi, nous pouvons étudier le systéme :

dc = gg(ug)

Ye = (e, up)

¢}c = - (A('VC,U) + ?9%) Qbfc
Moe = =A(Ye, U) Moc

et suivre I’évolution, le long d’une caractéristique, de la densité cellulaire ¢. et du nombre de
cellules associé M.
Par la suite, nous parlerons de moment M. associé a une courbe caractéristique.

4.1.3 Simulation numérique du systéme discrétisé

Nous utilisons la méthode des particules pour simuler le processus de sélection des follicules
ovulatoires a partir du systéme discrétisé. Nous profitons de la méthode des caractéristiques
pour suivre ’évolution de la densité cellulaire sur les caractéristiques et connaitre la solution de
I’EDP initiale.

La résolution numérique des ODE utilise la routine ODE45 de Matlab basée sur la méthode de
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Paramétres Valeur nominale

U Unaz 0.15
Unin 0.075
c 1
m 5
by b1 0.054
b 3
bs 3
9s Tyf 1
g1 3.33
g2 0.5
hf Thf 0.7
c1 0.5946
c 0.1144
u 0.02
Q K 6
5 0.02
seuils al 1
en age as 2
seuil de maturité 0.3
seuils M 4.5
d’ovulation Mgy 2

TAB. 4.1 — Valeurs des paramétres

Runge-Kutta. Comme pour les lois de conservation, la résolution se fait de maniére explicite, le
calcul de la solution a l'instant ¢; se fait & I'aide des moments de l'instant t_q.

Les valeurs nominales (communes a toutes les simulations sauf mention contraire) des paramétres
utilisés se trouvent dans la Table 4.1. Nous avons simulé le processus de sélection entre deux
follicules, ou chacun est représenté par un ensemble de quatre particules, qui ont les mémes
conditions initiales, mais des sensibilités différentes au controle (voir la Table 4.2). La Figure 4.1
montre les résultats numériques. Dans ce cas, le follicule 1, le plus sensible au controle, profite
de Penvironnement hormonal et ovule, tandis que le follicule 2 subit I'atrésie.

Parameétres des vitesses  Conditions initiales

Thf Tof ac Ve Qe Mo
follicule 1 | 0.7 1 0.1 0.1 160 0.25
follicule 2 | 0.55 0.786 0.1 02 160 0.25

0.6 0.1 160 0.25
0.6 0.2 160 0.25

TaB. 4.2 Conditions initiales et paramétres spécifiques des vitesses pour chaque follicule
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age maturity x 10* cell density
20 1 15
10
10 0.5
5
0 0 0
0 10 20 ] 10 20 0 10 20
cell number global maturity local maturity
10 6 6
4 4
5
2 2
0 0 0
0 10 20 0 10 20 0 10 20
global control local control
0.15 0.2

0.1

=)
i
@

F1G. 4.1 — Processus de sélection entre deux follicules. Les lignes bleues correspondent au follicule
1 et les vertes au follicule 2. On remarque en particulier le panel “cell number” représentant
I’évolution du nombre de cellules dans chaque follicule. Le follicule 1 ovule : ses cellules atteignent
un nombre constant en attendant l'ovulation et sa maturité dépasse le seuil d’ovulation Mg,
tandis que le follicule 2 subit 'atrésie : le nombre de ses cellules diminue et sa maturité n’atteint
pas le seuil d’ovulation.

Nous retrouvons des résultats comparables a ceux obtenus par simulation des lois de conserva-
tion (voir Figure 2.8). Nous pouvons également retomber sur les différents cas physiologiques et
pathologiques précédemment obtenus, en variant les sensibilités hypophysaires au rétro-controle
ovarien. La Figure 4.2 montre les effets d'une chute prématurée de FSH dans le cas d’une hypo-
physe trés sensible au rétro-controle, ce qui, dans ce cas, provoque l'atrésie des deux follicules.
La Figure 4.3 montre les effets d'une chute tardive de FSH dans le cas d'une hypophyse peu
sensible au rétro-controle, ce qui permet aux deux follicules d’ovuler.

La simulation numérique du systéme d’ODE pour quatre particules reproduit bien le comporte-
ment du modeéle (trajectoires d’ovulation ou d’atrésie), obtenu précédemment avec la simulation
des lois de conservation. Cependant, I'approximation de la répartition des cellules de granulosa
par quatre particules est trés grossiére. L’évolution des moments (nombre de cellules et maturité
globale des follicules) est irréguliére, a cause du synchronisme des cellules, concentrées en quatre
particules, et qui subissent la mitose en méme temps. Pour retrouver avec précision la dynamique
obtenue avec les lois de conservation, il est nécessaire d’approximer la répartition des cellules de
granulosa par un grand nombre de particules.

L’étude de la trajectoire d'une particule le long des équations caractéristiques reste intéressante
car elle permet de tirer certaines propriétés du modéle, en ce qui concerne son controle ainsi que
son comportement asymptotique.
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age maturity 4 10° cell density age maturity x10° cell density
15 0.4 6 20 1 6
10 0.3 4 4
10 05
5 02 2 ‘ﬁﬁ //f 2
0 0.1 0 0 0 0
0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20
cell number global maturity local maturity cell number global maturity local maturity
15 6 3 10 15 6
10 4 2 \( 10 4 /
5
5M z/f/w 1 5/ 2 i
0 0 ) 0 )
0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20
global control local control global control local control
0.15 0.03 0.2 0.2
\L\'\W 0.02 \ 0.15
01 | 01
0.01 \J mi /}
0.05 0 0.05 )
0 10 20 0 10 20 0 10 20 0 10 20
Fia. 4.2 Chute prématurée de FSH. Les Fia. 4.3 Chute tardive de FSH. Les deux
deux follicules subissent 'atrésie follicules ovulent.

4.2 Actions du contréle sur la trajectoire d’une particule

Les trajectoires des caractéristiques sont de la forme :

dc = gf(uy) (4.9)
Ve = hf('}/c,uf) (410)
o1 = - (Mow 0+ PaJets)) (.11

Il est intéressant de noter que seul le controle local uy agit sur les variables d’age et de maturité.
Les deux termes de controle uy et U agissent sur la valeur de ¢y, mais seul le controle global U
régit I'intensité des pertes.

L’un des résultats principaux qu’a soulevé le modéle de sélection des follicules ovulatoires est
la notion de zone de vulnérabilité. Il s’agit de la zone dans laquelle les cellules de granulosa
sont vulnérables a ’apoptose. Le confinement des cellules d'un follicule dans cette zone explique,
dans notre modéle, 'atrésie du follicule. Inversement, la traversée rapide de cette zone épargne
au follicule ovulatoire une apoptose massive.

Nous pouvons porter notre attention sur le sous-systéme (X1), composé des équations (4.9-4.10),
qui décrit la position des caractéristiques sur le domaine spatial pour étudier quels termes de
controle ménent les caractéristiques dans la zone de vulnérabilité.

4.2.1 Accessibilité du sous-systéme

Un systéme est dit accessible si chaque état peut étre atteint par tout état initial. Nous étudions
I’accessibilité du sous-systéme (X1). Pour cela, nous calculons la dimension de 'algébre de Lie
qui lui est associée. Si celle-ci est de 2 (dimension de I'état), alors d’aprés le théoréme de Chow-
Rashevskii [24], le systéme est accessible.
On a un systéme de la forme

& =vs(z,u)
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avec T = (ac,7:)! et vy = (gr(uy), hy(ye,up))T. On cherche la dimension de I'algebre de Lie

vr, [vr(x,u),ve(x,v)]}, ou u et v sont des termes de controle fixés avec u # v et :
[ 1Vf f

s ) g, 0)] = L8y g ) - D,

La fonction vy doit étre continue pour étre dans les conditions du théoréme de Chow-Rashevskii.
Nous étudions donc ’accessibilité du sous-systéme au sein de chaque phase.
Dans la phase 1, V(a,v) €]kas, kas + a1[x]0,vs[ Vk € N on a :

dve(z,u 0 0 ‘
#Uf(l‘,v) = (O M ) ( hj“g(f')sw)v) )

e

0
= Oh ¢ (Ve u
( P (e, v) )

dvs(z,v) 0

————vp(z,u) = | ohp(rew
Y ( Py (e, )

dvs(z,v) dvg(x,u) 0

dot  ——vp(w,u) — ———vp(2,0) = | Ohp(rew Oh t (Yesu
dx f dx ! %hf(’}’c, u) - %hf(’)/c, 'l))
Avec hf(ve,u) = —Thf’}’c2 + Thy(c1ve + c2) f(u)
Oh (Ve u

et % = —ZThf7c+Thf01f(U)

on a [vy(z,u),vs(z,v)] =

0
( 27—}%f’7c(01’7c +e2)[f(v) = flu)] + Tf%f%%l [f(u) = f(v)] )

0
- ( (12 22er + 27 ) £ () — £ () )
Comme f est la fonction bijective définie en (4.2), ce dernier vecteur n’est jamais nul pour u # v,

sauf pour v, = 0.
Ainsi, dans la phase 1 on a :

gy(u) #0 0
vy, [vp(z,u),vp(x,v = )
vt} { ( e )\ e +2ri e F0) - s
Alors V(a,~. # 0) la dimension de cette algébre est 2.
Dans la phase 2, V(a,7) €]kas + a1, (k + 1)a2[x]0,~vs[ Vk € Non a :
1

(v, [og (@, ) vp (o))} =

La dimension de cette algébre est 1.

Dans la phase 3 V(a,~) €]0, 00[x]7s,00[ on a

; 0
foprlestresell) = {< g (e, ) ) | ( (Thpreer + 27 pveca) [ (v) = f(w)] )}
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Alors V(ac, v. # 0) la dimension de cette algébre est 2.

Nous voyons qu’en phase 2 1’algébre de Lie n’est pas de dimension 2, ce qui est attendu car
cette phase n’est pas controlée. Elle introduit un retard dans la dynamique des cellules de gra-
nulosa. En revanche, dans les phases 1 et 3, l'algébre de Lie est de dimension 2. Il est donc
possible, a partir de tout point & l'intérieur d’'une de ces phases, d’atteindre tout autre point
dans ces phases. Cependant, cette propriété d’accessibilité ne tient pas compte de I'irréversibilité
du temps, et certains points ne sont atteignables qu’avec des temps négatifs (des trajectoires qui

"rajeunissent") ce qui est physiquement impossible.

Le retard introduit par la phase 2 dans la dynamique du systéme implique que le temps néces-
saire pour atteindre une zone du domaine ne peut étre totalement controlé mais il est évaluable,
puisque nous connaissons la valeur du retard.

La propriété d’accessibilité est obtenue individuellement sur les domaines ouverts de chaque
phase. Pour obtenir la propriété d’accessibilité sur 'intégralité du domaine, il faut montrer que
les couples (a, ) qui se situent sur la frontiére de chacune des phases ont une trajectoire qui les
fait entrer dans le domaine. Ceci est immédiat pour la frontiére en a. = a; entre les phases 1
et 2 comme la vitesse gy est strictement positive, la variable a atteint obligatoirement les seuils
d’age de changement de phase. Entre la phase 1 et 3, il suffit d’appliquer un contréle uy tel que
hy(7vs,ur) # 0 et le couple (a,~y) entre dans le domaine d'une des phases. Le systéme est donc
accessible sur l'intégralité du domaine.

Il est alors possible de contréler les caractéristiques afin de mener une particule dans la zone
de vulnérabilité a ’apoptose, ou bien au contraire lui permettre d’en réchapper. Le paragraphe
suivant discute de la valeur de la maturité atteinte en fonction des termes de controle appliqués.

4.2.2 Maturité asymptotique en fonction du controéle

La zone de vulnérabilité a 'apoptose est délimitée par un intervalle en maturité, [y, v2] comme
on peut le voir sur la Figure 4.4. La valeur de la maturité d’une caractéristique en réponse a
un controle détermine sa position, dans ou en dehors de la zone de vulnérabilité. Nous pouvons
étudier la valeur asymptotique de la variable de maturité, en réponse a une valeur de controle.

Dans la phase 2, la maturité reste constante.

Dans les phases 1 et 3, on a la fonction :

Ve = _Thf'}/g + Thf(cl'yc + C2)f(uf) (4'12)
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y3

v2
Ys
A R ———— .
1 2 : <—— ZONE DE VULNERABILITE

ZONE DE VULNERABILITE

o 002 004 006 0.08 01 012 014 016

ufl: uf2 u

ufs

Fia. 4.4  Zone de vulnérabilité a I'apoptose. Correspondance entre le domaine spatial et le

controle de la maturité asymptotique

La variable v, est a 1’équilibre pour

de

dt 0

= -2+ (a7 +c2)f(uf) =0
= =+ crf(up)re+ caf(up) =0

Soit A = [e f(uy)]? + deaf(ug) > 0.
Il y a deux racines :

1 f(uy) + VA -
2

c1f(ug) = VA

5 <0

Yr(up) = 0 waluy) =

On ne s’intéresse qu’aux valeurs positives donc a 7.

Le linéarisé en ~, de % vaut :

—2Th Y + Thfclf(uf) = —Thf\/z <0

Le point d’équilibre en ~, est donc un point d’équilibre asymptotiquement stable [21]. Ainsi,
pour une valeur donnée du controle uy, . tend vers son état d’équilibre 7, (uy).
La Figure 4.4 a droite représente la valeur de «, en fonction de uy. Les valeurs des controles u sy
et uyp correspondant aux bornes de la zone de vulnérabilité v; et 7o ainsi que u s correspondant
a s sont également représentées, avec

%

fugi) o One uf uln( flugi))

On montre également qu’il existe une valeur maximale de maturité asymptotique. En effet,
pour tout uy positif, f(uy) = 1 — exp (_Tuf) est une fonction croissante bornée de uy, et
limy, ;400 f(uy) =1 donc la valeur asymptotique maximale de ~, est :

c1+ \/C% + 4co
2

Yrmax =
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4.3 Comportements asymptotiques pour un contrdle constant

En appliquant un controéle constant, nous pouvons suivre exactement la trajectoire de la courbe
caractéristique et connaitre la valeur de la maturité asymptotique atteinte, en fonction de la
valeur du controle. Nous pouvons alors déduire le comportement asymptotique de la particule
considérée. Nous nous intéressons particuliérement au comportement asymptotique de la den-
sité cellulaire, qui est la solution des lois de conservation du modéle, ainsi qu’au comportement
asymptotique du nombre de cellules, qui est une donnée observable sur le plan physiologique.
Dans le cas o I'ovulation est déclenchée, les équations du modéles sont valides pendant un temps
fini. L’étude du comportement asymptotique (donc du comportement du systéme pour un temps
infini) est cependant intéressante, car le comportement transitoire du systéme peut étre rapide
(selon la valeur de la constante de temps 75,¢) et le systéme peut étre proche de son comportement
asymptotique avant le déclenchement de ’ovulation.

Le modéle donne lieu & plusieurs comportements possibles, selon la position asymptotique des
caractéristiques sur le domaine. On peut constater selon les cas, des situations de convergence,
de divergence ou bien des oscillations pour la densité cellulaire ou le nombre de cellules.

Nous illustrons ces différentes situations en étudiant la trajectoire d’'une particule, en réponse a
des controles U et uy donnés et constants. Les caractéristiques d’'un méme follicule sont toutes
soumises au méme controle uy et ont toutes le méme comportement asymptotique, il est donc
possible de généraliser les résultats obtenus pour une particule a toutes les particules d'un folli-

cule.

On étudie le comportement asymptotique d’une particule en fonction de la position de sa maturité
asymptotique sur le domaine spatial. On peut distinguer quatre zones du domaine représentées

ZONE 1
ZONE 2 ZONE DE VULNERABILITE
ZONE 3

e e o
ZONE 4

FiG. 4.5 — Différentes zones de maturité asymptotique.

sur la Figure 4.5 et qui correspondent aux quatre situations suivantes :
Soit uy > uyrs. On se trouve dans la zone 1 du domaine.
Dans ce cas, 3T / 7.(T) > v2 et pour t > T, Q(v.) = 0 donc A = 0.
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CHAPITRE 4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE EN REPONSE A UN CONTROLE CONSTANT

On a donc (voir Egs. (4.1,4.8)) :

Vi >T, ¢fc(t) = ¢fc(T) exp <_/ 8hf d3> et MOc(t) = MOC(T)

T OV
Comme % = =277 + Thrcif(uy), est une fonction décroissante de 7., on montre
ci-aprés qu’il existe T tel que Vi > T3 Z—:ﬁc < 0.
En effet,
Oh cif(u cif(up) + VA
V/Yc / = 0 pour Ypyl = ( f) < ( f) =

870 2 B 2 "
—dI7 >T | ")/C(Tl) > Ynul

Ohy
t>T t 4.13
:>\7>18%()<o (4.13)
Alors
t Ohy
vt > Ty Gfe(t) = dpc(Th) exp —/ 5 ds
T ’yC
et donc

tl}Eloo ¢fc(t) = +o00 et tl}I-Eloo Moc(t) = MOC(T)

Cet exemple est illustré sur la Figure 4.6. Sur cette trajectoire particulaire, on constate
que la densité cellulaire diverge (elle se concentre ponctuellement en +,), tandis que le
nombre de cellules de granulosa atteint un état d’équilibre. La valeur finale du nombre
de cellules dépend des pertes subies lors de la traversée de la zone de vulnérabilité, et
donc du contréle U.

age maturity
40 05

30 0.4

20 0.3

10 0.2

0.1
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

x10° cell density cell number

U=0.145
3 3 uf=0.012

F1G. 4.6 uy > upo donc 7, > 2. Le nombre de cellules de granulosa atteint un état d’équilibre,
tandis que la densité cellulaire diverge.

Soit ups <uyp < upg. On se trouve sur la zone 2 du domaine.
Dans ce cas, les cellules sont sorties du cycle cellulaire, mais le controle uy les maintient
dans la zone de vulnérabilité. Dans le cas ou le terme de perte A est positif (il suffit que

U < Upaz), le nombre de cellules de granulosa diminue jusqu’a s’annuler :

VU < Upaz, N> 0= lim M. (t) =0
t—-4o00
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Quant a la densité cellulaire ¢y, elle vérifie

t
92T, 6lt) = b ewp (- [ At + 5ok

pour T tel que 7.(T') > ~s.
Pour une valeur de contréle u; donnée et en fonction des valeurs des parametres utilisés,
nous distinguons trois situations différentes selon la valeur de U :

- soit

i ahf Umar - U

1 A U 0 e O ., )

t—g—noo (e, U) + 0Ye < () U ThfYr + Thfclf(uf) <
Qyr) —2
— Unax (/YT) ThfYr + Thfclf(Uf) U
Q('Yr)
dans ce cas
tl}inoo Gfc(t) = +oo et tl}?raoo My(t) = 0;

- soit

Q(vr) = 27npve + Thper f(uy)

U < Umax
Q)

dans ce cas limy_, oo M6, U) + g% >0 et

li LB =0 et lim Mo(t) = 0
i 07e(6) =0 et lim Moe($) =0

t—
- soit

Q(vr) = 27npye + Thper f(uy)
Q(’Yr)

U= Umax

dans ce cas limy_ o0 A7, U) + % =0et

tlgrnoo brc(t) = constante et tl}?oo Mo.(t) = 0.

Ces trois situations sont illustrées sur la Figure 4.7.

— Soit upy <uy < ugps. On se trouve sur la zone 3 du domaine.
Dans ce cas, les cellules sont a la fois dans le cycle cellulaire et dans la zone de vulnéra-
bilité.
On a les évolutions récurrentes suivantes :
soit T | v(T) = 7.
soit Ty | ac(Ty) = kag Vk € N
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Fia.

cell density cell number cel density cell number cell density cell number

U=0145 =) U=0129
10,0082 2500 s 11=0.0082 ut=t

=0.0082
6000) 3|
2000
1500] 1 4000) 2
1000]
05 2000) 1
500

4.7 ups < up < uypp done vy < 7, < ¥, Situations de divergence, de convergence et de
stabilité de la densité cellulaire pour un nombre de cellules de granulosa qui tend vers zéro.

alors on a
VTk >T
b5e(TF) = 5ty bre(Th)
Gfe(Ti1) = (T} ) exp <_ ka+1 A4 ahfd >
Moo(T}) = 2Mo.(T},)
MOC(Tk-i-l) = MOC(T]:’_)eXp <_ f k+1 )\d >
¢fc(Tk+l) ¢fc(Tk)gf(uf) exp <_ ka+1 A +9 Ohy dS)
<

Moe(Tyi1) = 2Mo.(T},) exp (— f L1 )\d8>

Le comportement asymptotique de My, dépend de l'équilibre entre les pertes subies
dans la zone de vulnérabilité (exp | — ka“ Ads |), et les gains diis a la mitose (2). Le

comportement asymptotique de ¢, depend lui de I’équilibre entre la somme des pertes
subies dans la zone de vulnérabilité et la concentration du support en ~, d'un coté

(exp (— ka“ A g Ot ds)), et le gain subi au passage de la mitose de l'autre (ﬁ)

Pour un controle local uy fixé, en fonction de la valeur du controle U, et de la valeur des

paramétres du modele on peut alors avoir les comportements asymptotiques suivants :
Soit

Tyt oh 9 Tyt
exp / At —Lds| > = et exp / Ads | > 2
T e gr TF

alors

li =0 et lim Mp.(t)=0
i frelt) =0 et lim Moc(t)
Dans ce cas, la somme des pertes et du terme de concentration gLyf I'emporte sur le
passage de la mitose pour la densité cellulaire et les pertes I’emportent sur la mitose
pour le nombre de cellules de granulosa.
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Soit

Trt1 oh 9 Trt1
exp / A+ Tis| < = et exp / Ads | <2
T e gr T

k

alors
h+moo Gre(t) = +oo et tl}—lgloo Mo.(t) = +o0

t—

La mitose ’emporte sur la somme des pertes et de la concentration du support pour la
densité cellulaire et sur les pertes pour le nombre de cellules de granulosa.

Soit

alors

tl}inoo Grc(t) = +oo et tl}inoo Mo:(t) =0

On retrouve le cas ou malgré les pertes qui font tendre le nombre de cellules de granu-
losa vers zéro, la densité cellulaire diverge, a cause de la concentration du support qui

Iemporte sur A dans l'eq.(4.11).

Thi1 h Tht1
exp / A+ 0 Las ) < 2 et exp / Ads | = (4.14)
T+ e a5 T+

k

Soit

alors limy— o @c(t) = +00 et Mo (t) oscille.
Dans ce cas, les pertes sont exactement compensées par la mitose, le nombre de cellules
de granulosa oscille entre sa valeur maximale aprés mitose, et sa valeur minimale a la

fin de la phase 1, aprés avoir subi les pertes.

Trt1 oh ) Trt1
exp / A+ =Lds | =2 et exp / Ads | > 2 (4.15)
Tr NMe gf T

k k

Soit

alors ¢ (t) oscille et limy—, 1o Mo.(t) = 0.
Dans ce cas, le terme A + % est compensé par la mitose, et la densité cellulaire oscille
entre sa valeur aprés mitose, et sa valeur a la fin de la phase 1.

Ces différentes situations sont représentées sur la Figure 4.8. Toutes les combinaisons de
comportements ne sont pas possibles. Ainsi, les cas suivants n’existent pas :

tligrn Grc(t) =0 et Mo(t) oscille (4.16)
— T 00
Gre(t) oscille et lim Mo.(t) = +oo (4.17)
t—-4o00
tEI-l-noo brc(t) =0 et tEI-l-noo Moc(t) = +o0 (4.18)
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age maturity age maturity age

maturity

20 w4 o 20 a0 El o 20 a0 0

x10° cel density cell number

U=015
1500] 11=0.0065

x10 cell density cell number

U=0115
20 u1=0,0065)

5
4
3 20
2|

10
1

o 0 220 w4 o 0 220 w4 o 20 a0 El

maturity

o 0 4 & 80 ] 0 40 & 8

X10° cel density cell number

20 U=0101
u=0.0065

05 U=0122
u=0.0065

FI1G. 4.8 wup <uy < wupgdoncy; <y, <. Situations de convergence, divergence et oscillations
de la densité cellulaire et du nombre de cellules de granulosa.

En effet, dans le cas (4.16) :

soit [ = Tj41 — Tj, = constante (car uy est constant).
alors

Tyt
lim Mo.(t) = oscillations <= exp / Ads | =2
t—+o00 le—

Umam - U
= Qp)TE— =(2)

Cette derniére relation détermine la seule valeur de U permettant un comportement
asymptotique oscillatoire de My.. Nous avons déja exhibé le seul cas (cas (4.14)) per-
mettant ce comportement donc cette valeur de U permet uniquement le comportement
asymptotique limy_ 4o ¢ (t) = +o0.

De la méme maniére, on montre que le cas (4.17) n’est pas possible et la seule situation
permettant d’obtenir des oscillations avec ¢y, est le cas (4.15).

Quant au cas (4.18), si

tlgi-noo ¢fc(t) - 0
T Oh 2
= exp / A+ —Las| > =
le 870 gf
oh , 1.2
g Pl 1y 2
870 l gf
Ohy _
Sachant que 3T |VT, > T o < 0 (voir Eq.(4.13))
Ve
= A>0 VI, >T
donc on a obligatoirement lim Mp.(t) = 0
t—-+4o00
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— Soit uy < uypp. On se trouve sur la zone 4 du domaine.
Les cellules restent alors dans le cycle cellulaire, mais en dehors de la zone de vulnéra-
bilité. Il n’y a aucune perte, et la mitose fait diverger le nombre de cellules et la densité
cellulaire a la fin de chaque cycle cellulaire. On a donc :

lim qbfc(t) = +00 lim MO(t)(¢fc) = +00,

t——+o00 t——+o00

comme on peut le voir sur la Figure 4.9.

age maturity

25 0.2
20 0.18
15 0.16

5 0.12

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

x10° cell density cell number

8
6000 uf=0.0044
6
4000
4
2 2000
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

F1G. 4.9 uy < wuyp donc vy, < 7yq. Situation de divergence de la densité cellulaire et du nombre
de cellules de granulosa.

4.4 Etude des trajectoires folliculaires en réponse & un controéle
constant

Dans le cadre de 1'étude asymptotique menée ci-dessus, les résultats obtenus pour une par-
ticule le long d’une caractéristique sont généralisables & un ensemble de particules représentant
un follicule. En effet, les mémes termes de controle uy et U sont appliqués a ’ensemble des cellules
de granulosa dun follicule, qui pour une méme valeur de controle uy, atteignent asymptotique-
ment la méme zone du domaine. Il est donc possible de prédire les trajectoires folliculaires en
fonction de la combinaison des controles U et uy, en étudiant I’évolution du nombre de cellules
du follicule (somme des moments M. associés a chaque caractéristique).

4.4.1 Caractérisation de ’ovulation d’un follicule

Physiologiquement, nous savons qu’un follicule ovule lorsque ses cellules de granulosa sont
en nombre suffisant, et que la plupart d’entre elles sont différenciées, et ont acquis des récepteurs
a LH. Le follicule est alors prét a ovuler avec un nombre de cellules globalement constant. Pour
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décrire ce phénomeéne et permettre de caractériser 1’ovulation d’un follicule, nous proposons
plusieurs formulations :
— Un follicule ovule si

M (64)(T) = /0 /0 2o 5(a, v, t)dady > My

Cette écriture compte la contribution de toutes les cellules pour caractériser la maturité
du follicule. Elle ne permet cependant pas d’éliminer le cas des follicules qui auraient
beaucoup de cellules trés peu matures et dont la maturité M;(¢y) dépasserait le seuil
alors que les cellules n’auraient pas acquis de récepteurs a LH.

— Un follicule ovule si

o

Ma(6)(T) = /

YLH

/ Y9s(a,y,t)dady > Mgy
0

En introduisant une borne yrg et un autre seuil Mo, nous pourrions caractériser un
follicule ovulatoire par la quantité de cellules ayant acquis des récepteurs a LH (cellules
dont la maturité a dépassé la borne v 7). Cependant, cela impose de déterminer un seuil
en maturité a partir duquel les cellules acquiérent obligatoirement des récepteurs a LH,
seuil qui est difficile & positionner physiologiquement. Cela impose également de ne tenir
compte dans 'ovulation d’un follicule que de la contribution des cellules qui ont acquis
des récepteurs & LH. Cette expression est celle que nous avons utilisée jusqu’a présent.

— Au lieu de poser le critére d’ovulation sur la maturité, nous pouvons 'appliquer direc-
tement au nombre de cellules :

1" [ ver(a, v, t)dady S
fooo fooo d¢(a,~,t)dady seut

Nous écrivons que le nombre de cellules de granulosa doit atteindre un seuil Mgs sachant

|| ostantydady = by et
0 0

que la maturité moyenne du follicule doit elle méme dépasser un seuil. Cela permet de
tenir compte de la contribution de toutes les cellules mais impose d’introduire plusieurs
seuils, dont nous ne connaissons pas la valeur.
Cette derniére formulation est utilisée dans le cas présent, ot nous pouvons calculer le nombre
asymptotique de cellules de granulosa pour un follicule, mais aussi connaitre la zone de maturité
asymptotique atteinte par les cellules.

4.4.2 Trajectoires ovulatoires, atrétiques et pathologiques

Nous nous intéressons a la trajectoire asymptotique d’un follicule dans le cas d'un controle
en boucle ouverte.

Dans le cas d'un controle local uy > ugs on a limy_.o Moc(t) = constante Ve donc

limy 00 > . Moc(t) = N = constante. La valeur de cette constante est déterminée par la valeur
du controle U, qui agit sur le taux de pertes subies par les celllules lors de la traversée de la zone
de vulnérabilité. La zone de maturité asymptotique atteinte est la zone de cellules différenciées.
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En fonction de la valeur de la constante N, nous pouvons obtenir soit une situation d’ovulation,
soit une situation ou le follicule est bloqué (la limite du nombre de cellules n’est pas nulle, mais
pas suffisamment grande pour que le follicule ovule) soit une situation d’atrésie, si les pertes lors
de la traversée de la zone de vulnérabilité ont été tres élevées.

Dans le cas d'un controle local ugs < uyp < uyrg, quelle que soit la valeur du controle U < Uyqg,
le follicule subit obligatoirement 'atrésie : lim 4 oo Moe = 0 Ve = limy_.o0 ) . Moc(t) = 0. En
fonction de la valeur de U et de la position dans la zone de vulnérabilité (lice a la fonction Q(v,)),
cette limite est atteinte plus ou moins rapidement.

Dans le cas d'un controle local uf; < up < wug, :

Soit limy—, 400 Moe = 0 Ve = limy_. Y . Moc(t) = 0 dans ce cas, le follicule subit I'atrésie.

Soit limy— 4 oo Mo = 00 Ve = limy—,o0 ) . Moc(t) = 00. Cette situation est de type pathologique
comme on peut en trouver dans les tumeurs cancéreuses, ou les cellules ne cessent de proliférer.
Soit limy_, 1 oo Mo = oscillations Vc. Le comportement asymptotique du nombre de cellules est
oscillatoire. En fonction des valeurs entre lesquelles oscille ce nombre, on peut obtenir une tra-
jectoire ovulatoire ou bien pathologique.

Dans le cas d'un controle local uy < uy1, le nombre de cellules de granulosa diverge et cette
situation est pathologique.

Au regard de ces résultats, il est possible de controler une trajectoire folliculaire qui aboutit
a Datrésie. Il suffit pour cela que toutes les particules se trouvent dans la zone de vulnérabilité,
en dehors du cycle cellulaire, avec des pertes suffisamment élevées. Une loi de commande en
boucle ouverte pour I'atrésie pourrait étre up, < up < ugg et U = Uy, comme on peut le voir

sur la Figure 4.10, qui représente I'atrésie d’un follicule ayant les conditions initiales de la Table
4.2.

age maturity

15 03 =
7 025f _ ’
10 pZ /
P 02

cell number

300t
2500
2000
1500
1000

500 U=0.005

uf=0.0082
15 20 0 5 10 15 20

F1G. 4.10 — Contréle de 'atrésie d’un follicule

En revanche, obtenir une trajectoire ovulatoire avec des termes de controle constants n’est pas
aussi évident. Nous savons qu’il faut uy > uypo. Afin d’éviter les pertes lors de la traversée de la
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zone de vulnérabilité, nous choisissons U = U,,,4,. Nous obtenons alors la trajectoire de la Figure
4.11.

age maturity

x10° cell density

Fi1G. 4.11  uy > ug, le nombre de cellules est trop faible pour que le follicule ovule.

Nous constatons que pour un controle constant wuy = Upqz, les cellules sortent rapidement du
cycle cellulaire et ne subissent pas assez de mitoses pour accumuler une masse cellulaire suffisante.
Leur capital prolifératif est trop faible pour leur permettre d’ovuler [9]. L’ovulation d’un follicule
dépend d’un compromis entre le nombre de mitoses subies par ses cellules (qui nécessite un
controle local suffisamment faible pour éviter la sortie de cycle), puis leur maturation passant
par leur sortie du cycle cellulaire (qui nécessite un controle local suffisamment élevé). Nous
proposons un contréole de ce type représenté sur la Figure 4.12.

age maturity

- uf=0.0065 switch uf=0.15
0
[ 5 10 15 20

x10° cell density cell number

15 6
1 4
05 2

FiG. 4.12 Situation d’ovulation avec un switch de la valeur de ug.
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4.4.3 Conclusion

Nous avons reformulé le modeéle a ’aide de la méthode des caractéristiques et la méthode
des particules. Cela nous a permis d’étudier en particulier la position des courbes caractéristiques
sur le domaine spatial, en réponse & des termes de controle constants. En fonction de la zone du
domaine atteinte asymptotiquement, le modéle peut produire divers comportements asympto-
tiques pour la densité cellulaire ainsi que le nombre de cellules de granulosa d'un follicule. Nous
avons donc exhibé différentes situations physiologiques et pathologiques, et avons présenté des
lois de controle permettant d’aboutir & ces situations. Nous ne pouvons cependant pas obtenir
I'ovulation d’un follicule & I'aide de termes de controle constants.

Dans le chapitre suivant, nous utilisons des outils de la théorie du controle pour caractériser
I'ovulation ou 'atrésie d’un follicule, avec des termes de controle variables.
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Chapitre 5

Etude de 'ovulation comme un
probléme d’atteignabilité

Les lois de conservation de la granulosa présentent la particularité d’étre controlées au
niveau des termes de vitesses. Nous ne connaissons pas de théorie du controle pour ce type
d’équations. Dans ce chapitre, nous caractérisons 'ovulation ou l'atrésie d'un follicule, par un
probléme d’atteignabilité décrit & 1’échelle cellulaire. Nous travaillons sur les caractéristiques des
lois de conservation, et supposons quun follicule ovule si ses variables d’état (age, maturité et
densité cellulaire) atteignent une cible.

La transposition du probléme de controéle d’EDP a un probléme de contréle sur les caractéristiques
(des ODE) permet de rentrer dans un cadre formel et d’appliquer des résultats existants de la
théorie du controle.

Nous résolvons ce probléme de controle en boucle ouverte. La théorie des “backwards reachable
sets” est utilisée pour définir les conditions initiales compatibles avec 'atteinte de I'ovulation ou

de I'atrésie, pour un ensemble de controles donnés.

5.1 Cibles pour les caractéristiques

La répartition des cellules de granulosa sur le domaine spatial en 4ge et en maturité, ainsi
que la valeur de la densité cellulaire en chacun des points du domaine, est représentative de
I’ovulation ou de I'atrésie d'un follicule, comme on peut le voir sur la Figure 5.1. Ainsi, on peut
caractériser I'ovulation d’un follicule ou son atrésie par ’atteinte, par ses caractéristiques, d'une
zone donnée de I'espace d’état (ac, e, P fe)-

Nous rappelons les équations caractéristiques des lois de conservation :

de = gf(uy)

Ye = hf (e, uy) c=1...n (5.1)
: Oh ¢ (Ye,u

¢fc = - <)‘(707 U) + %) ¢fc



5.2. BACKWARDS REACHABLE SETS

(1) attimet=10.9341 q(2) attimet=10.9341

Fi1G. 5.1 — Répartition de la densité cellulaire d’un follicule ovulatoire (a gauche) et d'un follicule
atrétique (a droite). L’axe horizontal représente ’age, 1’axe vertical la maturité, et la barre de
couleurs indique la valeur de la densité cellulaire.

ot g¢, hy et X sont définis dans les équations (3.2,3.3,3.4).
Le controle local uy agit sur la position des caractéristiques sur le domaine spatial & un instant

donné et U agit sur le terme de pertes A.

Les conditions de transmission entre chaque phase cellulaire proviennent de la conservation du
flux au passage de la phase 1 a la phase 2, et du doublement du flux entre la phase 2 et la phase
1 (eq.(3.14)) pour les lois de conservation. Ecrites sur les caractéristiques, elles sont continues
sur les variables a. et 7., et discontinues en ¢y selon :

-pour T; tel que : Vk € N a.(T;) = a1 + kaa 0 < 74.(T;) < s

G5e(T) = 1op(grup(Ty) + g2)b5e(T}) (5.2)
- pour T; tel que : Vk € N a.(T;) = kas 0 < ~(T;) < s
T (gru (T7) + 92)b5e(T;7) = 205(T;) (5.3)

Nous allons étudier les termes de controle permettant de mener toutes les caractéristiques d’un
follicule dans la cible de I'ovulation ou de I'atrésie. Nous étudions ce probléme en boucle ouverte,

et pour garder une cohérence physiologique, nous imposons la contrainte u; < U.

5.2 Backwards reachable sets

5.2.1 Lien avec les équations de Hamilton-Jacobi-Bellman

On suppose qu'un follicule ovule (ou subit I'atrésie) & un temps 7" si :
Ve=1...n, (ac(T),7(T), pfc(T)) € My( resp. € M,) oit M, représente la cible pour I'ovu-
lation et M, la cible pour 'atrésie. Nous portons notre attention sur le probléme “backwards”,
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et recherchons le backwards reachable set de M, (resp. M,), i.e. I'ensemble des états a partir
desquels il est possible d’atteindre M, (resp. M,), étant donnés les controles admissibles uy et U.

De tels problémes peuvent étre résolus dans le cadre de la théorie du contréle optimal. Considé-

rons la dynamique nonlinéaire continue :

T = f(t,x,u)
r e R" (5.4)
uelUCR™

Pour une fonction f Lipschitz continue, il existe une unique solution au probléme de Cauchy
associé a (5.4) pour tout wu(t).

Etant donné un ensemble cible M € R"™, le backwards reachable set W[r] = W (T,t1, M) a partir
du temps 7 jusqu'a l'instant ¢; est I’ensemble des états x € R™ pour chacun desquels il existe un
controle u(t) qui dirige le sytéme (5.4) de l'état z(7) = = a x(t1) € M [28|.

Soit
Vir,z) = muin{d2(:1:(t1),/\/l)|:1:(7') =z} (5.5)

oit d?(z,X) = min{(z — 2,z — 2)|z € X} est le carré de la fonction distance d(z, X) du point z
a 'ensemble X.

Alors la propriété suivante est vraie :
W (7, t1, M) = {x|V (7, z) = 0} (5.6)

L’idée est de trouver parmi tous les controles admissibles celui (ou ceux) qui peuvent diriger I’état
x dans 'ensemble cible M au temps t1, et donc de minimiser la fonction distance d?(z(t1), M)
en fonction du controle u. Chaque état qui vérifie d?(x(t1), M) = 0 est dans I'ensemble M au
temps ¢1.

L’équation (5.5) correspond a un probléme de contrdle optimal, qui peut étre résolu par les
équations “backwards” de Hamilton-Jacobi-Bellman [4] :

W+m£n{Vx.f(t,m,u)} =0 (5.7)
V(ty,z) = d*(x(ty, M)) (5.8)

ou Vo.f(t,x,u) est appelé Hamiltonien.

En effet, on peut trouver la démonstration donnée par exemple par Bryson et Ho [4] :

Pour un systéme d’équations & = f(x,u,t) avec pour conditions terminales [z (tf),tf] = 0, on
pose un probléme de controle optimal, pour lequel on définit la fonction cotit & partir d’un point
initial (z,t) : J = plz(ty), tf] + fttf L[z(7),u(r), r]dr. Cette expression tient compte d’'un cott
final p[x(ts),ts] ainsi que d’un cott intégral le long de la trajectoire fttf Llz(7),u(r), 7]dT.

On recherche le contréle optimal qui minimise la fonction cofit :

0 = min{y|x tf x(7),u(T), 7|dT
P(w.0) = min{ela(ty)ots]+ [ Ln(r).u(r).lar}
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avec la condition aux limites JO(z,t) = @[z (t),t] sur I'hypersurface [z (t),t] = 0.

On suppose que JO existe, est continue et que ses dérivées partielles dans l'espace (x,t) sont
continues. On montre alors que JO vérifie une équation de Hamilton-Jacobi-Bellman par la mé-
thode de programmation dynamique :

soit le systéme au point (x,t), auquel on applique un contrdle non optimal u(¢) pendant une
durée At. Le systéme arrive au point (x + f(z,u,t)At, t+ At). A partir de ce point et jusqu’a la
fin, on applique le contrble optimal. La fonction cotit vaut donc

TN, t) = T2 + f(2,u, t) At t + At) + Lz, u, t)At
Par définition du contréle optimal on a
IOz, t) < T (z,1)

L’égalité a lieu si on choisit le controle w(t) qui permet de minimiser le terme de droite de
I'inégalité dans l'intervalle de temps [t,t + At]. On a donc

JO(z,t) = min{J(x + f(x,u,t)At,t + At) + L(z,u,t)At}
u
En effectuant un développement en séries de Taylor autour du point (x,t), on obtient :
a0.J° a0.J°
JO(2,t) = min{J°(z,t) + o (@ )AL+ - At L, u, ) At}
u €T

En faisant tendre At vers 0 on obtient alors I’équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) :

a.J° a.J°

— in{L(z,u,t — ,u,t)} =0 5.9
o min{ (e, 1) + o [, 1)) 5.9)
On appelle Hamiltonien l'expression L(x,u,t) + %—‘ff(:r, u,t) = H(x, %—‘f, ).

Dans notre probléme d’atteignabilité, nous ne tenons pas compte du coiit intégral le long de
la trajectoire, 'important étant d’atteindre ’ensemble cible. On pose donc L(z,u,t) = 0.

Le backwards reachable set du systéme (5.4) au temps 7 peut donc étre calculé en résolvant
I’équation (5.7) avec la condition finale (5.8), puis en trouvant I’ensemble de niveau zéro (zéro-

level set) de la solution V(x,7) pour identifier les états qui vérifient I’équation (5.6).

5.2.2 Application aux cellules de granulosa
5.2.2.1 Unicité de la solution

On représente un follicule par un ensemble de n courbes caractéristiques, chacune ayant
trois variables d’état : I'dge, la maturité et la densité cellulaire. La dimension de 'espace d’état
est donc 3 x n. Le systéme (5.4) peut étre identifié avec

x=(a1(t),....,an(t);v1(t), e, W (t); df1(L), e, gbfn(t))T
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et pour chaque phase cellulaire ¢ = 1,2, 3, les dynamiques f; sont :

gr(uy)

gr(uy)
hy(y1,uy)
fi= : (5.10)
B (Y, uy)
K(’Yla ’Uf, U)¢f1

K(’an urf, U)Qbfl
ott les fonctions gy et hy sont définies dans les équations(3.2,3.3,3.4) et K(v.,us,U) est définie
par :

VE e N V(ae,v.) € lkag, kas+ a1[x[0,vs[ U [0,00) X [ys,00)

_ 8hf('707uf)
(FVC’uf’ vy = - <)‘(767 U)+ T)
Vk eN v(ac,'}/c) € [k(l2 +ay, (k‘ + 1)(12[>< [0, 'Ys[
(767uf7 U) = ln(2)¢fc (5.11)
(5.12)

Dans les phases 1 et 3, la fonction K (., uy,U) vérifie gb}c = K(Ve,uf,U)pse (voir Eq.(5.1)). Elle
differe de 'expression donnée en phase 2, car nous avons régularisé la variable ¢, afin d’éviter
les sauts (5.2) et (5.3) aux transitions entre les phases cellulaires. Les détails de la régularisation
qui ménent a cette dynamique sont donnés dans I’Annexe B.

Il existe un age maximal, a4, au-deld duquel toutes les cellules deviennent sénescentes et
meurent. On peut donc introduire un temps maximum 7}, tel que a(Thaz) = Gmaz (Tmaz
existe car @ > go > 0). Ainsi, il y a également une maturité maximale 7., et une densité
cellulaire ¢ fpq, atteignables pour ¢ € [0, Trnaq)-

La matrice Jacobienne associée a f; est :

0 --- 0 0 0 0 0
0O --- 0 0 0 0 0
Ohy(a1,v1,uy)
0 --- 0 =Ll 0 0 0
ofi = : . :
0 0 ahf(aé’b’;zmuf) 0
0K (a1,v1,u¢,U
0 %@1 0 K(ai,v1,uf,U)
0 ... 0 0 W‘% 0 o K(an, Yo, uy, U)

Comme toutes les variables sont bornées, la norme de la matrice Jacobienne l'est aussi, donc les
fonctions f; sont Lipschitz continues et il y a une unique solution z(t) par phase.
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5.2.2.2 Hamiltonien dans chaque phase cellulaire

Les équations de HJB sont obtenues aprés que les Hamiltoniens de chaque phase ont
été minimisés en fonction des termes de controle U et uy. Nous supposons que U est borné
U € [Unmin, Unaz)- Cette hypothése est naturelle car U représente le niveau de FSH plasmatique.
La forme multiplicative de us (Eq.(3.7)) implique que uy varie dans le méme intervalle que U
donc que w = {U,ur} € [Unin, Unaz) et up < U.

Pour chaque phase cellulaire, nous résolvons une équation de la forme

Vi+Hp = 0 (5.13)
V(ty,z) = d*(x(t, M))

ol M est ’ensemble cible,

Hy; = min, {(pT.fi(t, x, u))},

et p= DIV = (pa17 "'7pan7p’Y17 "'7p’yn7p¢f17 "'7p¢fn)T

Pour calculer le Hamiltonien, on effectue d’abord la minimisation en considérant U et uy comme
indépendants, puis I'on étudie, & 'aide des outils d’optimisation avec contraintes, les situations
ou les inégalités Ui < up < U < Upyge ne sont pas respectées.

Phasel

Dans la phase 1, le Hamiltonien est :

Hfl = Hluln{(prl(t,.’L‘,U))}
gf(uy)
gf(uy)
h’f(/)/la Uf)
pT.fl(t,.’L‘,U) = (pCLl?"'?plln’p’717"'?p'Yn’p(bfl?"'?p(bfn)'
hf(/)/na Uf)
— (A1, U) + Ohyg /o) ép1

— (Am, U) + Ohy/0vn) dyn
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n
pT-fl(ta €, ’LL) = Tgf92 Zpac + Thy Z(—’Yf + (Cl'Yc + C2))p%]
c=1 c=1
n n n
- Z Q)P fePos. + 2Thy Z%ébfcpqsfc — Thycl Z PfePo ;.

c=1 c=1 c=1

+ Tgfglzpac — exp(—uy/u) [Thfz (c17e + c2)py. — Thfclz¢fcpq5fc
c=1 c=1

+ U ZQ Ye)PfePos.)

c=1

Cette expression peut étre séparée en trois catégories de termes : ceux qui ne dépendent d’aucun
terme de controle, ceux qui dépendent de U et ceux qui dépendent de wuy.

En fonction de U, 'expression a minimiser est de la forme :

C x U

on C = < ZQ Ye ¢fcp¢fc> (5.14)

mar
c=1

Si C' > 0 alors Hyy est minimisé pour U = Upyy, sinon pour U = Upyag.

En fonction de uy, 'expression a minimiser est de la forme :

M(ug) = —A [exp <‘%fﬂ + Buy

avec

n n
A = 1y Z (c17Ve + €2)py. — ThiCH Z DfePoy. (5.15)
c=1 c=1

n
B = Tgf92 Zpac

La minimisation de M (uy) dépend du signe de A et de B. La Figure 5.2 montre les variations

de M(uys) pour les quatre combinaisons possibles.
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T
A>0,B>0
\ — — — A<0,B<0
15F A<0,B>0|
¢ — — A>0,B<0

I I I I I I I
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

Yg

F1G. 5.2 — Variations de M (uys) en fonction des signes de A et B (A = +£2 et B = +2).

L’é¢tude des variations de M (uy) conduit a la minimisation suivante :

.si  A>0and B>0ouA>0and B >0 alors M(uy) augmente donc us = Upin.

.si A< Oand B<0ouA<0and B <0 alors M(us) décroit donc uy = Uppgg.
—Bu

T

.si A< O0and B >0, M(uf) a un minimum global en wf,,;,, = —ln [

- 8t Upmin € [Umin, Umaz), alors up = wppmin,
- sinon si Uppin < Unin alors up = Upp,
- sinon si U fmin > Upaz alors up = Upgg.
.si A>0and B <0, M(uy) a un maximum global en ..
- 81 Ufmin € [Umin, Umaz);
alors si M (Upin) < M (Upag) alors up = Upin
sinon si M (Unin) > M(Unaz) alors uy = Upae
- sinon 8i U fmin < Upin alors up = Upag,

- sinon si Ugpmin > Unaz alors up = Upin.

Lorsque U = U,,,, toutes les contraintes sont automatiquement respectées.
Lorsque U = Upin, et up > Upin la contrainte uy < U est violée. Un tel cas arrive lorsque

C>0,A<0et B<O (5.16)
et peut arriver lorsque

C>0, A<0et B>0 (5.17)

C>0,A>0et B<O (5.18)

Dans ces cas, nous utilisons les outils d’optimisation avec contraintes. Nous prenons les contraintes
Unin < up < U < Upgge en compte en ajoutant des multiplieurs de Lagrange au Hamiltonien
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Hyy dans les cas (5.16,5.17,5.18), et obtenons le nouvel Hamiltonien :
u
Hy =T — Aexp (—Ef) + Buyg + CU + v1(ug — U) + v5(Upin, — ug) + v3(U — Upnaz)

ou T} contient tous les termes qui ne dépendent pas du controle.
Nous utilisons le théoréeme de Kuhn-Tucker (conditions d’optimalité sous contrainte) :

OH; __
Y
ol __
an - 0

Uf:UetI/1>O
up = Upin et v >0
U=Uaz €t 3 >0

et résolvons les systémes suivants selon les cas :

soit v1 et vy sont actifs (1 > 0,5 > 0) soit v et v3 sont actifs (v1 > 0,v3 > 0)

C—-1n1=0 C—-—1v14+v3=0
Aexp< >+B+I/1—I/2—O Aexp< >+B+I/1—O
UZUf U:uf
uf:Umm UfZUmax
soit seul vy est actif (11 > 0)
C—-—11=0
ilexp< )+B+I/1—0
U=uy

Dans le cas (5.16), C >0, A<0Oet B<O0
— quand 17 et v sont actifs, on a

=C>0
= C'+ B+ oxp (s ) in
1%] + —I-ueXp U donc y2>0<‘:>B+C>__eXp(_U£nzn)

quand v et v3 sont actifs, on a

V3 = —C+I/1
_ B Aexp (ZUnes) > 0
Y1 uexp( u )> don(‘l/3>0<:>B—|—C<—:eXp(—Umax)
Ur = Uma:c
U= Umaz
quand seul 4 est actif, on a
V= C>0
ur = —uln (—%)
U=uy

On peut vérifier que pour —% exp (%) <B+(C<-%£ exp (ﬂ) on a
Unmin < ur = U < Unaz
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Dans les cas (5.17) et (5.18), soit C >0, A<Oet B>00ouC >0, A>0et B<O0
— quand v et v, sont actifs, on a

r=0C>0
—C+B+ 4 (—_Ui"i”) .
v2 tEh g e u doncy2>0<:>B+C>—%exp(%)
U:Umin

— quand v et v3 sont actifs, on a

vy =—-C+Hvrv
s +A1 1 >0+ —B— 2exp (Fmar) >0
U1:—B—:exp( Umaz) 1;1 Z}L
I u donc U1>0<:>B<—iexp(_ g““”)
Uf = Umax
1 >0=rv3>0
U_Uma:c

— quand seul v est actif, on a

r1=0C>0
up = —uln (—%)
UZUf

On a donc les lois de controle suivantes :
Dans le cas (5.16)

A 7.
si B4+C>——exp <M> alors uy = U = Upin
u

A —Ymax
si B+C’<—:exp< U_ >alorsuf:U:Umax
U U

si —é exp <@> <B+C< —é exp <M> alors uy = U = —uln <—M>
U U U U A

S|

Dans les cas (5.17) et (5.18) :

alors uy = U = Upaz

A =U alors uy = —uln _(B+C)u
B> — 3 eXp (%) i

Phase 2

Cette phase n’est pas controlée, donc 'expression du Hamiltonien est immédiate

Hypy = Zpac+ln(2)zp¢fc¢fc
c=1 c=1
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Phase 3

[’expression du Hamiltonien en phase 3 est donnée par :
Hf3 = muin {(pr3(t7 xz, U))}

n
pT’f?)(taxau) - Zpac +Thf
c=1

c=1

D (2 + (e + 62))17%]

n n n
= > Q(e)bsePss. + 2Ths Y VebicPos. — ThCl D DfeDo.

c=1 c=1 c=1
n n
— exp(—uy/T) [Th £ (1Y + )py, — Thper Y ¢fcp¢fC]
c=1 c=1

U n
o O Qve)dreps,.)

c=1

En reprenant 'expression de C' de I'équation (5.14) et de A de I'équation Eq.(5.15) on obtient
la minimisation :

en fonction de U, si C' > 0 alors Hyg est minimisé¢ pour U = Upp, 51 C < 0 et U = Uy sinon.

En fonction de uy, 'expression de H 3 est minimisée pour uy = Ui si A > 0 et pour uy = Upyaqr
si A <O0.
Lorsque

C>0et A<O (5.19)

la contrainte uy < U n’est pas respectée.

Dans ce cas on introduit les multiplicateurs de Lagrange et on obtient le nouvel Hamiltonien
U
Hs =13 — Aexp (—Ef) +CU + Vl(uf — U) + I/g(uf — Umm) + I/3(U — Umax)

ou T3 contient tous les termes qui ne dépendent pas du controle.
On résout alors les systémes suivants selon les cas :
— quand v et v sont actifs on a

rn=0C0>0
=Cc+4 (-Tf) .
v2 TR\ doncyg>0<:>0>—%exp(%)

— quand v et v3 sont actifs on a

v3=—C+1v7 >0

v = —4exp (Flmaz) > 0
ur = Uma:c
U = Unax
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— La situation ou seul v est actif arriverait quand
{ C <~ exp (i)

~Fexp (L) <0

ce qui n’arrive jamais puisque A < 0.
La loi de controle dans le cas (5.19) est donc :

A —Unmi
si —:exp< mm) < Calors uf = U = Upn
T

Cette minimisation analytique permet d’écrire 'expression des Hamiltoniens dans chaque
phase cellulaire.

5.3 Reésultats numériques

5.3.1 Implémentation : “level set methods”

Deux grandes approches sont utilisées pour trouver des ensembles atteignables : I’approche
Eulerienne approxime les valeurs de la solution sur un maillage fixe, tandis que ’approche La-
grangienne suit les trajectoires des dynamiques. Dans les cas des backwards reachable sets, les
méthodes Euleriennes sont les plus appropriées, car elles tiennent compte de la présence de chocs
dans les équations de HIB [43].

Parmi les méthodes d'Euler disponibles pour calculer de maniére exacte les ensembles attei-
gnables, nous avons utilisé les “level set methods” pour résoudre I’équation (5.7). Ces algorithmes
permettent de simuler le mouvement de surfaces dynamiques, telles que ’ensemble de niveau zéro
des équations de HIB (ce qui correspond a la frontiére de ’ensemble atteignable) [42], avec une
trés haute précision (environ un dixiéme de 'espacement entre les points du maillage [43]).

De tels algorithmes sont implémentés dans la “Toolbox of Level Set Methods” !, (utilisée dans

Ienvironnement Matlab) qui peut étre utilisée pour résoudre, entre autres, des équations du
type :

DV (x,t) + H(z,DyV) =0
>

avec les contraintes DV (z,t) 0Oou V(z,t)>V(xt)

La dérivée temporelle, D,V est approximée par un schéma de Runge-Kutta, dont I'utilisateur

peut choisir la précision. La dérivée spatiale, D,V est approximée par un schéma de différences
nies. Le Hamiltonien T est approximé par un schéma de Lax-Friedrichs :

fi Le Hamilt , H(x,p), est é héma de Lax-Friedrich

. 3 T p 1 _
H(w,p*,p7) = Hiw, m—F) = SaT (0" —p7)

"http ://www.cs.ubc.ca/ mitchell/ToolboxLS/
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ou pT et p~ sont respectivement les approximations gauche et droite de p, et a est un coefficient
artificiel de dissipation ajouté pour éviter des oscillations dans la solution.

Bien que la Toolbox soit réalisée pour des problémes & conditions initiales, il est possible, dans
le cas de systémes autonomes, de résoudre des problémes & valeur finale en multipliant f dans
le systeme (5.4) par (-1) [42].

5.3.2 Reésultats de simulation

Le probléme initial est un probléme a 3xn dimensions ot n est le nombre de caractéristiques
considérées. Ce probléme n’est pas traitable d'un point de vue numérique. En effet, pour n > 2
et un nombre correct de points de maillage dans chaque dimension (~ 100) le nombre de points
(100%") est trop important, et nous nous heurtons a des problémes de mémoire. Nous avons donc
simulé le backwards reachable set d’une cible pour 'ovulation ou 'atrésie dans le cas d'une seule
caractéristique (ar,v1,¢f1)-

Nous avons résolu numériquement le probléme dans le cas non contraint, ot uy et U sont supposés
totalement indépendants. Le cas ot les contraintes sont considérées demande une grande précision
dans le maillage du domaine spatial qui encore une fois dépasse les capacités de mémoire de nos
machines.

Dans le cas des follicules ovulatoires, les frontiéres de la cible sont choisies de maniére a coincider
avec les intervalles d’age, de maturité et de densité cellulaire atteints par les caractéristiques du
follicule ovulatoire au moment de I'ovulation (& I'instant ¢ = 11 voir sur la Figure 5.1, & gauche).

La cible pour 'ovulation, M, est donc définie comme
M, = {(a1,71,051) € [10,12] x [10,11] x [4,6]} (5.20)

La différence dans la valeur de l'intervalle d’age dans la définition de la cible et sur la Figure 5.1
est due au domaine déroulé par rapport au domaine périodique utilisé pour effectuer la simula-
tion de la Figure 5.1. Elle correspond a la durée de deux cycles cellulaires.

La Figure 5.3 représente toutes les trajectoires qui permettent d’atteindre la cible pour 'ovula-
tion.

Le panel du haut de la Figure 5.3 montre la projection sur le plan (a;-71), des changements tem-
porels du backwards reachable set. Le temps ¢ = 0 est I'instant de 'ovulation, et nous pouvons
voir le carré représentant la projection de la cible M,. A l'instant ¢t = 4 la taille de I’ensemble
a augmenté, et il inclut tous les états permettant d’atteindre la cible en moins de 4 unités de
temps (2 unités de temps correspondent environ a la durée d'un cycle cellulaire). Le backwards
reachable set & I'instant ¢ = 11 représente I'ensemble des états qui nécessitent au maximum 11
unités de temps pour atteindre la cible pour 'ovulation. Nous avons choisi d’arréter la simula-
tion & cet instant, car le backwards reachable set contient alors les conditions initiales utilisées
pour la simulation représentée sur la Figure 5.1. La forme en "marches d’escalier" du backwards
reachable set est due a la dynamique des caractéristiques dans le cycle cellulaire : la maturité en
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Fic. 5.3 — Evolution dans le temps du backwards reachable set pour les follicules ovulatoires.
La figure du haut montre la projection de I’ensemble 3D sur le plan (a1-71), et la figure du bas
montre la projection de I’ensemble 3D sur le plan (ai-¢¢1).

phase 1 augmente avec I’age, et dans la phase 2, la maturité demeure inchangée tandis que ’age
augmente, ce qui donne la partie plate des marches d’escalier. Un exemple d'une marche peut
étre vue a l'instant t = 11, entre les dges a1 = 7 et a; = 8.

Le panel du bas de la Figure 5.3 montre la projection sur le plan (ai-¢¢1), des changements
temporels du backwards reachable set. Nous voyons également au temps t = 0 la projection de
I’ensemble cible M,. Au temps ¢t = 11, une grande partie du domaine age-densité cellulaire
permet d’atteindre la cible. A partir de 'age a1 = 9, la densité cellulaire doit obligatoirement
augmenter pour atteindre ’ensemble cible. Ceci est en accord avec la dynamique de la densité

cellulaire dans la phase 3.

Le backwards reachable set de M, contient quasiment l'intégralité du domaine spatial. 1l s’agit
d’une sur-approximation des conditions initiales qui permettent d’atteindre la cible. En ef-
fet, il ne contient pas seulement les trajectoires des caractéristiques du follicule ovulatoire,
mais aussi celles qui partent de conditions initiales qu’on ne rencontre pas dans des situa-
tions physiologiques. En se basant sur des connaissances biologiques, on peut donc sélectionner
a partir de I’ensemble sur-approximé, le sous-ensemble ayant une signification physiologique :
on suppose que les cellules sont initialement dans le cycle cellulaire, a leur premiére généra-
tion, donc le sous-ensemble de conditions initiales physiologiquement admissibles est défini par
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{(a1(to),71(to)) € [0,a2] x [0,7s]}. Ce sous-ensemble est délimité par la ligne blanche sur la
Figure 5.3.

La cible pour I'atrésie, M, est définie par les intervalles atteints par les caractéristiques du

follicule atrétique :

Mg = {(alv'yl’@bfl) € [8,10] x [3,4] x [2,4]} (5.21)

La Figure 5.4 représente toutes les trajectoires qui entrent dans la cible pour les follicules atré-

tiques.

Fi1aG. 5.4 — Evolution dans le temps du backwards reachable set pour des follicules atrétiques. La
figure du haut montre la projection de I’ensemble 3D set sur le plan (a;-7v1), la figure du bas

Y

montre la projection de I'ensemble 3D sur le plan (ai-¢ ).

Le panel du haut de la Figure 5.4 montre la projection sur le plan (a1-71), des changements tem-
porels du backwards reachable set pour l'atrésie. Certains états sont initialement dans le cycle
cellulaire, nous reconnaissons donc la forme en marches d’escalier induite par la dynamique dans
les phases du cycle cellulaire. Le panel du bas de la Figure 5.4 montre la projection sur le plan
(a1-¢f1), des changements temporels du backwards reachable set. La taille de 'ensemble aug-
mente et au temps ¢ = 11, il contient quasiment l'intégralité du domaine.

Une fois de plus, ’ensemble de conditions initiales physiologiquement admissibles est sur-approximé,
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et nous appliquons les mémes contraintes que dans le cas ovulatoire sur les conditions initiales,
qui sont délimitées par la ligne blanche sur la Figure 5.4.

Les conditions initiales qui conduisent & l'ovulation ou a l’atrésie sont globalement superpo-
sables, et contiennent presque l'intégralité des conditions initiales admissibles. Nous ne pouvons
donc a priori distinguer & partir de ses conditions initiales un follicule ovulatoire dun follicule
atrétique. Ce résultat est en accord avec les connaissances physiologiques qui stipulent qu’il n’y
a pas de prédestination dans le destin folliculaire [19].

Bien que les conditions initiales ne permettent pas de déterminer si un follicule sera ovulatoire ou
atrétique, il y a un moment oul les trajectoires qui ménent a l'ovulation ou a I'atrésie divergent.
Le moment de cette séparation correspond au moment physiologique de la sélection, ot un petit
nombre de follicules suivent une trajectoire ovulatoire, et les autres une trajectoire atrétique.

5.4 Discussion

Nous avons caractérisé le backwards reachable set pour des follicules ovulatoires et atré-
tiques. Ce probléme de controéle a été résolu en étudiant les caractéristiques des lois de conserva-
tion qui décrivent les trajectoires des follicules ovariens. Les équations de HJB qui représentent
les backwards reachable sets ont été résolues numériquement pour une courbe caractéristique, et
permettent de définir 'ensemble de conditions initiales qui conduisent une caractéristique dans
I’ensemble cible pour "ovulation ou 'atrésie.

Nous avons utilisé la théorie des backwards reachable sets pour un probléme qui n’est pas entie-
rement continu, car il y a des discontinuités aux transitions entre chaque phase cellulaire. Nous
avons donc étudié chaque phase séparément, en posant des transitions aux frontiéres continues.
En réalité, nous travaillons sur un probléme hybride, chaque phase cellulaire ayant sa propre
dynamique. En ce qui concerne les équations de HJB, des éléments théoriques pour des systémes
hybrides ont été établis, plus spécialement en ce qui concerne les "reach-avoid sets" [62], mais
la théorie n’est pas encore compléte, et pas directement applicable a notre probléme. La théorie
de la viabilité étudie également l’atteignabilité de cibles pour les systémes hybrides, mais les
algorithmes proposés ne sont pas aussi précis que pour les level set methods, car ils utilisent une
représentation différente des ensembles atteignables [43]. Cependant, les résultats numériques
que nous avons obtenus avec les level set methods paraissent corrects puisque la partie continue
du systéme a été résolue avec des algorithmes trés précis, et la partie hybride est gérée par des
conditions de continuité.

Nous avons résolu un probléme numérique simplifié en ne travaillant que sur une seule caracté-
ristique pour représenter un follicule, car 1'outil de simulation nécessite trop de mémoire pour
résoudre des problémes de plus grande dimension. Les backwards reachable sets obtenus montrent
qu’il est possible de trouver une loi de commande correcte pour diriger un grand ensemble de
conditions initiales dans I'ensemble cible, ils donnent alors une information sur la contrélabilité
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approchée du systéme ainsi que sur la durée maximale nécessaire pour atteindre la cible.

Si la simulation de plus d’une caractéristique était possible, nous pourrions simuler les interac-
tions entre des follicules. Dans ce cas, nous nous attendrions & avoir un backwards reachable set
plus petit pour chaque follicule, car un compromis serait fait dans la procédure de minimisation
du Hamiltonien entre toutes les trajectoires, qui ne seraient plus indépendantes. Ceci correspon-
drait a une situation physiologique ou dans le cas d’un seul follicule en maturation, quelles que
soient ses conditions initiales, il aurait de fortes chances d’ovuler. Tandis que pour une cohorte
de plusieurs follicules, les conditions initiales pour ovuler sont plus restrictives. Cependant, cette

hypothése nécessite une amélioration de 'implémentation numérique pour étre testée.

Nous avons étudié le probléme en boucle ouverte, pour ovulation d’un follicule. Cette situa-
tion est proche des situations thérapeutiques de stimulations ovariennes et les lois de commande
obtenues peuvent étre utiles pour améliorer des schémas thérapeutiques. Ainsi, dans le cas d’une
cohorte de follicules, il est possible d’appliquer les termes de controle obtenus a un follicule sélec-
tionné pour le faire ovuler ou bien le rendre atrétique. Les autres follicules de la cohorte seront
soumis au méme controle mais le follicule sélectionné atteindra bien I'objectif fixé.

Cependant, la situation physiologique est encore plus complexe, car 'ovulation d’un follicule ne
peut survenir qu’apres déclenchement de l'ovulation par un signal hormonal, en réponse & la
dynamique de I'ensemble de la population folliculaire. Un défi intéressant sera de résoudre le
probléme multi-échelles en boucle fermée, qui prend en compte a la fois le déclenchement de
l'ovulation et l'interaction entre les follicules.
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Chapitre 6

Conclusion générale

6.1 Reésultats

6.1.1 Modélisation

Nous avons décrit le développement terminal des follicules ovariens, & partir de 'instant
d’entrée en croissance terminale des follicules, jusqu’au déclenchement de 'ovulation. Nous avons
pour cela écrit un modele mathématique multi-échelles, permettant de prendre en compte les élé-
ments essentiels du développement folliculaire aux échelles moléculaire, cellulaire, folliculaire et
ovarienne, et ol nous avons cherché & donner & chaque fonction et paramétre du modéle une
signification physiologique. Cela nous a permis d’avoir une description mécaniste du développe-
ment folliculaire, et d’obtenir des résultats macroscopiques d’ovulation ou d’atrésie des follicules.
Les simulations numériques du modéle ont permis d’exhiber des situations physiologiques de
mono- ou poly-ovulation, ainsi que des situations pathologiques d’anovulation.

Le modéle a également permis de proposer des hypothéses de fonctionnement, concernant 1’im-
portance du développement de la vascularisation d’un follicule pour expliquer son ovulation,
ainsi que le confinement des cellules de granulosa du follicule dans la zone de vulnérabilité a
I'apoptose pour expliquer l'atrésie d’un follicule. Quant aux différences dans les taux d’ovula-
tion, elles pourraient provenir de trois raisons : soit une variation de la sensibilité hypophysaire au
rétro-controle ovarien (valeur des paramétres de la fonction de rétro-controle), soit une variation
de la sensibilité hypothalamique (valeur du seuil d’ovulation ovarien Mj), soit de la sensibilité
folliculaire (sensibilité des follicules aux gonadotropines).

[’administration exogéne de FSH est connue pour augmenter le taux d’ovulation, et les résul-
tats des simulations suggérent qu'un bon dosage de FSH pourrait permettre d’atteindre un taux
d’ovulation fixé.

Nous avons donc proposé un modele permettant de décrire et peut-étre d’expliquer certains

phénoménes liés & "ovulation.
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6.1.2 Analyse

Le modéle mathématique obtenu, qui décrit I’évolution de la densité cellulaire des cellules

de granulosa d’un follicule, a certaines particularités : nous travaillons, en boucle fermée, avec
des équations intégro-différentielles & coefficients de vitesse discontinues et dont les termes in-
tégraux sont contenus dans les vitesses et les termes source des équations. De plus, il y a des
discontinuités dans la solution de ces équations en partie dues & la mitose qui se traduit par un
doublement du flux dans les conditions aux bords & des ages connus.
N’ayant pu utiliser de théorémes généraux pour montrer l'existence et 1'unicité d’une solution a
de telles équations, nous avons construit la solution globale du probléme, en obtenant, en boucle
ouverte, une solution sur un ensemble de sous-domaines, puis en utilisant des résultats de conti-
nuité sur la trace de la solution pour la prolonger sur l'intégralité du domaine. Le probléme en
boucle fermée a été résolu en introduisant des termes de retard dans le controle, permettant ainsi
de se ramener & une succession de problémes en boucle ouverte.

6.1.3 Comportement asymptotique

L’utilisation de la méthode des caractéristiques et de la méthode des particules nous a
permis de travailler sur un systéme d’ODE, et de rentrer dans un cadre classique de systémes
communément décrits dans la littérature.

Nous avons étudié en particulier les trajectoires des courbes caractéristiques, pour connaitre
la zone du domaine spatiale atteinte par les particules : intérieur/extérieur du cycle cellulaire,
dans/en dehors de la zone de vulnérabilité.

Nous nous sommes intéressés au comportement asymptotique de la densité cellulaire et du nombre
de cellules dans un follicule, en fonction de la zone du domaine atteinte asymptotiquement, et
nous avons exhibé un large éventail de comportements asymptotiques possibles, situations de
convergence, de divergence et d’oscillations. Nous avons donc exploré différents comportements
du systéme représentant des situations physiologiques, et proposé des lois de contrdle en boucle
ouverte pour les obtenir.

6.1.4 Atteignabilité

Nous avons ensuite résolu un probléme de controle sur le systéme discrétisé, en caracté-
risant I'ovulation ou I’atrésie d'un follicule par 'atteinte, par ’ensemble de ses caractéristiques,
d’une zone du domaine. Nous nous sommes alors intéressés a 1’ensemble de conditions initiales
permettant d’atteindre la cible pour I'ovulation d’un follicule ou son atrésie. Nous avons retrouvé
le résultat physiologique de non prédestination dans les trajectoires folliculaires, ainsi que des
résultats de controlabilité approchée du systéme. Les lois de controle obtenues pour atteindre la
cible définie pourraient étre utilisées comme base pour mettre au point des schémas thérapeu-

tiques.
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6.2 Perspectives

6.2.1 Modéle

Le modele présenté dans ce rapport, concernant la description de la croissance folliculaire

terminale jusqu'au déclenchement de 1’ovulation, nécessite des données numériques qui ne sont
pas toutes accessibles. Dans le cadre de PARC' Reglo?, des travaux d’imagerie sont entrepris,
entre autres pour permettre d’enrichir les données du modeéle. En particulier, le développement
la vascularisation d’un follicule est cruciale pour son destin, ce qui se traduit dans notre modéle
dans le terme de controle local uy. Une calibration numérique précise de ce développement de
vascularisation est donc nécessaire, et des méthodes d’imagerie telles que 1'histologie sont ac-
tuellement mises en place pour en permettre une description précise que I'on pourrait utiliser en
entrée du modele.
L’imagerie pourrait permettre d’obtenir d’autres données numériques, telles que des sorties du
modéle comme l'évolution du nombre de cellules de granulosa d’'un follicule, et ces nouvelles don-
nées permettraient de calibrer plus précisément les paramétres du modeéle pour mieux représenter
I’évolution des données utilisées.

Une autre évolution du modeéle est de ne plus considérer uniquement le développement folli-
culaire terminal, mais de tenir également compte de la croissance folliculaire basale, a partir du
moment ot les follicules sortent de la réserve de follicules primordiaux. Cela nécessiterait de faire
une distinction entre le développement des follicules de la cohorte, en phase terminale, et celui de
follicules en phase basale dont la sensibilité aux gonadotropines n’est pas la méme. Nous aurions
alors une représentation de la totalité de la croissance folliculaire.

6.2.2 Analyse numérique

Les simulations numériques entreprises dans ce travail ont été réalisées a 1’aide de lo-
giciels académiques adaptables aux problémes de 'utilisateur. Il serait intéressant d’avoir des
programmes dédiés & nos études.

Ainsi, en ce qui concerne la simulation des lois de conservation, un schéma numérique implicite
(nous avons travaillé avec un schéma explicite pour le calcul des moments de la solution), per-
mettrait de gagner en précision de la solution. De plus, un schéma qui soit adapté a 1’évolution
des trajectoires caractéristiques afin de calculer uniquement la solution aux points ot elle est non
nulle, permettrait d’améliorer la rapidité du temps de calcul.

Quant au calcul des ensembles atteignables backwards reachable sets a 'aide des algorithmes
nommés “level sets methods”, il serait intéressant de travailler sur un maillage adaptatif afin d’af-
finer la recherche de la frontiére de la surface atteignable, et aussi de programmer une méthode
de calcul paralléle, qui permettrait de résoudre de problémes de dimension supérieure & trois.

! Action de Recherche Coopérative
*Régulation de 'Ovulation. http ://www-rocq.inria.fr/who/Frederique.Clement /reglo.html
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Nous pourrions alors travailler avec un nombre de caractéristiques plus réaliste, et vérifier les
hypothéses que nous avons émises a ce propos.

6.2.3 Analyse mathématique

Il serait intéressant d’analyser la stabilité structurelle du modele d’EDP en boucle fermée.
Nous pourrions alors connaitre les différents comportements transitoires et asymptotiques que
permet le modeéle, en particulier en ce qui concerne le nombre de cellules de granulosa d’un fol-
licule. Par exemple, un comportement tel que la divergence du nombre de cellules de granulosa
semble ne pas survenir en boucle fermée. En effet, si les cellules d’un follicule restent a proliférer
dans le cycle cellulaire, la maturité globale du follicule augmente, ce qui devrait faire augmenter
le controle local uy et conduire les cellules a sortir du cycle. Cependant, I'augmentation de la
maturité du follicule induit un rétro-controle plus élevé donc une baisse de U et par conséquent
une possible baisse de uy. Nous savons par les simulations numeériques que I'équilibre entre les
différents termes U et uy peut donner des situations de convergence, soit vers un nombre de
cellules non nul, soit vers zéro, mais se peut-il qu'on obtienne des situations de divergence ou
des oscillations en boucle fermée ? Philippe Michel travaille actuellement sur cette question en
utilisant loutil de “I'inégalité de Pentropie générale relative” [41].

Une analyse de la sensibilité du modéle aux paramétres permettrait de dégager des proprié-
tés importantes du modéle. Ainsi, les rapports entre les valeurs des seuils pour le déclenchement
de l'ovulation, My, et pour 'ovulation d’un follicule Mgy sont trés importants pour déterminer le
taux d’ovulation. Afin qu’il puisse y avoir ovulation d'un follicule une fois ’ovulation déclenchée,
il faut que My; < M,. Dans le cas d’une cohorte d’un seul follicule, celui-ci ovule obligatoirement
lorsque I'ovulation est déclenchée car M(¢y) = My > M. Dans le cas de plusieurs follicules,
si 'on suppose que chacun a une maturité plus faible que le seuil Mg mais que la somme des
maturités atteint le seuil My, il y aurait déclenchement de la décharge ovulatoire sans qu’aucun
follicule n’ovule. On comprend donc que les valeurs respectives des seuils ainsi que leurs rapports
sont essentiels pour le comportement macroscopique du modéle.

De la méme maniére, le modéle est tres sensible aux variations des paramétres de certaines
fonctions, telles que celles qui régissent les vitesses de I'EDP, g; et hy, ou bien la modulation
locale du controle, by. La modification de paramétres dans ces fonctions pourraient modifier la
hiérarchie dans la cohorte au moment de I'ovulation. Une étude approfondie de la sensibilité du
modeéle a ces paramétres ainsi que sa robustesse est une voie intéressante. Elle permettrait de
mettre en évidence les éléments essentiels du modeéle pour le processus de sélection et il pourrait

étre possible de vérifier ces résultats physiologiquement.

6.2.4 Controle du modéle

La méthode des particules semble prometteuse pour étudier les problémes de controle as-
sociés au modeéle. En effet, elle permet de travailler directement sur les moments de la densité
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cellulaire, qui sont les quantités que l'on souhaite controéler, tout en étudiant un systeme d’ODE,
et donc d’utiliser la littérature existante.

Cependant, avant de s’attaquer a la résolution de problémes de contréle par la méthode des
particules, il faut tout d’abord montrer que la solution particulaire converge bien vers la solution
réelle de 'EDP, ou bien au moins que les moments convergent. La démonstration existe dans
le cas de coefficients de vitesses avec de fortes propriétés de continuité. Il faudrait étendre cette
démonstration au cas de coefficients de vitesses discontinus, afin de 'appliquer aux équations de

la granulosa.

On pourrait alors utiliser la méthode des particules pour résoudre des problémes de controle
du type :
— Ovulation d'un follicule
Un follicule f est caractérisé par un ensemble de N particules aux positions (a?,’y?) et
de poids Mgf. On cherche alors un controle qui assure I'existence d’un temps T tel que

N

ST MET) > Mo

p=1

Déclenchement de 'ovulation
On suppose qu’il y a f = 1...m follicules dans la cohorte. On travaille alors avec m x N

particules a?,*y?,Mgf et on cherche un controle tel que

m N
ZZ’Y?(T)M&(T) = M;

f:l p:]_

Controle du taux d’ovulation
Pour obtenir un taux d’ovulation k, on cherche un controle tel que

ZZW M | Z’yl M(Z;l >M817" Z’yk )>Msl

De cette manieére, les k premiers follicules ovulent.
Afin de converger vers la solution réelle, il faudrait étudier ces problémes en faisant tendre le
nombre de particules vers 'infini.
En fonction du probléme de contrdle posé, on pourrait étudier ces situations en boucle ouverte,
oi uy et U sont indépendants, avec la contrainte uy < U, ou bien en boucle fermée, avec
uf = bf(zp ('pré)f))U, en temps final fixé, libre ou minimal, selon la chronologie que I'on sou-
haite.

Un autre maniére d’aborder ces problémes de contréle, serait de travailler directement sur les
EDP. Nous ne connaissons pas de travaux sur le controle des lois de conservation par les vitesses.
Il existe des travaux dans lesquels on retrouve 1'idée de contréler les trajectoires caractéristiques
pour obtenir la solution souhaitée [17]. Cependant, le controle proposé permet de déterminer
la valeur de la solution en certains points, tandis que nous souhaitons controler directement la
valeur de moments de la solution. De plus, il s’agit de controle en boucle ouverte, alors que nous
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voudrions proposer un contréle en boucle fermée.

Il reste donc beaucoup a inventer pour étudier le controle de telles lois de conservation & par-
tir des vitesses et du terme source. De plus, une particularité supplémentaire du controle est
son caractére multi-échelles (qui agit a ’échelle macroscopique par le rétro-controle ovarien et
a l’échelle microscopique par la modulation locale folliculaire). L’étude de l'interaction entre
échelles et conséquences sur la loi de controle serait un élément intéressant a étudier a la fois du
point de vue théorique et applicatif.
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Annexe A

Equations des moments

A.1 Introduction

Nous souhaitons connaitre la dynamique des moments de notre systéme, afin d’étudier, et
de contrdler directement des variables observables physiologiquement.

Nous étudions la dynamique de la densité ¢ des cellules de granulosa des follicules ovariens.
Les cellules sont caractérisées par deux variables d’espace : leur age a et leur maturité ~.

Elles peuvent étre situées dans 3 phases cellulaires ayant des dynamiques différentes :

- la phase G1, dans laquelle elles évoluent en dge et maturité dans le temps;;

- la phase SM, dans laquelle seul I’age évolue, comme le temps, la maturité reste constante, égale
a celle atteinte en fin de phase G1. Cette phase peut-étre considérée comme un retard pur de
durée 7 ;

- la phase D, dans laquelle I’dge et la maturité évoluent dans le temps.

Un échange de cellules a lieu de la phase G1 a la phase D (différenciation), selon une loi de
probabilité donnée.

Dans les phases G1 et D, des pertes de cellules sont dues & 'apoptose (mort cellulaire), sur un
support de maturité donné.

Le systéme est soumis & un controle.

Nomenclature

1 représente la phase G1.

2 représente la phase D.

Leur domaine commun, [0, a1] X [0, Vmaz] correspond au domaine d’échange entre 1 et 2.
2+ représente la phase D sans échange avec G1.

¢ représente la densité cellulaire.

a représente ’age d'une cellule.

v représente la maturité d’une cellule.

U représente le controle global.



ANNEXE A. EQUATIONS DES MOMENTS

uy représente le controle local.

A.2 [Equations générales

On étudie 2 systémes différents, (X1) et (32), comme représenté sur la figure A.1.

Y

max

(z9
1+2

(z2

o]

al

a2

Fic. A.1 Domaine d’étude
Pour le premier systéme (X1) :
O¢1  Ogrp1  Ohypd
— =—-\p1 — A Al
9 % B ¢1 — A (A1)
0pa  Opa  Ohyoio
— 4+ == =-A A
ot da oy 92+ A0y
Conditions aux bords :
V’Y € [O,Wmam] 1(07771&) 2([51(&1,’7,15 - T)
Va € [0, a4] 1(a,0,1) 0
V’Y € [O,Wmam] 2(0777t) 0
Va € [0, a4] 2(a,0,t) 0
Pour le second systéme :
(%2)
Opay  Opay  Ohydoy
= -\ A2
Conditions aux bords :
V’Y S [07 "Ymaz] ¢2+ (a17 v t) - ¢2 (al7 v, t)
Va > a; ¢p2+(a,0,t) = 0

Fonctions utilisées :
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A.2. EQUATIONS GENERALES

he(y,up) = —B7" + Blery + c2)(1 - exp(%uf)) = —B7* + Blery + c2) f(ug)
HFYmax (Uf) / lim Y—Ymazx hf (7maxa ’LLf) =0 V’LLf
grlug) = qrup+go
A3, U) = F(U)expl-(Z=2)
I (6))
Aly) = mhf

[(7y) traduit la probabilité de quitter la phase 1 pour entrer dans la phase 2 en fonction de la ma-
turité de la cellule. Cette fonction est positive sur un support donné comme représenté sur la figure

A.2. Pour une distribution de Weibull positive sur le support voulu (f(xz) = %aj(p_l) exp (— (%)21)

=
a=03]

F1c. A.2 — Distribution de Weibull

on a la formulation :

A(y) = Khyy? = —K(7* + KB (ug) (a7 + 07*)

Remarque

Avec A, on cherche a se rapprocher d’un Dirac centré en . Dans le cas d'un Dirac, on
étudierait 2 systémes faiblement couplés, représentant I'un I’équation 1 sur le domaine [0, a1] x
[0,7s] et Iautre I'équation 2 sur le domaine [0, az] X [Ys, Ymaz| (voir figure A.3).

Le flux sortant de 1 en 4 serait le flux entrant en 2. Cependant, sur un tel systéme, les équations
des moments feraient apparaitre directement la densité ¢;(a,~s,t) ce qui n’est pas désirable.
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ANNEXE A. EQUATIONS DES MOMENTS

max

¥s

0 al a2

Fi1G. A.3 — Domaine possible

A.3 Intégration sur les maturités

On définit les moments de ¢ suivants :

. Ymazx .
pl(a,t) = /0 v pi(a, v, t)dy

si(a,t) = ; 7! exp —( - ) di(a,y,t)dy

On cherche a exprimer ’évolution de ces moments sans faire intervenir la densité ¢. Le moment p
correspond a l'intégration de ¢ par rapport & la maturité, et nous introduisons le second moment
s pour intégrer le terme de perte .

A.3.1 Dynamique des ;!

En reportant ces moments dans les équations (A.1), on obtient les évolutions suivantes : (X1)

a 0 ag 0 Ymax TYmaz
% + 5‘;‘1 + g (Ymas w)1(a, Ymaz, t) — hp(0,up) 1 (a, 0, 1) = /0 —Aprdy + /0 ~Adidy
a'ug a'ug Ymax TYmax
It + Oa + hf(’ymax, Uf)¢2(aa Ymazst) — hf(o’ Uf)ng(a, 0,t) = / —Apady + / A1y
a 0 0
(X2)
8”0 aILLO Ymaz
8?’_ + 8(21+ + h’f(/)/maza Uf)¢2+(a, 72, t) - hf(()? Uf)¢2+ (a’ 0, t) = /0 _A¢2+d7

En utilisant les conditions aux limites et les données pour chacune des équations on obtient :

(X1)

oy g1

% * % = —F(U)s} + KBui* — KBf(ug)(c1pf + eapi”)
ouy ouy

DL+ 2= _F(U)s — KB + KBS (ug) (e + con”)
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A.3. INTEGRATION SUR LES MATURITES

(¥2)

8M8+ 8M(2)+

_ 0
ot da - F(U)82+

A.3.2 Dynamique des s’

[’évolution des moments u? dépend de la dynamique des moments 3?. Nous étudions donc
la dynamique de ces moments.

A.3.21 .Y

— s 0 0 oh
o 7)2 ¢1+ 9f¢1_|_ 01

g% —oxn (LT Tsy2
« ot Oa 0y exp —( « )"+ Adn]

exp —(

D’ou

dexp —(7)%01 N 8gfexp—(”;%)2¢1+8exp—(”;%)2hf¢1
ot da 0y
8exp—(%)2
2ol

= —exp-(2 ;%)2 A1 + Agn] + hs

En intégrant par rapport a v on obtient alors I’écriture de la dynamique de 5(1) :

Osi , Dgrsy
ot oa

Ymax _ _
- _F(U) / exp — (1220 exp — (L2212, dy
0 (03 0]

TYmax —
- /0 exp —(T—L (K + KB (ug) (1™ + ey

Ymax _ _
- 2/ 1T eXP—(%)zhf%d’Y
0

a

Etude de chacun des termes du second membre
Premier terme

Ymax _ _
- F(U)/O exp—(u)%xp—(%)%ldv
Ymax _ _
) [T 1= AT e -y

F(U)
a2

1

Ymax _
= O+ [ st e -

FU) FU)
L Lo
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ANNEXE A. EQUATIONS DES MOMENTS

Deuxiéme terme

Ymax
Y=
‘/ exp —(——=) (= KBy + K f(ug)(ery™ + eay™))drdy = KBsi* — KBf(ug)(crst! + casi”)
0
Troisiéme terme
Tmaz y — g Y= Vs\2
- 2 exp —(———)"hyp1dy
0 (6% (6%

= =2 [T 0 e+ e flup)exp — (L oy

Ymaz

Ymax _
= / 1 %ﬁv exp — (%)2%6@—%(%)/ Blery + ca) L
0
2
«

~(— e

2 2
B’YS 2 - —5f(uf) [as% + (e — cl'ys)s% - czfyss(f]

Ce qui nous donne I'équation :

88—‘1(1) + a%fj? = s :—F(U)+F(U)7§ +2f(u )mfﬂ
st |2 p) - 2 (up M2 ) ;CWS)]
L e
+ s %

+ Kﬁczsf2 - Kﬁf(uf)(clsl + 028%0)

A.3.2.2 . s§

On raisonne de la méme maniére que pour S(IJ et on obtient I’équation :

aa—i%+%—f = ) :—F(U)+F(U)% +2f(u )57262]
+ o |- 2R - 2 A2
+ 5 [FO)g - 22 - 2ptp 2

— Ks%2+Kﬁf(uf)(clsl —1—023%0)
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A.3. INTEGRATION SUR LES MATURITES

A.3.23 .Y,

ag?r @;%r = 55, :—F(U)+F(U)z_sz+2f(uf)67;c2}
+ sy _QJ;F(U) 2f( )6(02 acl%)]
+ 52, _F(U)é ~ Zﬁavs 25 )%]
+ sh, %

A.3.3 Dynamique des moments d’ordre supérieur

Nous voyons que les équations des moments font apparaitre des moments d’ordre supérieur.

Nous nous intéressons donc & ’évolution de ces moments et trouvons une relation de récurrence

entre les moments d’ordre j et les moments d’ordre supérieur.

A.3.3.1 Reécurrence pour les ,ug

. Ymax .
py = /0 7 ¢rdy

Avec

oI 0qg I OV h
7¢1+ 9f7¢1+ v hydr

N S -1
5 9a pn VAP — Y Ap1 + jv " hyd

D’ou
ol Oarud : : : :
T+ T = F(U)s) + K™ — KB (up)lenp] ™ + o] ™)
+ G(=Bu + Ber f(up) + Beaf (ug)if )
Avec le méme raisonnement on obtient u et i
ol 9l , , , :
TL+D2 = —F(U)sh - KO + Kf(up) e + cond )

ot oa ' ‘ ‘
+ (=Bl + Ber flug) b + Beaf (up)p ")

8”%4- aﬂ%-;- Jj . J+1 J Jj—1
= _F(U)52+ +](_ﬁﬂ2+ + ﬁclf(uf)ﬂ2+ + ﬁc2f(uf)ﬂ2+ )

ot da

(A.3)
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ANNEXE A. EQUATIONS DES MOMENTS

A.3.3.2 Reécurrence pour les sg

J
On a pour sy

O exp —(122)2 ¢y dgpyd exp —(122)% ¢y 8th” exp —(1222)%¢y
ot da 0y

Ymazx i — Y o — s
= /0 (jVJ_lhfeXP—(%)Cb —2yip e 7eXp—(%)Q%)dv

Ymazx . . s
- /0 7 exp— (L av )2IA+ Algrdy

D’on la récurrence de 5]1

95| | dgysi

ot = 51 lifeaf(up)]

e —]ﬁ B 2% PU) - 2f(ujc)ﬁ(c2 ;01%)}
+ oo ﬂmé -2 g2
+ 3{+3 %]

L «

+ KB — KBf(up)[ers) ™ 4 cas? T

De la méme maniére on obtient S% et S%Jr :
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A.4. INTEGRATION SUR LES AGES

2+t = s [jea (uy)

+ Sg []5C1f(uf) — F(U) _|_F(U)’ys +2f( )ﬁ7502:|

+ %—H _]5 . 2’}’5 ( ) _ Qf(Uf)B(Cl ;0278):|
+ S%-‘r? -F(U)é _ 2/875 _ 2f( )501:|
+ 5§+3 %]

«

. K/85]+22+Kﬂf('ltf)[clsi+ 1+C S]+20]
95’ 95’ .
2t = sy LiBesf(uy)

) 9 )
+ 8%4— [jﬁclf(uf)—F(U)+F(U)75 +2f( )67; 2:|

v ot a8 - T - 2p(a) AT
b [yt -2 g, il

2
+ sif? gﬁ]

A.4 Intégration sur les ages

Nous sommes parvenus & intégrer la densité ¢ par rapport a la maturité et a exprimer
I’évolution de ces moments ,ug uniquement en fonction des moments Sg et de leurs moments
d’ordre supérieur. Nous souhaitons a présent intégrer en fonction de la variable d’age afin de
décrire directement 1'évolution des observables physiologiques : le nombre de cellules et la matu-
rité globale d’un follicule ; et si possible d’obtenir un systéme régi par des équations aux dérivées
ordinaires.

On définit pour le systéme X1 :

w0 = [ a0

0

, ar
ol(t) = / s!(a,t)da
0
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ANNEXE A. EQUATIONS DES MOMENTS

On obtient alors les équations a partir des équations (A.3) et (A.4) et des conditions aux limites :

de ) ) . . . )
B & (1) — 2 (on, £ = 7)) = ~F(U)o] + KOMT™? — K3 (up)len M 4 e )

G(=BM{H + Bey flup) M + Beaf (ugp)M{™1)
dM? . . . . ,
& ph(ar,t) = —F(U)o} — KBM{ ™™ + KB f(ug)[en M+ + co ™)

J(=BMIT + Bey f(up) M3 + Beaf (up) M3 ")

Avec la dynamique de og(t) :

d;tl +g7(si(ar, t) — 285 (ar,t — 7)) = of ' [jBeaf(uy)]

+ o [jﬁC1f(uf)—F(U)+F(U)75 L 2f(u )67202}

+ o S F() = 21 () 200
+ ot -F(U)é 25%—2]0( )5;31}
4 oit3 25}

e

+ KBo]™ — KBf(us)[cr0] ™" + ca0f "]

d—O%JrSj(aht)=Oé_l[jﬁ02f(Uf)] + o [jﬁclf(uf)—F(U)+F(U) +2f(uy)

B VsC2
dt 2 «

+ ot ’yF(U)—Qf(uf)M}
oo —F<U>$ -2 g2

2
b oot Oﬂ

o Kﬁ ]+22 + Kﬁf(uf)[010%+21 + 620%4-20]
Pour le systeme X2 on définit :

0 = [ et

al

. az
oh (t) = / 53, (a,t)da

al
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A.5. REMARQUES DE CONCLUSION

D’ou la dynamique de ces moments :

dM? ) , | | | |
(a2 t) g (ar,t) = —F(U)oh, +§(=BMIL + ferf (up) M3, + Beaf (up) M3T")
do’, . ' |

Zf + b (az,t) — sy, (a1,8) = oby' [jBeaf(up)]
j 2
|38 flug) = FO) + OO + 200 722

b o |0 - Zprw) - 2p(ap A2 20

+ o P - 2 g 22
28

+ oy _;}

Il' faut alors préciser les dynamiques de ,u{(al,t), ug(al,t), u§+(a2,t) ainsi que de s{(al,t),
sy(ay1,t), s}, (ag,t). Les conditions aux limites nous donnent :

M%—i—(alvt) = Mé(al’t)

S%—i—(al?t) = S%(alﬂt)

A.4.1 Dynamique des ;/(ai,t)

dyr) (ar, t d [rmes
% = @/o Vb (ar,y, t)dy
d ] a 7t Ymaz . Ymax i
% = —/0 7])‘¢1(a1777t)d7_/(J Y Agi(ar,y,t)dy
Ymax 8h t Ymax a t
- / ottt / o 0O g
0 i 0 a

= —si(a1,t) + KBpi ™ (a1,t) — KBf (up)[erp] 7 (a1, 1) + copd 7 (ar, 1))

+ (=B an, t) + 1B (a1, t) + 2Bl ) — v(an, t)

Avec

Tmer;99r¢i(ar, 7yt
V(al’t):/ 7J%Ia d

1ary
0

A.5 Remarques de conclusion

Malheureusement, nous ne sommes pas parvenus & exprimer tous les moments voulus afin de

nous ramener a un systéme uniquement régi par les moments de la densité cellulaire.
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ANNEXE A. EQUATIONS DES MOMENTS

Les moments d’ordre élevés sont dis a la fonction de Weibull.

On exprime les moments étudiés en fonction des moments d’ordres supérieurs (+22), d’ou la
nécessité d’'une relation de cloture. Mais nous n’avons pas d’idée sur cette relation actuellement.
Pour les équations des moments MZJ il faut connaitre la dynamique des moments & un age donné
(a1), ce qu’on n’a pas exprimé.

Nous ne pouvons donc directement écrire des équations aux dérivées ordinaires qui décrivent

directement 1’évolution des moments de la densité cellulaire a cause des termes des la densité
cellulaire au bord a = aq ainsi que I'absence de relation de cléture.

139



Annexe B

Régularisation

B.1 Dynamique des phases de régularisation

La variable ¢ . n’est pas continue aux transitions entre les phases cellulaires, a cause des condi-
tions de transfert (5.2) et (5.3).

Nous introduisons deux nouvelles phases pour régulariser ¢., que I'on nomme phase 1-2 et
phase-mit :

- la dynamique de la phase 1-2 permet de régulariser la condition de saut (5.2) sur ¢y, entre la
phase 1 et la phase 2;

- la dynamique de la phase-mit permet de régulariser la condition de saut (5.3) sur ¢y. entre la
phase 2 et la phase 1.

L’introduction de ces deux nouvelles phases modifie le domaine spatial comme représenté sur
la Figure B.1, ou phase 1={(a,7) € [0,a1[x[0,7s[}, phase 1-2={(a,v) € [a1,a12[x[0,7s[},
phase 2={(a, ) € [a12,a2[x[0,7s[},phase-mit={(a, ) € [ag, am[x]0,s[} and phase 3={(a,~) €
0,00) % [5,00)}

La dynamique des phases 1, 2 et 3 est définie dans les équations (3.2,3.3,3.4).
La dynamique dans la phase 1-2 et le Hamiltonien H_o sont choisis tels que :

V keN, Ve=1...n
v (aC)FYC) Qbfc) € [al + k‘(lmita a2 + kamit] X [0,’}/3] X [0, OO)

dac _
d;t -
=0 (B.1)
dic = qubfc
n n
Hp g = ) pa.+ki ) Do (B.2)
c=1 c=1

Soit 1 tel que ac(t1) = a1, et t1o tel que ac(t12) = aqo.



ANNEXE B. REGULARISATION

Phase 3

Phase 1 Phase 112 Phase 2 Phase-mi Phasgl O O O Pha

1 cell cycle

Fi1a. B.1 — Introduction des nouvelles phases

Grace a cette phase additionnelle, la condition (5.2) devient :

bre(tiz) = (grug(ts) + g2)dye(tr)

Selon la dynamique en phase 1-2 eq.(B.1) :

Gre(tiz) = bye(tr) exp(ki(tiz — t1)) = dye(tr) exp(ki(ar12 — a1))

donc on identifie
In(gruy(t1) + g2)
a1z —aj

k1 =

La dynamique dans la phase-mit et son Hamiltonien H f,;; sont choisis tels que :

V keN,Ve=1...n
v (aC7/YCa (be) € [a2 + kamity (k + 1)amit] X [0778] X [07 OO)

dac 1
ddt -
d%c —0 (B.3)
d,{c = k2¢fc
n n
Hpmit = Y Pac+ka Y o bre (B.4)
c=1 c=1

Soit to tel que ac(ta) = ag, et tpyi tel que ac(tmit) = amat-
Grace a cette phase additionnelle, la condition (5.3) devient :

2¢fc(t2) = (gluf(tmit) + g2)¢fc(tmit)

Selon la dynamique en phase-mit (B.3) :

Gfe(tmit) = dye(t2) exp(kz(tmit — t2)) = dye(t2) exp(ki(amit — az2))
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B.2. SIMPLIFICATION DES PHASES DE REGULARISATION

donc on identifie

2
o — ln(gluf(tmit)-i-gQ)
2 —

Qmit — a2

Cette régularisation ne modifie pas la dynamique du systéme en profondeur, car la variable
d’age est seulement retardée. Comme ’age est essentiellement utilisé comme un marqueur de
phase, les dynamiques obtenues sans cette régularisation peuvent également étre obtenues avec,
en modifiant la calibration numérique du systéme.

B.2 Simplification des phases de régularisation

Nous allons montrer que uys(t1) = uf(tmi), ce qui permet de simplifier le processus de
régularisation et d’aggréger les deux phases de régularisation dans la seule phase 2.

Les valeurs du controle us(t1) et wyg(tm) dépendent des valeurs de A(t1), B(t1), et A(tmit),
B(tmit) (voir Eq.(5.15)).

Au temps t1, qui correspond a la fin de la phase 1, A(t1) = 7 Yoy (c17e(t1) + c2)pq (t1) —
Thyer Y ey Sre(t)Pg () €6 B(tr) = Torg1 3 ey Pac(ty).

Les covariables p,,_ vérifient :

dpgcC . 8Hf
a Oz’
ot Hy est le Hamiltonien, et x. est ac,v. ou ¢y [4].

(B.5)

A la fin de la phase 1-2, au temps 9, étant données les équations (B.5) et (B.2) :

A(t1) = p2(t1)Blery(tr) + c2) — p3(t1)Beidy(tr) et B(t) = pibag-
A la fin de la phase 1-2, au temps t12, étant données les Eqs.(B.5) et (B.2) :

Pa.(t12) = Pa,(t1)

Pre(t12) = py.(t1)

Do (t12) = mpwc(ﬁ) (B.6)
Ye(t12) = Ve(t1)

dre(tia) = (qruyp(tr) + g2)Pse(ts)

Jusqu’a la fin de la phase 2, au temps ts, toutes ces valeurs restent identiques a celles atteintes
au temps t12.

A la fin de la phase-mit, au temps ¢, :

pac (tmlt) = pllc (t2)
Pr. (tmit) = Pre. (t2)
Doy (tmig) = Ltrlmidto) - (t) (B.7)
/Yc(tmit) - ’Yc(t2)
_ 2
breltmit) = tgrurtipyrgn @se(t2)
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Donc, a la fin de la phase-mit, avant d’entrer de nouveau dans la phase 1 :

A(tmit) = Thf Z (CI'Yc(tmit) + 02)]9% (tmz't) — ThfCl Z qbfc(tmit)pzﬁfc (tmz't)

c=1 c=1
= 7y > (e1e(tr) + ca)py, (t1)

c=1

(grug(tmit) + g92) 1
- Thfclz (o1 o) + 52 )(gluf(t1)+92)¢fc(t1) 5 (gluf(tl)+92)19¢f-c(t1)
= A(t1)
B(tmit) = Tgfd1 Zpac(tmit) = B(tl)
c=1

Nous avons montré que A(t,i) = A(t1) et B(tmir) = B(t1). Ainsi, le controle appliqué au temps
tmit est le méme que celui appliqué au temps ;.

Il est intéressant de noter que quelque soit le controle appliqué au temps t1, la valeur de la variable
¢f au temps tyir est @f(tmir) = 2¢¢(t1) (voir Egs (B.6 et B.7)). Cela permet d’enlever les phases
de régularisation et d’utiliser la phase 2 pour introduire une dynamique linéaire en ¢y., comme
dans I'Eq. (5.11), et d’opérer la régularisation pour obtenir a la fin de mitose ¢r.(t2) = 2¢4c(t1).
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Annexe C

Bibliographie annexe

Dans cette annexe sont présentés les abstracts des publications liées a ce travail.

N. Echenim, D. Monniaux, M. Sorine and F. Clément. Multi-scale modeling of the follicle selec-
tion process in the ovary. Math. Biosci., 198 : 57-79, 2005.

Abstract :

The biological meaning of follicular development is to free fertilizable oocytes at the time of
ovulation. The ovulation rate results from an FSH-dependent follicle selection process. In this
paper, we designed a multi-scale model of follicular development, where selection arises from
the endocrine feedback between the ovaries and pituitary gland and appeals to control theory
concepts. Each ovarian follicle is described through a 2D density function giving an age and
maturity-structured description of its cell population. The control intervenes in the velocity, gain
and loss terms of the conservation law ruling the changes in the density. The model accounts
for the changes in the total cell number, growth fraction and global maturity of both ovulatory
and degenerating follicles for various intensities of the selection rate. The different selection pro-
cess outputs (mono- or poly-ovulation, anovulation) predicted by the model are consistent with
physiological knowledge regarding vascularization, pituitary sensitivity to ovarian feedback and
treatment with exogenous FSH.

N. Echenim, M. Sorine and F. Clément. A multi-scale model for the controlled selection pro-
cess of ovulatory follicles. Proceedings of the IEEE ECC-CDC conference, Sevilla, December
2005.

Abstract :

The biological meaning of follicular development is to free fertilizable oocytes at the time of
ovulation. The selection of ovulatory follicles in mammal ovaries is an FSH-dependent selection
process. In this paper, we design a multi-scale model of follicular development, where selection
arises from the feedback between the ovaries and the pituitary gland and appeals to control
theory concepts. Each ovarian follicle is characterized by a 2D density function giving an age and
maturity-structured description of its cell population. The control intervenes in the velocity and
loss terms of the conservation law ruling the changes in the density. The numerical outputs of
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the model, integrated with the finite volume method, are consistent with physiological knowledge.

N. Echenim, F. Clément and M. Sorine. A multiscale model for the selection control of ovu-
latory follicles. Proceedings of the CNRS-NSF workshop “Biology and control theory : current
challenges”, Toulouse, April 2006.

Abstract :

The biological meaning of follicular development is to free fertilizable oocytes at the time of
ovulation. The selection of ovulatory follicles in mammal ovaries is an FSH dependent selection
process. In this paper, we design a multiscale model of follicular development, where selection
arises from the feedback between the ovaries and the pituitary gland and appeals to control
theory concepts. Each ovarian follicle is characterized by a 2D density function giving an age
and maturity-structured description of its cell population. The control intervenes in the velocity
and loss terms of the conservation law ruling the changes in the density. This leads to some new

control problems.

N. Echenim, M. Sorine and F. Clément. Modeling and asymptotic behaviour of terminally deve-
lopping ovarian follicles. Proceedings of the euroconference “Which Mathematics for Biology 27,
Anogia, July 2006.

Abstract :

During each ovarian cycle, only a definite number of follicles ovulate, while the others undergo
a degeneration process. The ovulation rate results from an FSH-dependent follicle selection pro-
cess. FSH acts on the granulosa cells surrounding the oocyte and controls their commitment
towards either proliferation, differentiation or apoptosis. The cellular composition of the gra-
nulosa ultimately determines the follicular fate. We have designed a multi-scale mathematical
model where a 2D-conservation law describes the age and maturity structuration of the follicular
cell population. Interactions between the follicles are taken into account through the integrals of
the solution. The method of characteristics and the particle methods are studied to describe the
behaviour of the model in response to different control terms. Convergent, divergent or oscillatory

asymptotic behaviours are presented.

N. Echenim, M. Sorine and F. Clément. Control of cellular apoptosis in ovarian follicles. Procee-
dings of the SIAM Life Sciences conference, Raleigh, August 2006.

Abstract :

In each ovarian cycle, only a definite number of follicles ovulate, the others degenerate through
an apoptosis-mediated process. We have designed a multi-scale mathematical model where de-
generation results from the hormonally-controlled confinement of follicular cells within a zone of
vulnerability towards apoptosis. We study how the control operates and how to control apoptosis
by considering the characteristics of the 2D-conservation law describing the age and maturity
structuration of the follicular cell population.

N. Echenim, F. Clément and M. Sorine. Multi-scale modeling of follicular ovulation as a rea-
chability problem SIAM MMS, Submitted.
Abstract :
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During each ovarian cycle, only a definite number of follicles ovulate, while the others undergo a
degeneration process called atresia. We have designed a multi-scale mathematical model where
ovulation and atresia result from a hormonal controlled selection process. A 2D-conservation
law describes the age and maturity structuration of the follicular cell population. In this paper,
we focus on the operating mode of the control, through the study of the characteristics of the
conservation law. We describe in particular the set of microscopic initial conditions leading to the
macroscopic phenomenon of either ovulation or atresia, in the framework of backwards reachable

sets theory
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