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Introdu
tion générale
Les folli
ules ovariens sont les stru
tures qui a

ompagnent les ovo
ytes au 
ours de leurmaturation et qui les libèrent au moment de l'ovulation. Parmi tous les folli
ules en 
roissan
e,très peu atteignent l'ovulation, la plupart subissent un pro
essus de dégénéres
en
e appelé l'atré-sie (environ 99% 
hez la femme). Les mé
anismes biologiques qui produisent 
e phénomène sonten
ore mal 
onnus. Ainsi la raison pour laquelle un folli
ule en parti
ulier ovule alors que lesautres deviennent atrétiques, ou bien les phénomènes qui déterminent le taux d'ovulation (nombred'ovulations par 
y
le ovarien) ne sont pas 
omplètement expliqués. La 
ompréhension de la 
rois-san
e des folli
ules est un domaine de re
her
he a
tive.Des mathémati
iens se sont intéressés à la modélisation de la 
roissan
e folli
ulaire terminale(la phase pré
édant l'ovulation), et proposent des modèles qui dé
rivent l'ovulation de 
ertainsfolli
ules de la 
ohorte, et l'atrésie des autres. Ces modèles, intéressants d'un point de vue ma-thématique, ne sont 
ependant pas utiles aux physiologistes, les fon
tions et paramètres utilisésn'étant pas interprétables physiologiquement.Nous nous sommes don
 nous aussi intéressés à la modélisation du pro
essus de séle
tion desfolli
ules ovulatoires, ave
 pour obje
tif de baser notre modèle sur de solides 
onnaissan
es phy-siologiques. Un tel modèle a pour but de représenter pré
isément les phénomènes menant àl'ovulation, et pourrait permettre de mieux les 
omprendre, mais aussi de les 
ontr�ler. Ainsi,il serait possible de proposer des s
hémas thérapeutiques pour traiter l'infertilité anovulatoire
hez la femme, ou bien d'un point de vue zoote
hnique, d'optimiser la produ
tion d'ovo
ytes en
ontr�lant la 
hronologie ainsi que le taux d'ovulation.Pour répondre à 
e besoin de modélisation, nous 
ommençons dans le premier 
hapitre, parune étude de la physiologie des folli
ules ovariens, et détaillons les phénomènes essentiels qui ontlieu à di�érentes é
helles : molé
ulaire, 
ellulaire, folli
ulaire et ovarienne. Dans la se
onde partiedu 
hapitre, nous revenons sur les modèles de séle
tion des folli
ules ovulatoires déjà existants,ainsi que sur les modèles de développement 
ellulaire qui nous seront utiles pour dé
rire l'évolu-tion des 
ellules des folli
ules. Dans la dernière partie du 
hapitre, nous présentons les outils quenous utiliserons pour établir le modèle.Le se
ond 
hapitre 
on
erne la présentation du modèle. Nous dé
rivons l'évolution de la den-sité des 
ellules de granulosa dans un folli
ule à l'aide de lois de 
onservation. Nous introduisonsles a
tions du 
ontr�le, l'hormone FSH, dans les termes de vitesses et de sour
e des lois de 
onser-vation, permettant de dé
rire les phénomènes ayant lieu à l'é
helle molé
ulaire. Les é
helles fol-



TABLE DES MATIÈRESli
ulaire et ovarienne sont dé
rites à travers des moments de la densité 
ellulaire. Chaque termedu modèle a une signi�
ation physiologique. La se
onde partie du 
hapitre 
on
erne la résolu-tion numérique des équations du modèle, ave
 une présentation de la méthode utilisée pour lesrésoudre, la méthode des volumes �nis. Nous présentons en�n plusieurs situations physiologiqueset pathologiques que le modèle permet d'exhiber, ainsi que des hypothèses de fon
tionnement
on
ernant l'ovulation et la détermination du taux d'ovulation.Le modèle obtenu présente plusieurs parti
ularités, dont un 
ara
tère hybride, dû à une des
rip-tion pré
ise du 
y
le 
ellulaire, des équations intégro-di�érentielles dues au rétro-
ontr�le exer
épar les ovaires sur la dynamique des 
ellules de granulosa, et des équations 
ontr�lées dans lestermes de vitesses. Dans le troisième 
hapitre, nous nous intéressons à l'analyse mathématique dumodèle, en parti
ulier à l'existen
e d'une solution à de telles équations. Nous proposons une mé-thode de 
onstru
tion de la solution, basée sur la propriété de 
ontinuité de sa tra
e aux bords de
haque domaine asso
ié à une phase 
ellulaire. Nous montrons ainsi que le problème est bien posé.Dans le quatrième 
hapitre, nous explorons le 
omportement asymptotique du modèle, dansle 
as simpli�é d'une étude en bou
le ouverte. En reformulant les équations du modèle à l'aidede la méthode des 
ara
téristiques et de la méthode des parti
ules, nous étudions le 
ompor-tement asymptotique de la densité 
ellulaire et du poids asso
iés à une parti
ule le long d'une
ourbe 
ara
téristique. En fon
tion des termes de 
ontr�le appliqués, nous remarquons que lemodèle permet d'obtenir un large éventail de 
omportements asymptotiques, et d'exhiber destraje
toires folli
ulaires physiologiquement intéressantes.Nous nous intéressons en�n à la résolution d'un problème de 
ontr�le, dans lequel on dé�nitl'ovulation ou bien l'atrésie 
omme une 
ible à atteindre pour les 
ara
téristiques des lois de
onservation. On s'intéresse alors à l'ensemble des 
onditions initiales permettant d'atteindre
ette 
ible, étant donné un intervalle de 
ontr�les admissibles. Ce problème est résolu à l'aided'équations de Hamilton-Ja
obi-Bellman, et nous présentons des résultats de simulations numé-riques dans le 
as d'une 
ara
téristique.Nous 
on
luons en�n sur les résultats de 
e travail ainsi que sur les nombreuses perspe
tivesqu'il ouvre.
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Chapitre 1
Contextes physiologique etbiomathématique

La première partie de 
e 
hapitre est une synthèse des 
onnaissan
es sur la physiologiedu développement folli
ulaire terminal, auxquelles on se reportera systématiquement dans l'éla-boration et la validation du modèle. Après une introdu
tion aux 
y
les ovariens, nous verrons
omment, parmi une 
ohorte de folli
ules, seuls quelques-uns sont séle
tionnés pour ovuler. Nousétudierons également les mé
anismes sous-ja
ent au développement folli
ulaire aux niveaux 
el-lulaire et molé
ulaire. Nous verrons ensuite l'environnement bibliographique dans lequel se situenotre travail, ave
 une des
ription 
ritique des modèles qui étudient le développement folli
ulaire,et une présentation de 
eux qui ont un lien méthodologique ave
 nos travaux. Nous termineronspar exposer nos obje
tifs de modélisation, et les outils que nous utiliserons pour les atteindre.
1.1 Contexte physiologique1.1.1 MotivationsLe développement des folli
ules ovariens est un pro
essus 
ru
ial pour la reprodu
tion 
hezles mammifères. Une meilleure 
ompréhension du développement folli
ulaire est à la fois un dé�
linique et zoote
hnique ; elle est né
essaire pour améliorer le 
ontr�le de l'infertilité anovulatoire
hez la femme, ainsi que le taux d'ovulation et la 
hronologie du 
y
le ovarien 
hez les espè
esdomestiques.



CHAPITRE 1. CONTEXTES PHYSIOLOGIQUE ET BIOMATHÉMATIQUE1.1.2 Cy
le ovarienChez les mammifères, à partir de la puberté, une a
tivité 
y
lique apparaît dans l'ovaire,qui se manifeste entre autres par l'ovulation. Bien qu'il y ait des di�éren
es de 
y
les selon lesespè
es, 
y
les estriens pour les mammifères qui manifestent un 
omportement d'estrus (a

ep-tation du mâle), 
y
les menstruels pour les mammifères 
hez lesquels il y a déta
hement de lamuqueuse de l'endomètre (
e qui provoque les menstruations), la phase qui part du re
rutementdes folli
ules ovulatoires jusqu'à l'ovulation, appelée phase folli
ulaire, est présente dans 
ha
undes 
y
les.
Hypophyse

Fig. 1.1 � Ovaires et axe hypophyse-hypothalamus (sour
e : http ://www. umanitoba.
a/womens_health/ov-1.jpg)Le 
y
le ovarien se divise en deux phases, la phase folli
ulaire et la phase lutéale. Chezla femme, pendant la phase folli
ulaire, le folli
ule dominant se développe dans l'un des deuxovaires, environ une semaine avant le milieu du 
y
le, qui dure 28 jours. Il 
roît plus vite que11



1.1. CONTEXTE PHYSIOLOGIQUEles autres folli
ules et il se prépare à l'ovulation. Il atteint un diamètre de 25mm. Une os
il-lation hormonale perfe
tionnée provenant d'un jeu de rétro-
ontr�le entre les ovaires et l'axehypophyse-hypothalamus (voir Figure 1.1) est responsable de la maturation folli
ulaire. Les 
ri-tères de séle
tion du folli
ule dominant ne sont pas très bien 
onnus. Vers le milieu du 
y
le,la 
on
entration de l'hormone lutéinique (LH) augmente fortement et la dé
harge de LH estresponsable du dé
len
hement de l'ovulation (voir Figure 1.2) et de l'installation du 
orps jaunedans l'ovaire. Les pro
essus né
essaires pour 
réer un milieu optimal pour une fé
ondation réussiesont engendrés. L'ovulation a alors lieu : le folli
ule dominant a migré vers la surfa
e de l'ovaireoù il forme une protubéran
e, sa paroi se rompt et permet le passage du liquide folli
ulaire et del'ovule dans la trompe. L'ovule attend désormais dans la trompe la fé
ondation par un sperma-tozoïde.Après la rupture du folli
ule et la libération de l'ovule, l'ovaire entre en phase lutéale. Le fol-li
ule dominant se transforme en un 
orps jaune qui sé
rète de la progestérone, de l'estradiolet de l'inhibine et qui inhibent un développement folli
ulaire supplémentaire pendant la phaselutéale, 
hez la femme. Chez les mammifères domestiques (ruminants), la 
roissan
e folli
ulaireet la séle
tion des folli
ules dominants peut également avoir lieu pendant la phase lutéale, maisil n'y a pas dé
len
hement de l'ovulation. A la �n de la phase lutéale, le 
orps jaune arrête d'êtrefon
tionnel et la phase folli
ulaire redémarre, le 
y
le re
ommen
e.

Fig. 1.2 � Evolution des gonadotropines et des stéroïdes ovariens lors du 
y
le ovarien 
hez lafemme (sour
e : http ://www.embryology.
h/fran
ais/dbefru
htung/eisprung01.html) : le re
ru-tement de la 
ohorte initiale a lieu pour des niveaux élevés en FSH au jour 0. La 
on
entrationplasmatique de 
elle-
i 
hute au fur et à mesure du développement folli
ulaire, en parallèle ave
l'augmentation de la quantité d'estradiol E2. Lorsque le niveau de rétro-
ontr�le est très élevé,une rétro-a
tion positive dé
len
he un pi
 de FSH et de LH, qui provoque l'ovulation. Chez lafemme, pendant la phase lutéale, les niveaux élevés d'estradiol et d'inhibine empê
hent tout dé-veloppement folli
ulaire. En �n de phase lutéale, les niveaux de FSH augmentent à nouveau etle 
y
le re
ommen
e.
12



CHAPITRE 1. CONTEXTES PHYSIOLOGIQUE ET BIOMATHÉMATIQUE1.1.3 Hormones sexuelles
Le fon
tionnement 
y
lique des ovaires, en l'absen
e de fé
ondation, est régulé par un jeude rétro-
ontr�le entre les hormones sé
rétées par l'axe hypophyse-hypothalamus d'un 
�té, etles ovaires de l'autre.Les gonadotropines FSH (Folli
le Stimulating Hormone) et LH (Luteinizing Hormone) sont deshormones produites par l'hypophyse, et leur fon
tion prin
ipale est la régulation des gonades(ovaires et testi
ules).La fon
tion prin
ipale de la FSH est de 
ontr�ler le développement des folli
ules ovariens, etla séle
tion du ou des folli
ules dominants. La FSH agit sur les 
ellules de granulosa qui sontl'un des deux types de 
ellules qui 
omposent les folli
ules, et stimule la synthèse de son propreré
epteur dans 
es 
ellules. Elle stimule également la produ
tion d'estrogènes par les 
ellules degranulosa. La synthèse et la sé
rétion de la FSH par l'hypophyse est sous le 
ontr�le de di�érentsrégulateurs tels que la GnRH (Gonadotropin Releasing Hormone, d'origine hypothalamique), lesestrogènes ovariens, l'a
tivine et l'inhibine.Une des fon
tions prin
ipales de la LH est de dé
len
her l'ovulation (par stimulation d'une
as
ade d'enzymes 
onduisant à la rupture de la membrane basale du folli
ule) et de maintenirle 
orps jaune au 
ours du 
y
le menstruel. La synthèse et la sé
rétion de LH par l'hypophyseest sous le 
ontr�le de di�érents régulateurs tels que la GnRH et les estrogènes ovariens.Parmi les hormones sé
rétées par l'ovaire, on trouve les estrogènes et la progestérone. L'estro-gène E2, appelé estradiol, est produit essentiellement par 
onversion enzymatique des androgènes(androstenedione et testostérone). Les androgènes sont produits sous l'in�uen
e de la LH par les
ellules thé
ales, qui 
onstituent l'enveloppe externe du folli
ule, et leur 
onversion en estradiola lieu dans les 
ellules de la granulosa du folli
ule, grâ
e à l'aromatase. L'a
tivité de l'aromatasedépend de la FSH. Ainsi une sé
rétion harmonieuse de l'estradiol dépend-elle des deux gonado-tropines hypophysaires FSH et LH.C'est la dé
harge de LH qui provoque des 
hangements bio
himiques dans les 
ellules de granu-losa, 
onnus sous le nom de lutéinisation. La lutéinisation des 
ellules de granulosa oriente leurssé
rétions vers la produ
tion de la progestérone. Celle-
i est don
 produite essentiellement parle 
orps jaune. Le r�le biologique de la progestérone est de transformer la muqueuse utérine enune muqueuse sé
rétoire 
apable d'a

ueillir un ÷uf fé
ondé. La synthèse de progestérone par le
orps jaune est stimulée par la LH.L'ensemble des in�uen
es entre 
es hormones sexuelles sont représentées sur la Figure 1.3.13



1.1. CONTEXTE PHYSIOLOGIQUE
GnRH

Gonadotropines
(FSH, LH)

Hypothalamus

Hypophyse

Ovaires

Follicules, corps jaune

stéroïdes :estradiol, progestérone ;a
tivine, inhibine
Fig. 1.3 � Rétro-
ontr�le au sein de l'axe gonado-hypophysaire1.1.4 E
helle folli
ulaire : folli
ulogenèseIl est en
ore admis [51℄ que 
hez les mammifères, les ovaires renferment une réserve d'ovo-
ytes, 
onstituée très t�t au 
ours de la vie des femelles. Chaque ovo
yte y est entouré par une
ou
he de 
ellules somatiques, le tout 
onstituant un folli
ule primordial. Le folli
ule est la stru
-ture qui protège l'ovo
yte et le libère au moment de l'ovulation. La fon
tion essentielle de l'ovaireest d'utiliser 
es folli
ules jusqu'à épuisement de la réserve. La plupart des folli
ules n'atteignentpas l'ovulation mais subissent un pro
essus de dégénéres
en
e appelé atrésie.La folli
ulogenèse est la su

ession des di�érentes étapes de développement du folli
ule depuisle moment où il sort de la réserve de folli
ules primordiaux, jusqu'à sa rupture au moment del'ovulation. Le développement folli
ulaire est sous le 
ontr�le des gonadotropines hypophysaires,FSH et LH, dont la sé
rétion est à son tour 
ontr�lée par un rétro-
ontr�le exer
é par les ovaires.Avant l'ovulation, le folli
ule traverse plusieurs étapes de développement. Les plus petits fol-li
ules sont les folli
ules primordiaux, 
onstitués de l'ovo
yte entouré de 
ellules aplaties. Unpremier re
rutement amène 
haque jour des folli
ules de la réserve initiale à se développer : lefolli
ule est primaire lorsqu'il présente une 
ou
he de 
ellules 
uboïdales ; il est se
ondaire quandl'ovo
yte est entouré de deux 
ou
hes de 
ellules de granulosa, puis il devient antral lorsqu'ila
quiert sa 
avité antrale. Sa taille augmente en raison de la prolifération de ses 
ellules et del'a

umulation de liquide dans la 
avité antrale. Pendant 
es étapes de développement, la plupartdes folli
ules subissent l'atrésie. Certains 
ependant sont re
rutés pour poursuivre leur dévelop-pement, après stimulation par les gonadotropines. On parle alors de développement folli
ulaireterminal [38℄. L'ensemble de 
es étapes est dé
rit sur la Figure 1.4.14



CHAPITRE 1. CONTEXTES PHYSIOLOGIQUE ET BIOMATHÉMATIQUE

Fig. 1.4 � Folli
ulogenèse (s
héma D. Monniaux)Le développement folli
ulaire terminal est un pro
essus 
ontr�lé par les gonadotropines. La fol-li
ulogenèse terminale débute par le re
rutement d'une 
ohorte de folli
ules, qui ont des tailleset 
ertainement des sensibilités di�érentes aux gonadotropines [38℄. A mi-phase folli
ulaire, une�séle
tion� se produit et la taille de la 
ohorte est réduite au nombre d'ovulations 
ara
téristiquesde l'espè
e. Les folli
ules destinés à ovuler sont appelés folli
ules dominants. Pendant la �n dela phase folli
ulaire, on observe la maturation terminale des folli
ules dominants et la régressionpar atrésie des autres folli
ules.La régulation de 
es mé
anismes se fait de manière �ne et il y a de nombreux régulateurs poten-tiels, que 
e soient les gonadotropines, ou des régulateurs lo
aux. Ainsi, le 
ontr�le du re
rutementde la 
ohorte se fait lorsque les niveaux de FSH sont élevés. Le 
ontr�le de la séle
tion des folli-
ules dominants peut s'expliquer de la manière suivante : la 
roissan
e folli
ulaire est asso
iée àune augmentation de la sé
rétion d'estradiol et d'inhibine, qui exer
ent un rétro-
ontr�le négatifsur les niveaux de FSH. Cette 
hute des niveaux de FSH bloque la 
roissan
e et maturation desfolli
ules qui avaient les besoins les plus élevés en FSH. Leur 
roissan
e est don
 interrompueet ils subissent l'atrésie. Malgré la baisse des niveaux de FSH, les folli
ules dominants surviventdans un environnement appauvri en FSH et poursuivent leur maturation. Ce
i peut s'expliquerd'abord par l'a
quisition de ré
epteurs à LH sur la granulosa, la LH peut alors agir 
omme un15



1.1. CONTEXTE PHYSIOLOGIQUEsubstitut à FSH pour le folli
ule ; aussi par l'ampli�
ation de la réponse folli
ulaire à FSH et LHgrâ
e à des régulateurs lo
aux ; et en�n par la présen
e d'une vas
ularisation ampli�ée, qui peutfa
iliter la di�usion de FSH et LH [46℄. Le pi
 de LH provoque ensuite l'ovulation des folli
ulesdominants, et 
ontribue à la dégénéres
en
e totale des autres folli
ules. L'évolution hormonaleau 
ours du 
y
le de la femme est représentée sur la Figure 1.2Le taux d'ovulation, qui 
orrespond au nombre de folli
ules qui ovulent par 
y
le, est 
ara
téris-tique des espè
es. Il peut varier d'une ovulation par 
y
le 
hez la femme (mono-ovulation) à unedouzaine 
hez la truie (poly-ovulation). Dans le 
ontexte de la régulation de l'ovulation, l'espè
eovine pro
ure des modèles génétiques tout à fait intéressants, 
ara
térisés par une variabilitégénotypique du nombre d'ovulations au sein d'une même ra
e. Elle présente de plus un intérêten physiologie 
omparée par rapport aux espè
es de laboratoire 
lassiques (rongeurs). C'est don

hez la brebis que seront re
ueillies la plupart des données pour le modèle développé.Ces informations donnent une vision générale du pro
essus de séle
tion des folli
ules dominants,mais n'expliquent pas pourquoi un folli
ule devient dominant alors qu'un autre subit l'atrésie.Comme les folli
ules en développement terminal sont tous soumis aux mêmes signaux des go-nadotropines, on peut re
her
her 
e qui fait leur di�éren
e en étudiant leur développement enréponse aux gonadotropines de manière individuelle.1.1.5 E
helle 
ellulaire : dynamique des 
ellules de granulosa

Fig. 1.5 � Coupe histologique d'un folli
ule ovarien (sour
e : http :// www.a
-amiens.fr/a
ademie/ pedagogie/svt/info/logi
iels/ 
y
les/fol
av.gif)La Figure 1.5 représente une 
oupe histologique de folli
ule. Celui-
i est 
omposé de deux
ouronnes 
ellulaires, l'une externe, la thèque, et l'autre interne, la granulosa, dont les 
ellulesentourent l'ovo
yte, et d'une 
avité, l'antrum. Les gonadotropines agissent sur la survie, la proli-fération et la di�éren
iation des 
ellules folli
ulaires. En parti
ulier, la FSH se lie à ses ré
epteurs,situés sur les 
ellules de granulosa. L'a
tion de la gonadotropine a don
 dire
tement lieu au ni-veau 
ellulaire, et la dynamique de ses 
ellules est déterminant pour le sort d'un folli
ule.16



CHAPITRE 1. CONTEXTES PHYSIOLOGIQUE ET BIOMATHÉMATIQUELes 
ellules de granulosa peuvent être dans des états 
ellulaires di�érents : soit elles prolifèrent,elles par
ourent le 
y
le 
ellulaire et se multiplient au 
ours de la mitose, soit elles sont di�éren-
iées, elles ont dé�nitivement arrêté de proliférer, soit elles disparaissent.Les 
ellules se répliquent au 
ours du 
y
le 
ellulaire, par la mitose, pendant laquelle une 
ellule-mère donne naissan
e à deux 
ellules-�lles. Le 
y
le 
ellulaire est 
omposé de 4 phases distin
tes :G1, S, G2, M. Il existe également une phase de sortie de 
y
le, la phase D, dans laquelle les 
ellulessont di�éren
iées (voir Figure 1.6).
D

Fig. 1.6 � Cy
le 
ellulaireLes phénomènes suivants ont lieu au 
ours des di�érentes phases du 
y
le 
ellulaire :� La phase G1 : Dans 
ette phase la 
ellule 
roît et devient plus large, la synthèse desprotéines s'e�e
tue. Cette phase est de durée variable.� La phase S : C'est la phase de synthèse de l'ADN : la matériel héréditaire est dupliquéet 
haque 
hromosome est 
opié.� La phase G2 : C'est une phase de 
ontr�le : l'ADN répliqué est 
ontr�lé et réparé siné
essaire. S'il y a des dommages irréparables, la 
ellule est détruite.� La phase M : Les 
hromosomes se séparent et on assiste à la formation de deux 
ellules-�lles.Les 
ellules de granulosa di�éren
iées sont des 
ellules qui ont quitté le 
y
le. Elles ont une grandea
tivité enzymatique, en parti
ulier de sé
rétion d'estradiol, et on voit apparaître sur 
es 
ellulesdes ré
epteurs à LH.Les 
ellules qui disparaissent peuvent subir deux types de morts : la né
rose ou l'apoptose.La né
rose est un pro
essus de dégénéres
en
e qui aboutit à la morti�
ation d'une 
ellule oud'un tissu. C'est un phénomène a

identel qui implique toujours des groupes de 
ellules, jamaisune 
ellule unique. L'apoptose quant à elle est un pro
essus régulé, né
essaire à la survie d'un or-ganisme multi-
ellulaire. Elle survient lorsqu'une 
ellule n'est plus utile, endommagée ou qu'elleest défe
tueuse, ou bien en réponse à des signaux extra-
ellulaires. Elle peut avoir lieu dans toutle 
y
le 
ellulaire ou bien dans la phase de di�éren
iation. Elle intervient essentiellement dans laphase G2 : elle permet d'éliminer les 
ellules n'ayant pas synthétisé 
orre
tement leur ADN lorsde la phase S et évite ainsi la prolifération de 
ellules dysfon
tionnelles. Ce type d'apoptose est17



1.1. CONTEXTE PHYSIOLOGIQUE�mé
anique� et non dis
riminante pour la séle
tion des folli
ules ovulatoires 
ar elle est répartiealéatoirement sur tous les folli
ules. L'apoptose régulée par des signaux extra-
ellulaires, qui n'estpas due à des erreurs de répli
ation, est 
elle dis
riminante pour les folli
ules au 
ours de leurdéveloppement.Les folli
ules ovulatoires sont 
ara
térisés par une transition de leurs 
ellules d'un état proli-fératif à un état majoritairement di�éren
ié. Le nombre de 
ellules de granulosa di�éren
iéesdans un folli
ule est représentatif de sa �maturité�. Ce sont les folli
ules les plus matures quisé
rètent le plus d'estradiol et qui provoquent la 
hute des niveaux de FSH. Les 
ellules di�é-ren
iées étant équipées de ré
epteurs à LH, elles survivent dans 
et environnement appauvri enFSH.Quant aux folli
ules atrétiques, ils sont 
ara
térisés par une transition d'un état prolifératif ouen partie di�éren
ié à un état apoptotique. Celui-
i survient après une perte de sensibilité des
ellules à l'a
tion des gonadotropines. L'intensité du phénomène d'apoptose dans un folli
uledé�nit son atrésie [49℄.
1.1.6 E
helle molé
ulaire : l'Adénosine MonoPhosphate 
y
lique : AMP
L'expli
ation de la transition entre les états prolifératifs et di�éren
iés ou apoptotiquesn'est pas entièrement 
onnue, mais l'importan
e de FSH est démontrée. La transdu
tion du si-gnal de FSH dans les 
ellules de granulosa a été étudiée, et les voies de signalisation de la FSH
onvergent vers l'AMP
 (Adénosine MonoPhosphate 
y
lique). Il s'agit d'un se
ond messager,produit à la suite d'une 
as
ade de réa
tions bio
himiques, provoquée par la liaison entre la FSHet son ré
epteur situé sur les 
ellules de granulosa : une enzyme est a
tivée, l'adénylyl 
y
lase,qui produit l'AMP
.Dans notre modèle, nous utilisons l'AMP
 
omme marqueur de la maturité des 
ellules de gra-nulosa des folli
ules en développement terminal. Son a

umulation nous permet de 
ara
tériserla di�éren
iation d'une 
ellule ainsi que l'a
quisition de ré
epteurs à LH, né
essaires à la surviede la 
ellule.Au 
ontraire, lorsque la quantité de FSH est trop faible, il y a dé
ouplage entre la stimulationdes ré
epteurs à FSH et la produ
tion d'AMP
, 
e qui est un phénomène 
onstaté en débutd'apoptose 
ellulaire. L'AMP
 paraît don
 être un bon marqueur de l'état 
ellulaire.
1.1.7 Eléments physiologiques essentielsLe pro
essus de séle
tion des folli
ules ovulatoires est un pro
essus 
omplexe pour lequelbeau
oup de phénomènes restent inexpliqués. On peut 
ependant dégager des étapes essentielles,18



CHAPITRE 1. CONTEXTES PHYSIOLOGIQUE ET BIOMATHÉMATIQUEqui nous donnent une base pour la modélisation. Les événements que nous retenons sont lessuivants :� La FSH régule le développement folli
ulaire terminal en agissant sur les 
ellules de gra-nulosa des folli
ules.� L'état d'une 
ellule de granulosa est déterminé par sa 
apa
ité de réponse à la FSH, etdon
 par la dynamique de sa 
on
entration en AMP
 induite par FSH.� La maturité d'un folli
ule est 
ara
térisée par l'état de ses 
ellules de granulosa. Lamaturité d'un folli
ule, ainsi que sa sé
rétion en estradiol augmente ave
 le nombre de
ellules di�éren
iées qu'il 
ontient.� La sé
rétion totale de l'ovaire en estradiol exer
e un rétro-
ontr�le négatif sur la sé
rétionen FSH.La Figure 1.7 représente 
es di�érents événements.

Fig. 1.7 � Développement folli
ulaire terminal (s
héma F. Clément)
19



1.2. MODÈLES MATHÉMATIQUES DU DÉVELOPPEMENT FOLLICULAIRE TERMINAL1.2 Modèles mathématiques du développement folli
ulaire termi-nal1.2.1 Modèles ma
ros
opiquesLes modèles ma
ros
opiques de séle
tion des folli
ules ovulatoires s'intéressent au mé
a-nisme de séle
tion des folli
ules ovulatoires per se. Ils envisagent 
e pro
essus au sens de ladynamique des populations : une fon
tion d'évolution phénoménologique et ma
ros
opique dis-
rimine les traje
toires folli
ulaires. Seuls les folli
ules les plus adaptés survivent à la pression dumilieu. La ressour
e essentielle est FSH ; 
ertains folli
ules l'exploitent mieux et plus rapidement(réponse en estradiol à FSH) 
e qui 
onduit indire
tement (rétro-
ontr�le négatif de l'estradiolsur FSH) à une diminution de la ressour
e en FSH qui défavorise les folli
ules les moins avan
és.1.2.1.1 Modèle développé par M. La
kerNous dé
rivons le modèle développé par M. La
ker et al. [29℄. Ce modèle se base sur des hy-pothèses physiologiques simples pour exhiber des éléments 
lés du pro
essus de développementfolli
ulaire terminal. Il dé
rit la maturation d'un groupe de N folli
ules et leur intera
tion ave
l'hypophyse via l'estradiol et les gonadotropines. Il est basé sur les hypothèses suivantes :� La taille du folli
ule, sa maturité et sa sé
rétion en estradiol sont proportionnelles : onpeut don
 mesurer la maturité du folli
ule uniquement par sa sé
rétion en estradiol.� Le taux de sé
rétion de FSH et de LH par l'hypophyse est fon
tion de la 
on
entrationplasmatique en estradiol.� Tous les folli
ules répondent de la même manière à FSH et LH et suivent la même loide développement.� Les folli
ules entrent en phase terminale à des dates aléatoires mais à la même maturité,ou à la même date mais à des maturités di�érentes.� L'intera
tion entre les folli
ules en développement terminal se fait à travers leur 
ontri-bution à la 
on
entration plasmatique en estradiol.� La 
roissan
e d'un folli
ule dépend de la 
on
entration plasmatique en estradiol et de sapropre maturité.Il é
rit alors le modèle suivant de développement folli
ulaire terminal :
dxi

dt
= f(xi,X)

X(t) =
∑

i

xi(t)où xi représente la maturité de 
haque folli
ule i et X est la 
on
entration plasmatique enestradiol. La première équation signi�e que la maturité d'un folli
ule évolue en fon
tion de la
on
entration plasmatique en estradiol ainsi que de sa propre valeur. La deuxième équationsigni�e que la 
on
entration plasmatique en estradiol est la somme des 
ontributions de 
haque20



CHAPITRE 1. CONTEXTES PHYSIOLOGIQUE ET BIOMATHÉMATIQUEfolli
ule.M. La
ker estime que la fon
tion f doit permettre de "briser la symétrie", a�n de séparer la
ohorte en folli
ules ovulatoires d'un 
oté, et atrétiques de l'autre. Il 
hoisit pour 
ela une fon
tiond'Abel, de la forme :
f(x,X) = Cx{1 −D(X −M1x)(X −M2x)}
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Fig. 1.8 � Simulation du modèle de La
ker : la première �gure représente des 
as d'ovulations (4ovulations au temps 1, 4 au temps 2 et 3 au temps 3), la deuxième représente un 
as d'ovulation(6 ovulations), et une situation pathologique : le pro
essus de séle
tion est bloqué.Les résultats de 
e modèle permettent d'exhiber des situations physiologiques telles quedes 
as d'ovulations, et des situations pathologiques d'anovulation (voir Figure 1.8). En faisantvarier les valeurs des paramètres M1 et M2, M. La
ker peut faire varier le nombre d'ovulationsentre M1 et M2. Il réalise également une simulation 
orrespondant au retrait d'un ovaire, sansque 
ela n'a�e
te le nombre d'ovulations, 
e qui 
orrespond aux situations observées expérimen-talement. En�n, M. La
ker analyse le système, 
e qui lui permet d'en dégager des propriétés destabilité et de justi�er mathématiquement le nombre d'ovulations.Cependant, 
ertains repro
hes sont faits au modèle de M. La
ker, en parti
ulier en 
e qui 
on
ernela prédestination : en e�et, les premiers folli
ules à se développer sont toujours 
eux qui ovulent.21



1.2. MODÈLES MATHÉMATIQUES DU DÉVELOPPEMENT FOLLICULAIRE TERMINALDe plus, la symétrie qui est introduite dans le modèle est irréaliste : M. La
ker suppose que tousles folli
ules répondent de la même manière aux signaux hormonaux, alors qu'il est quasimentimpossible de trouver deux systèmes biologiques qui se 
omportent exa
tement de la même ma-nière. L'interprétation physiologique de la fon
tion f n'est pas immédiate, les paramètres utilisésparaissent arbitraires et des phénomènes tels que l'atrésie ne sont pas expliqués par le modèle.En�n, le modèle ne permet pas de représenter une situation pathologique très fréquente, le syn-drome des ovaires polykystiques : la 
alibration numérique du modèle de La
ker pour la femmene permet pas d'obtenir le nombre de folli
ules pathologiques né
essaires pour représenter lasituation réelle.A. Chávez-Ross a poursuivi le travail de M. La
ker [5℄ a�n d'introduire de la dyssymétrie dansle modèle, pour qu'il puisse représenter le syndrome des ovaires polykystiques. Les résultats per-mettent quelques 
on
lusions physiologiques mais ne résolvent pas les problèmes d'interprétationde la fon
tion d'évolution ainsi que 
eux de prédestination (voir Figure 1.9).
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Fig. 1.9 � Modèle de Chávez-Ross : une situation typique d'ovaires polykystiques1.2.1.2 Modèle développé par J-C. ThalabardLe modèle développé par J-C. Thalabard et al. dé
rit également la séle
tion de folli
ules ovula-toires en s'appuyant sur la théorie de la dynamique des populations [61℄. J-C. Thalabard utiliseles mêmes bases physiologiques que M. La
ker, mais il introduit une variable aléatoire pour 
a-ra
tériser l'individualisation des réponses folli
ulaires à la FSH. Il dé
rit l'a
tion de FSH sur ledéveloppement folli
ulaire et les intera
tions entre les ovaires et la sé
rétion de FSH. Son modèleest basé sur les hypothèses suivantes :� La réponse d'un folli
ule à FSH dépend de sa taille et de la 
on
entration plasmatiqueen estradiol. 22



CHAPITRE 1. CONTEXTES PHYSIOLOGIQUE ET BIOMATHÉMATIQUE� Les folli
ules ont presque la même réponse à FSH : le pro
essus de développement déter-ministe est identique pour tous, mais une 
omposante sto
hastique modi�e les réponsesindividuelles des folli
ules à FSH.� L'intera
tion entre les folli
ules se fait à travers la somme des sé
rétions en estradiol detous les folli
ules.J-C. Thalabard 
ara
térise un folli
ule par sa taille gi(t) et sa sé
rétion en estradiol ei(t). Les
on
entrations plasmatiques en FSH et en estradiol sont respe
tivement x(t) et y(t). Il formulealors son modèle de la manière suivante :
dx

dt
= f ′(y)

dy

dt
−
(

kx

Vx

)

x (1.1)
dgi

dt
= ν(ξ, gi, x) (1.2)

ei = s(gi) (1.3)
dy

dt
=

∑

ei
Vy

−
(

ky

Vy

)

y (1.4)où (1.1) signi�e que la 
on
entration plasmatique en FSH est fon
tion de la 
on
entration plas-matique en estradiol. Le se
ond terme de l'équation est un terme d'élimination. (1.2) signi�e quel'évolution de la taille d'un folli
ule gi est une fon
tion 
roissante de la 
on
entration plasmatiqueen FSH, x, de la taille du folli
ule, gi, et d'un terme ξ qui est la variable aléatoire permettantd'individualiser les réponses des folli
ules à FSH. Dans (1.3) la sé
rétion d'un folli
ule en es-tradiol est une fon
tion 
roissante de la taille du folli
ule, et (1.4) signi�e que la 
on
entrationplasmatique en estradiol est la somme des 
ontributions de 
haque folli
ule. Le se
ond terme del'équation est un terme d'élimination.Les paramètres des fon
tions utilisées sont 
hoisis de manière à autoriser une interprétation phy-siologique.La simulation numérique d'un tel modèle permet d'exhiber des situations d'ovulation semblablesà 
elles observées 
hez la femme.Les traje
toires folli
ulaires se 
roisent, le folli
ule ovulatoire n'est don
 pas a priori prédestiné.L'utilisation d'une variable aléatoire pour justi�er l'individualisation des réponses folli
ulairesaux signaux hormonaux est dis
utable, ainsi que le dit J-C. Thalabard : "s'agit-il du re�et denotre ignoran
e ou bien est-
e une propriété intrinsèque du système" ? De plus, malgré la volontéde donner une interprétation aux fon
tions utilisées, leur signi�
ation physiologique n'est pasabordée.Parmi 
es di�érents modèles ma
ros
opiques qui dé
rivent la développement folli
ulaire ter-minal, on retrouve des points de modélisation essentiels en 
e qui 
on
erne l'impa
t de FSH surl'évolution de la maturité des folli
ules, la bou
le de rétro-a
tions entre l'estradiol et la sé
rétionde FSH, et l'intera
tion entre les folli
ules qui se fait à travers la 
ontribution de 
ha
un à la
on
entration plasmatique en estradiol.Les résultats de 
es modèles montrent des situations physiologiques 
onnues telles que l'ovu-23



1.2. MODÈLES MATHÉMATIQUES DU DÉVELOPPEMENT FOLLICULAIRE TERMINALlation d'un ou plusieurs folli
ules ou bien des 
as d'anovulation, mais ils ne permettent pasd'obtenir toutes les situations physiologiques attendues ou de donner une interprétation biolo-gique aux fon
tions utilisées. Ils permettent don
 de reproduire des situations physiologiques,mais n'aident pas à les 
omprendre.1.2.2 Modèles mi
ros
opiquesCes modèles s'intéressent aux mé
anismes sous-ja
ents au développement folli
ulaire, auxé
helles 
ellulaire et molé
ulaire, en 
onsidérant séparément les traje
toires ovulatoires et atré-tiques. Ils 
ara
térisent les 
hangements qui s'opèrent au niveau des 
ellules 
ibles des gonado-tropines, la granulosa. La transition entre les di�érents états 
ellulaires de la granulosa passe parla 
ompréhension au niveau molé
ulaire des a
tions des gonadotropines.F. Clément s'intéresse aux 
ellules 
ibles de la FSH, les 
ellules de granulosa [9℄. Elle rend 
omptede l'état des 
ellules : prolifératif, di�éren
ié ou apoptotique, ainsi que des taux de transitionentre 
es états 
ellulaires. Elle propose un modèle mathématique du développement folli
ulaireterminal, basé sur l'évolution des 
ellules de granulosa, vers un état di�éren
ié ou apoptotique.En faisant les hypothèses que les 
ellules prolifératives quittent le 
y
le 
ellulaire de manièreirréversible, et que seules les 
ellules hors du 
y
le 
ellulaire subissent l'apoptose, elle dé
ritl'évolution du nombre de 
ellules de granulosa dans 
ha
un des états 
ellulaires :
dNp

dt
= [µ− δ(t)]Np(t)

dNd

dt
= δ(t)Np(t) − α(t)Nd(t)

dNa

dt
= α(t)Nd(t) −

∫ s

0
ω(τ)α(t− τ)Nd(t− τ)dτoù Np est le nombre de 
ellules prolifératives, Nd le nombre de 
ellules di�éren
iées, Na le nombrede 
ellules apoptotiques. µ représente le taux de division 
ellulaire, et δ(t) et α(t) sont respe
tive-ment les taux de transition vers un état di�éren
ié ou apoptotique. ω est la densité de probabilitédu retard avant la disparition totale de la 
ellule, qui a lieu au maximum au temps s. Les étatset leurs transitions sont représentés sur la Figure 1.10.F. Clément étudie l'évolution du nombre de 
ellules dans un folli
ule ovulatoire, en négligeantles pertes apoptotiques. Les valeurs des paramètres sont estimées statistiquement a�n que lessorties du modèle 
orrespondent aux sorties expérimentales (voir Figure 1.11).L'évolution de la fra
tion de 
roissan
e (proportion de 
ellules prolifératives par rapport aunombre total de 
ellules) met en éviden
e l'importan
e des taux de transition : plus la transitiond'un état prolifératif à un état di�éren
ié se fait rapidement, moins le nombre �nal de 
ellules24



CHAPITRE 1. CONTEXTES PHYSIOLOGIQUE ET BIOMATHÉMATIQUEDisparitionApoptose
δ(t)

ω(t)α(t)Di�éren
iationProliférationFig. 1.10 � Modèle de Clément : di�érents états 
ellulaires et taux de transition pour les 
ellulesde granulosa.
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Fig. 1.11 � Evolution du nombre de 
ellules de granulosa dans un folli
ule ovulatoire : les pointsreprésentent les données expérimentales, la 
ourbe en traits pleins est une sortie du modèle ;les nombres de 
ellules prolifératives (pointillés) et de 
ellules di�éren
iées (tirets) ainsi que lafra
tion de 
roissan
e (GF) sont représentés.de granulosa est élevé. Ce
i permet d'expliquer la di�éren
e de taille des folli
ules ovulatoires
hez la brebis, dans les ra
es mono-ovulantes, dont les folli
ules sont plus gros que dans les ra
espoly-ovulantes.Un tel modèle permet la des
ription du développement folli
ulaire terminal au niveau des 
el-lules de granulosa, aussi bien pour les folli
ules ovulatoires que pour les folli
ules atrétiques. Lesfolli
ules ovulatoires sont 
ara
térisés par un transfert des 
ellules en prolifération vers un étatdi�éren
ié, alors que les 
ellules des folli
ules atrétiques deviennent apoptotiques. F. Clémentintroduit la notion de 
apital prolifératif d'un folli
ule ave
 l'idée que le 
ontr�le de 
e 
apitaldétermine le destin du folli
ule. Elle souligne l'importan
e des taux de transition entre les états
ellulaires qui 
ontr�lent la di�éren
iation ou l'apoptose des 
ellules et don
 le destin des folli-
ules.Elle résout également le problème de 
ontr�le 
orrespondant à l'optimisation des taux de tran-sition pour exploiter au mieux les ressour
es des folli
ules : elle dé�nit une 
ible à atteindre sur25



1.2. MODÈLES MATHÉMATIQUES DU DÉVELOPPEMENT FOLLICULAIRE TERMINALle nombre de 
ellules di�éren
iées dans un folli
ule, 
e qui 
orrespond à l'ovulation du folli
ule,et optimise les taux de transition a�n d'atteindre 
ette 
ible en un temps minimal.Pour mieux 
omprendre 
es transitions, elle étudie ensuite la transdu
tion du signal de FSHqui mène à la produ
tion d'AMP
 [8℄. En e�et, l'a

umulation d'AMP
 au delà d'un seuil sembleêtre un point 
lef dans la di�éren
iation des 
ellules de granulosa.Elle modélise la 
as
ade de réa
tions bio
himiques dans les 
ellules de granulosa à partir de FSHjusqu'à l'AMP
. Comme le modèle rend 
ompte de l'e�
a
ité de 
ette 
as
ade sur une é
helle detemps plus longue que les é
helles bio
himiques, une hypothèse d'état quasi-stationnaire permetd'obtenir la dynamique de la 
on
entration en AMP
 suivante :
d[AMPc]

dt
= β

{

σRT /

[

kikr + ρ(ki + kr)

kikr
+

ρ+ k−
k+FSH

]

− kPDE

ω
[AMPc]

}

[AMPc] (1.5)où
ρ =

α([AMPc])γ

δγ + [AMPc]γLes paramètres utilisés pour dé�nir la dynamique de la 
on
entration en AMP
 sont regroupésdans la Table 1.1.Paramètre Dé�nition
k+ taux de liaison de FSH à ses ré
epteurs
k− taux de disso
iation de FSH de ses ré
epteurs
ki taux d'internalisation des ré
epteurs
kr taux de re
y
lage des ré
epteurs à FSH
kpde taux d'hydrolyse de l'AMP

β 
onstante de temps
σ paramètre d'ampli�
ation
RT nombre total de ré
epteurs à FSH
ω taux de synthèse d'AMP

ρ taux de désensibilisation des ré
epteurs à FSH
α paramètre de saturation de ρ
δ paramètre de demi-saturation de ρ
γ pente de 
roissan
e de ρTab. 1.1 � Paramètres bio
himiquesCe modèle permet de dé
rire de manière �ne, la dynamique de la 
on
entration en AMP
 à partirde la transdu
tion du signal de FSH dans une 
ellule de granulosa moyenne. F. Clément montreque dans une hypothèse d'état stationnaire (éq. (1.5)), l'AMP
 est une fon
tion monotone satu-rée de FSH pour un signal en FSH 
onstant. La variation des valeurs des paramètres du modèle26



CHAPITRE 1. CONTEXTES PHYSIOLOGIQUE ET BIOMATHÉMATIQUE
orrespondent à des situations physiologiques ou pathologiques dans l'intégration du signal deFSH par les 
ellules de granulosa.Cette des
ription mi
ros
opique du développement folli
ulaire terminal, d'un point de vue 
el-lulaire mais aussi molé
ulaire, permet de 
omprendre les transformations essentielles qui ontlieu dans les 
ellules de granulosa d'un folli
ule, et qui le mènent à l'ovulation ou à l'atrésie.Cependant, le lien dire
t entre la dynamique de l'AMP
 et les taux de transition des di�érentsétats 
ellulaires n'est pas établi. De plus, le pro
essus de séle
tion des folli
ules ovulatoires estun phénomène qui ne peut s'expliquer sans tenir 
ompte des intera
tions entre tous les folli
ules,et de telles intera
tions ne sont pas prises en 
ompte dans 
es modèles.Ces études mé
anistes du développement folli
ulaire permettent de 
ara
tériser la sensibilitédes 
ellules de granulosa au 
ontr�le de la FSH. Cependant, 
es équations aux dérivées ordi-naires permettent uniquement une des
ription de la position 
y
le/hors 
y
le. Une stru
turationde la population, sous forme d'équations aux dérivées partielles est né
essaire pour dé
rire pluspré
isément la dynamique des 
ellules de granulosa, a�n de 
oupler la sensibilité des 
ellules à laFSH, et leur position 
y
le/hors-
y
le. Cette des
ription n'est pas possible à l'aide uniquementd'équations aux dérivées ordinaires, à 
ause des e�ets paradoxaux de FSH, qui favorise à la fois laprolifération des 
ellules des folli
ules peu matures et la di�éren
iation des 
ellules des folli
ulesplus matures. Grâ
e à la stru
turation en 2D de la population 
ellulaire, nous pourrons tenir
ompte de 
es e�ets paradoxaux et dé
rire l'évolution d'une 
ellule en fon
tion de sa position
y
le/hors-
y
le et de sa sensibilité à FSH.
1.3 Modèles de dynamiques 
ellulairesNous nous intéressons à la dynamique de la population des 
ellules de granulosa des fol-li
ules. Ces 
ellules sont e�et les 
ibles du signal de FSH, qui 
ontr�le la 
roissan
e folli
ulaireterminale. Il existe de nombreux modèles 
ellulaires stru
turés dans la littérature, qui 
ouplentdynamique 
ellulaire et progression des marqueurs de maturité. Nous nous inspirerons de 
esmodèles pour l'étude des 
ellules de granulosa.Les 
ellules de granulosa sont uniques pour la diversité de leurs états 
ellulaires en tant que
ellules adultes, et pour l'a

roissement extrêmement rapide et étroitement 
ontr�lé de leur ef-fe
tif (qui peut varier rapidement, en une semaine 
hez la brebis, de deux 
ents mille à plus desix millions de 
ellules). Les modèles de la littérature étudiant des populations 
ellulaires quiprésentent des similitudes ave
 les 
ellules de granulosa (plusieurs phases 
ellulaires, notion dematurité d'une 
ellule) sont présentés dans 
ette se
tion. Nous exposons les modèles ainsi queleur analyse et simulations numériques. 27



1.3. MODÈLES DE DYNAMIQUES CELLULAIRES1.3.1 Représentations maturité-tempsS. Rubinow a été le premier à introduire l'idée de maturité et en parti
ulier la notion devitesse de maturation pour dé
rire des populations de 
ellules [57℄, permettant une des
riptionplus �ne de phénomènes biologiques que ne permet pas la représentation âge-temps, introduitepar S
herbaum et al. [59℄ (où la vitesse de vieillissement est toujours égale à 1).Il dé
rit l'évolution d'une population de 
ellules de la manière suivante :soit t le temps, µ la maturité, et n(µ, t) la fon
tion de densité 
ellulaire. Alors :
n(µ+ ∆µ, t+ ∆t)

[

∆µ+
∂v

∂µ
∆µ∆t

]

= n(µ, t)(1 − λ∆t)∆µ (1.6)Cette équation signi�e que le nombre de 
ellules de maturité µ + ∆µ au temps t + ∆t estégal au nombre de 
ellules qui ont maturé à partir d'une pré
édente maturité µ au temps t,moins le nombre de pertes λ, supposées proportionnelles à n et à ∆t. L'expression entre 
ro
hetsexprime la dilatation de l'élément de maturation ∆µ pendant ∆t. Le terme v = dµ
dt est le tauxde 
hangement de maturité pour les 
ellules de maturité µ au temps t.En divisant (1.6) par ∆t∆µ et prenant la limite quand ∆t et ∆µ tendent vers zéro, on obtient

∂n

∂t
+
∂

∂t
(vn) = −λnoù v = v(µ, t, β)

β 
ontient tous les paramètres de l'environnement qui peuvent a�e
ter la vitesse.S. Rubinow introduit de 
ette manière la notion de maturité pour étudier une population de
ellules, et la notion de vitesse de maturation qui permet de faire intervenir l'environnement des
ellules dans leur évolution. Il utilise d'abord la maturité pour 
ara
tériser la mitose (par exemplela maturité est la quantité d'ADN, et la 
ellule subit la mitose quand l'ADN est répliqué), maisla variable de maturité est ensuite utilisée pour des 
on
epts plus généraux.1.3.2 Modélisation de l'hématopoïèse1.3.2.1 Modèle de Maha�yL'étude des 
ellules sanguines présente des ressemblan
es ave
 
elle des 
ellules de granu-losa, en 
e qui 
on
erne les di�érentes phases 
ellulaires, et la notion de rétro-
ontr�le [34℄.J. Maha�y travaille sur l'erythropoïèse. Les erythro
ytes sont des 
ellules sanguines qui nepeuvent se répliquer. J. Maha�y les étudie en distinguant les 
ellules pré
urseurs qui proli-fèrent, puis qui entrent dans une phase de maturation et deviennent des erythro
ytes. L'Epo(erythropoïetine) est une hormone qui agit sur la vitesse de prolifération des 
ellules pré
urseurs.Sa sé
rétion est à son tour régulée par un rétro-
ont�le négatif exer
é par la population totalede 
ellules en phase de maturation. 28



CHAPITRE 1. CONTEXTES PHYSIOLOGIQUE ET BIOMATHÉMATIQUEJ. Maha�y modélise 
es deux phases 
ellulaires ainsi que le 
ontr�le dû à l'Epo de la manièresuivante :soit p(t, µ) la population de 
ellules pré
urseurs, au temps t ave
 un âge µ, et soit m(t, ν) la po-pulation de 
ellules matures, au temps t et ave
 un âge ν. La vitesse de vieillissement des 
ellulespré
urseurs est 
ontr�lée par l'hormone Epo, E(t). Soit V (E) 
ette vitesse, alors les équationsaux dérivées partielles dé
rivant les évolutions de p et de m sont :
∂p

∂t
+ V (E)

∂p

∂µ
= V (E)[β(µ,E) − α(µ,E) −H(µ)]p

∂m

∂t
+

∂m

∂ν
= −γ(ν)moù β(µ,E) est le taux de naissan
e des 
ellules pré
urseurs prolifératives, α(µ,E) représente letaux de mort due à l'apoptose, et H(µ) est le taux de disparition des 
ellules pré
urseurs quientrent en phase de maturation, ave
 :

H(µ) =
h(µ− µ)

∫ µF

µ h(s− µ)ds
et ∫ µF

0
h(µ− µ)dµ = 1La fon
tion γ(ν) représente le taux de mort des 
ellules matures.Remarque : µ est appelé �âge� par J. Maha�y, mais son interprétation 
orrespond à 
e quenous désignons par maturité.Les 
onditions aux frontières sont données par :

V (E)p(t, 0) = S0(E)

m(t, 0) = V (E)

∫ µF

0
h(µ− µ)p(t, µ)dµ

(1 − νF (t))m(t, νF (t)) = Qoù S0(E) représente le nombre instantané de 
ellules qui deviennent pré
urseurs, µF est l'âgemaximum que peut atteindre une 
ellule pré
urseur avant de devenir mature, et Q est un taux
onstant de disparition des 
ellules matures.En dé�nissant M(t) 
omme la population totale de 
ellules matures, M(t) =
∫ νF

0 m(t, ν)dν,alors la dynamique de E est :
dE

dt
= f(M) − kEoù la fon
tion f est une fon
tion de Hill dé
roissante qui traduit le rétro-
ontr�le négatif de Msur la sé
rétion de E et k un terme d'élimination.J. Maha�y réalise une analyse mathématique du modèle qu'il obtient. Des simpli�
ations sontfaites, en parti
ulier V (E) = 1, hypothèse qui ne 
orrespond pas à la réalité physiologique.29



1.3. MODÈLES DE DYNAMIQUES CELLULAIRESLes autres fon
tions sont également dé�nies 
omme des fon
tions 
onstantes par mor
eaux. Ensupposant la dynamique de E(t) 
onnue, il peut alors utiliser la méthode des 
ara
téristiquespour intégrer son système d'équations aux dérivées partielles et il obtient un système d'équationsaux dérivées ordinaires à retards. Il peut alors e�e
tuer une analyse de stabilité en utilisant deste
hniques standards appliquées aux équations di�érentielles à retard.1.3.2.2 Modèle de Ma
keyM. Ma
key évoque la né
essité d'un modèle stru
turé en âge et en maturité pour dé
rirele développement 
ellulaire hématologique [32℄. Son modèle est 
ependant assez général pourdé
rire tous types de 
ellules répartis en âge et en maturité, et dont le développement 
ellulairepasse par une phase de prolifération et une phase de repos.Les 
ellules en phase de prolifération sont dé
rites par leur densité 
ellulaire p(m,a, t), où mest la maturité, ave
 la vitesse de maturation dm
dt = V (m) ; a est l'âge, ave
 la vitesse de vieillis-sement da

dt = 1 ; et t est le temps. En supposant que 
es 
ellules subissent un taux de pertes γ, laloi de 
onservation qui dé
rit leur évolution est :
∂p

∂t
+
∂p

∂a
+
∂[V (m)p]

∂m
= −γpLes 
ellules en phase de repos sont dé
rites par leur densité 
ellulaire n(m,a, t). On dé�nit lemoment suivant de n : N(m, t) =

∫∞
0 n(m,a, t)da. Les vitesses en maturité et en âge sont lesmêmes que dans la phase de prolifération ; les pertes subies sont δ, et le taux d'entrée en phasede prolifération est une fon
tion de N(m, t) : β(N). La loi de 
onservation pour les 
ellules enphase de repos est :

∂n

∂t
+
∂n

∂a
+
∂[V (m)n]

∂m
= −(δ + β(N))nPour les 
onditions aux frontières, M. Ma
key suppose qu'une 
ellule-mère proliférative de ma-turité m et d'âge τ donne naissan
e à deux 
ellules-�lles qui entrent en phase de repos ave
 unematurité αm (α ≤ 1) et un âge 0. Les 
ellules entrant en phase de prolifération sont 
elles quisortent de la phase de maturation. Les 
onditions sont :

n(m, 0, t) = 2α−1p(α−1m, τ, t)

p(m, 0, t) =

∫ ∞

0
β(N(m, t))n(m,a, t)da = β(N(m, t))N(m, t)M. Ma
key réalise ensuite une analyse mathématique de 
e modèle, en intégrant 
es équationspar rapport à l'âge à l'aide de la méthode des 
ara
téristiques. Il obtient alors une équation detransport du type :
∂u

∂t
+ g(x)

∂u

∂x
= f(t, u, uτ ) (1.7)30



CHAPITRE 1. CONTEXTES PHYSIOLOGIQUE ET BIOMATHÉMATIQUEoù uτ (x, t) = u(h(x), t − τ). Il s'agit d'une équation aux dérivées partielles ave
 un retardtemporel, τ qui représente la durée du 
y
le 
ellulaire. La fon
tion h(x) = α−1e−rτx présenteune �non-lo
alité� dans la variable x (dû au retard dans l'exponentielle) qui peut être 
onsidérée
omme un retard.M. Ma
key asso
ie à 
ette équation une équation di�érentielle à retard :
z′(t) = f(t, z(t), z(t − τ)) (1.8)

Après avoir formulé des hypothèses sur les fon
tions f , g, et h, M. Ma
key étudie des résultatsde stabilité sur 
e type d'équations : il montre que pour prouver la stabilité asymptotique globalede la solution de (1.7), il su�t de prouver la stabilité globale de l'équation di�érentielle asso
iée(1.8), et la stabilité lo
ale de l'équation (1.7).M. Adimy et al. [1℄ introduisent un retard variable dans les équations de Ma
key, partant duprin
ipe que les 
ellules ne se divisent pas toutes au même âge, et don
 que la durée du 
y
le
ellulaire τ n'est pas �xe mais varie dans un intervalle [τ , τ ]. Ils obtiennent alors un systèmed'équations aux dérivées partielles du premier ordre à retard distribué. La stabilité globale dusystème est montrée sous les hypothèses que τ > τ0 (où τ0 est une durée de 
y
le minimum) etque limt→+∞N(t, 0) = 0.R. Crabb [33℄, résout numériquement les équations de M. Ma
key en utilisant la méthode deséléments �nis de Galerkin. Elle teste d'abord 
ette méthode, en 
omparant ses résultats à 
eux
onnus analytiquement dans le 
as où le retard τ égale zéro, et à une résolution numérique baséesur la méthode des 
ara
téristiques. Les résultats étant satisfaisants, elle étudie alors les e�etsde perturbations sur la solution des équations. Des di�éren
es de 
omportement de la solutionsont mises en éviden
e, du type os
illations, bifur
ations de Hopf, ou 
haos du système.On retrouve dans 
es modèles des 
ara
téristiques appli
ables aux 
ellules de granulosa : larépartition de la densité 
ellulaire en fon
tion de l'âge et de la maturité des 
ellules, la présen
ede plusieurs phases 
ellulaires, l'introdu
tion de l'environnement dans la vitesse de maturation,le rétro-
ontr�le exer
é par la population totale sur l'évolution des 
ellules. Cependant, des par-ti
ularités des 
ellules de granulosa font que 
es modèles ne sont pas dire
tement réutilisables,en parti
ulier pour la vitesse de vieillissement qui est toujours égale à 1, 
e qui permet d'intégrerfa
ilement les équations ave
 la méthode des 
ara
téristiques, tandis que 
ette vitesse dépend del'environnement dans le 
as des 
ellules de granulosa. De plus, lorsqu'une notion de 
ontr�le estintroduite, 
'est pour justi�er le modèle, mais elle n'est pas exploitée d'un point de vue de lathéorie du 
ontr�le. 31



1.4. OBJECTIFS ET CHOIX DU MODÈLE1.4 Obje
tifs et 
hoix du modèle1.4.1 Obje
tifs de la modélisation1.4.1.1 Modèle multi-é
hellesDans les modèles ma
ros
opiques, la séle
tion provient des intera
tions entre les traje
-toires folli
ulaires, qui résultent en l'ovulation de 
ertains folli
ules, et en l'atrésie des autres.Quant aux modèles mi
ros
opiques, ils dé
rivent de manière mé
aniste la 
roissan
e d'un folli-
ule en phase terminale.Nous souhaitons e�e
tuer une fusion entre 
es deux appro
hes, a�n de dé
rire de manière pré
iseles 
hangements qui ont lieu au sein d'un folli
ule, et qui permettent de déterminer sa traje
toire,ovulatoire ou atrétique, en intera
tion ave
 les autres folli
ules de la 
ohorte. Une modélisationmulti-é
helles est né
essaire pour de tels obje
tifs : elle permet de tenir 
ompte des phénomènesimportants qui ont lieu à 
ha
une des é
helles intéressantes pour le développement folli
ulaire.Ainsi nous pourrons représenter l'é
helle molé
ulaire par la transdu
tion du signal de FSH me-nant à la produ
tion de l'AMP
. Nous pourrons dé
rire l'é
helle 
ellulaire et l'engagement des
ellules de granulosa vers un état di�éren
ié, ou apoptotique en utilisant une stru
turation en loisde 
onservation 
omme pour les exemples vus 
i-dessus. L'é
helle folli
ulaire est 
elle qui nousintéresse parti
ulièrement, et qui nous permettra de déterminer le sort d'un folli
ule, mais aussisa 
ontribution au rétro-
ontr�le ovarien par sa sé
rétion en estradiol. En�n, l'é
helle ovarienneest 
elle qui détermine le rétro-
ontr�le exer
é sur la sé
rétion de FSH. Les intera
tions entreé
helles sont représentées sur la Figure 1.12.Cha
une de 
es é
helles est essentielle pour dé
rire le développement folli
ulaire terminal, et unemodélisation multi-é
helles permet de les prendre toutes en 
ompte.1.4.1.2 Théorie du 
ontr�leLa séle
tion des folli
ules ovulatoires est un pro
essus 
ontr�lé, en parti
ulier par la FSH.Nous pouvons utiliser les outils de la théorie du 
ontr�le pour établir et analyser les e�ets de 
e
ontr�le sur notre système.La démar
he que nous poursuivons 
omporte trois étapes. Dans la première, que l'on peut qua-li�er de modélisation sous l'angle de la 
ommande, une attention parti
ulière est a

ordée à lastru
turation du système : il s'agit de délimiter le système physiologique 
onsidéré, à savoir lefolli
ule ovarien, et d'identi�er des points d'entrée des variables de 
ontr�le agissant sur son état.La deuxième étape 
onsiste à inférer le 
omportement du 
ontr�leur endogène s'exerçant au 
oursde di�érentes situations physiologiques ou pathologiques (mono-ovulation, poly-ovulation, ...).La troisième étape 
onsiste à déterminer les propriétés du 
ontr�le exogène à appliquer pour pas-32
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Fig. 1.12 � Pro
essus multi-é
helles 
ontr�lé par FSH. Les �è
hes verti
ales représentent lesfolli
ules. Les points de suspension 
orrespondent au reste de la population folli
ulaire. FSH agità l'é
helle molé
ulaire à travers une prin
ipale voie de signalisation spé
i�que au sein des 
ellulesde granulosa. L'intégration du signal de FSH à l'é
helle 
ellulaire détermine l'état des 
ellules,et à l'é
helle folli
ulaire, le destin des folli
ules. La somme des 
ontributions de tous les folli
ules(�è
hes obliques) dé�nit le rétro-
ontr�le ovarien sur la sé
rétion de FSH.
ser d'une situation physiologique initiale à une autre aux propriétés pres
rites (�xer le nombred'ovulations et/ou la 
hronologie de l'ovulation) ou pour 
orriger une situation pathologique.La Figure 1.13 représente le système tel que nous l'étudions du point de vue de la théorie du
ontr�le.
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Fig. 1.13 � A
tions des 
ontr�les sur le système : le 
ontr�le endogène agit sur les folli
ules del'ovaire et est sujet au rétro-
ontr�le de l'ovaire. Un 
ontr�le exogène peut modi�er le pro
essusde séle
tion.
33



1.4. OBJECTIFS ET CHOIX DU MODÈLE1.4.1.3 Signi�
ation physiologique des termes du modèleAu-delà des résultats attendus, séle
tion des folli
ules ovulatoires au sein d'une 
ohorteet atrésie des autres, le modèle doit également permettre une interprétation physiologique destermes utilisés.Tout d'abord, il est né
essaire de pouvoir justi�er 
ha
un des termes, les in�uen
es et intera
tionsqu'ils exer
ent les uns sur les autres, a�n d'asseoir le modèle sur des bases physiologiques solideset de pouvoir interagir ave
 les 
onnaissan
es et les expérimentations.Ensuite, les sorties du modèle 
orrespondent à des variables parfois observables, ayant une réalitéphysiologique. Cela permet de s'assurer que les mé
anismes inhérents au pro
essus de séle
tion,tels que la 
hute de FSH, l'évolution du nombre de 
ellules de granulosa, évoluent de manièrephysiologique.En�n, il est possible de faire varier les termes du modèle et d'en déterminer les 
onséquen
es phy-siologiques. Cela permet de représenter des situations pathologiques, et/ou d'expliquer les 
ausespossibles de telles situations. Cela permet également de tester des hypothèses de fon
tionnementdu système 
e qui est indispensable pour mieux le 
omprendre.1.4.2 Eléments de modélisation1.4.2.1 Dynamique des 
ellules de granulosaNous avons 
hoisi de dé
rire le développement folli
ulaire à travers l'évolution de la stru
-turation de la population des 
ellules de granulosa des folli
ules. Nous avons vu l'existen
e, dansla littérature, de modèles de développement de 
ellules, représentés par des lois de 
onservation,qui permettent de dé
rire pré
isément l'évolution de densités 
ellulaires. Cette étude à l'é
helle
ellulaire présente des qualités utiles pour l'étude des 
ellules de granulosa :� Des
ription de l'évolution d'une densité 
ellulaire en fon
tion de plusieurs variables.Dans le 
as des 
ellules de granulosa, nous pouvons é
rire leur évolution en fon
tion desvariables d'âge et de maturité.� Introdu
tion de plusieurs phases 
ellulaires, 
e qui permet de dé
rire ave
 pré
ision lepar
ours du 
y
le 
ellulaire ou la sortie de 
y
le des 
ellules di�éren
iées.� Introdu
tion de l'in�uen
e de l'environnement extérieur aux 
ellules dans leur dyna-mique d'évolution.Ce 
hoix de modélisation permet également de tenir 
ompte des événements se déroulant auxautres é
helles : l'é
helle molé
ulaire, qui in�uen
e l'état 
ellulaire, est représentée dans les termesdes vitesses de la loi de 
onservation. Les données représentant l'é
helle folli
ulaire sont obtenuesen étudiant les moments de la densité 
ellulaire. Quant aux informations à l'é
helle ovarienne,elles sont obtenues en sommant la 
ontribution de tous les folli
ules.Comme dans les modèles ma
ros
opiques de développement folli
ulaire, les intera
tions entreles folli
ules ont lieu via le rétro-
ontr�le ovarien exer
é par l'estradiol sur la sé
rétion de FSH.34



CHAPITRE 1. CONTEXTES PHYSIOLOGIQUE ET BIOMATHÉMATIQUE1.4.2.2 La 
ommandeLa folli
ulogenèse terminale est 
ontr�lée par les gonadotropines. Ces hormones sont sé
ré-tées par l'axe hypophyse-hypothalamus, qui lui-même parti
ipe à un jeu de rétro-
ontr�le ave
les ovaires. Les mé
anismes exa
ts de la régulation de la sé
rétion des gonadotropines restent àélu
ider. Nous allons 
onsidérer 
et axe hypophyse-hypothalamus 
omme une �boîte noire� quisé
rète les gonadotropines, et qui est soumise à un rétro-
ontr�le négatif des ovaires. La gona-dotropine déterminante pour la séle
tion des folli
ules ovulatoires étant la FSH, nous utiliserons
ette hormone 
omme entrée de 
ommande au système.Les points d'entrée de la 
ommande se situent dans les termes de vitesses et sour
es de la loi de
onservation.1.5 Con
lusionDans la première partie de 
e 
hapitre, nous avons étudié les pro
essus physiologiques quimènent, 
hez les mammifères, à la séle
tion des folli
ules ovulatoires au 
ours de 
haque 
y
le,estrien ou menstruel. Pour 
omprendre les 
hangements que subissent les folli
ules au 
ours deleur évolution, nous avons identi�é les hormones agissant sur leur 
roissan
e. Nous avons dé
riten détail les a
tions de 
es hormones, aux niveaux 
ellulaire et molé
ulaire. Nous avons soulignéplusieurs mé
anismes-
lefs au 
ours du développement, qui sont : la produ
tion de l'AMP
 in-duite par la FSH, l'engagement des 
ellules de granulosa dans un état di�éren
ié ou apoptotique,la séle
tion ou l'atrésie d'un folli
ule en fon
tion de la répartition de ses 
ellules de granulosa, etle rétro-
ontr�le négatif exer
é par la sé
rétion en estradiol et inhibine des folli
ules de l'ovairesur la sé
rétion en FSH.Nous avons ensuite étudié les di�érentes appro
hes modélisant la séle
tion des folli
ules ovu-latoires, ainsi que les modèles dé
rivant les évolutions de populations de 
ellules. Nous avonsdé�ni des obje
tifs à notre modèle : il doit être multi-é
helles et reproduire les événements im-portants se produisant à 
haque é
helle, il doit rendre 
ompte des propriétés du 
ontr�le quenous avons identi�ées, et il doit permettre une interprétation physiologique de ses termes.
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Chapitre 2
Modélisation multi-é
helles etsimulations du pro
essus de séle
tiondes folli
ules ovulatoires

Dans 
e 
hapitre, nous exposons la modélisation du pro
essus de séle
tion des folli
ulesovulatoires. Les résultats obtenus ont fait l'objet de l'arti
le [14℄. Nous dé
rivons d'abord la
onstru
tion des lois de 
onservation qui représentent l'évolution de la densité des 
ellules degranulosa d'un folli
ule. Chaque terme utilisé est justi�é de manière physiologique. Nous pour-suivons en détaillant la méthode numérique de résolution de telles équations, la méthode desvolumes �nis, et aboutissons au s
héma numérique à implémenter pour intégrer les équations dumodèle. La partie simulation numérique montre des résultats de pro
essus de séle
tion, et met enéviden
e des situations physiologiques et pathologiques que permet d'exhiber le modèle. En�n,nous dis
utons de la formulation du modèle, en revenant plus en détails sur l'interprétation destermes utilisés et sur les sorties du modèle.2.1 Con
eption du modèle2.1.1 Dynamique des 
ellules de granulosa2.1.1.1 Phases 
ellulairesLa population de 
ellules de granulosa est 
onstituée de 
ellules prolifératives (qui par-
ourent le 
y
le 
ellulaire), de 
ellules di�éren
iées (qui ont quitté le 
y
le 
ellulaire), et de
ellules apoptotiques (qui ont engagé un programme de mort 
ellulaire). Nous 
ara
térisons les
ellules en fon
tion de leur position à l'intérieur ou à l'extérieur du 
y
le 
ellulaire, et de leursensibilité à la FSH. Ce
i nous 
onduit à distinguer trois phases 
ellulaires au sein de la popula-



CHAPITRE 2. MODÉLISATION MULTI-ÉCHELLES ET SIMULATIONS DU PROCESSUS DE SÉLECTION DESFOLLICULES OVULATOIREStion des 
ellules de granulosa.� La phase G1 est 
onstituée des 
ellules dans le 
y
le 
ellulaire qui ne se sont pas en
oreengagées à subir la mitose ; elles peuvent répondre au signal de FSH soit en sortant du
y
le 
ellulaire pour devenir di�éren
iées, soit en modi�ant leur délai d'entrée en SM,soit en entrant en apoptose.� La phase SM est une agrégation des phases S, G2 et M du 
y
le 
ellulaire. Elle 
orrespondaux 
ellules qui se sont engagées à par
ourir entièrement le 
y
le 
ellulaire, quel que soitle signal de FSH, étant donné qu'elles ont passé le point de restri
tion G1/S [23℄.� La phase D 
orrespond aux 
ellules di�éren
iées qui ont quitté le 
y
le 
ellulaire d'unemanière irréversible. Ces 
ellules peuvent subir l'apoptose dans le 
as d'un signal défa-vorable de FSH. La phase D est 
omparable à la phase G0 sans les 
ellules quies
entes.Le diagramme des �ux résultants est présenté sur la Figure 2.1.

Cell cycle

D

insensitive to

sensitive to
FSH

G1 SM

FSH

Apoptosis

sensitive to
FSH

2Fig. 2.1 � Diagramme des �ux 
ellulaires. Le 
y
le 
ellulaire 
orrespond au par
ours 
y
liquedes phases G1 et SM. Quand une 
ellule-mère entre dans la phase G1 à partir de la phase SM,elle donne naissan
e à deux 
ellules-�lles. La di�éren
iation des 
ellules 
orrespond au �ux à lasortie de G1 pour entrer en D. L'entrée de 
ellules en apoptose peut survenir dans les phases G1et D.Le 
y
le 
ellulaire 
orrespond au par
ours 
y
lique des phases G1 et SM. Quand une 
ellule-mère entre dans la phase G1 à partir de la phase SM, elle donne naissan
e à deux 
ellules-�lles.La di�éren
iation des 
ellules 
orrespond au �ux de sortie de G1 pour entrer en D de manièreirréversible, en a

ord ave
 l'antagonisme entre prolifération et di�éren
iation observé pendantle développement terminal [45℄. L'entrée de 
ellules en apoptose peut survenir dans les phasesG1 et D ; 
ette hypothèse dé
oule des études de �ux 
ytométriques sur des 
ellules des granulosa,montrant que l'apparition de 
ellules apoptotiques a lieu essentiellement aux détriment de 
ellulesen G0/G1 [3℄. 37



2.1. CONCEPTION DU MODÈLE2.1.1.2 Lois de 
onservationPour un folli
ule f , et une phase 
ellulaire i, on introduit la fon
tion de densité φf
i (a, γ, t).

a représente l'âge d'une 
ellule, 
'est-à-dire sa position au sein du 
y
le 
ellulaire, ou bien, si la
ellule est di�éren
iée, la somme de l'âge atteint au moment de la sortie du 
y
le et le tempsé
oulé depuis. γ est un marqueur de la maturité d'une 
ellule, représentant sa 
apa
ité de ré-ponse à FSH [54℄. Comme la voie prin
ipale de transdu
tion du signal de FSH est l'a
tivationde l'adénylyl 
y
lase qui 
onduit à la synthèse d'AMP
 (adénosine monophosphate 
y
lique), lesniveaux d'adénylyl 
y
lase semblent être un bon témoin de la maturité [37℄. De plus, 
ommela synthèse de l'AMP
 arrive relativement en amont de la 
as
ade de signalisation de FSH, ellepeut être reliée à l'expression induite par FSH des gènes de l'aromatase (enzyme qui transformeles androgènes en estradiol), de l'inhibine α et des ré
epteurs à LH [12℄. γ peut don
 
ara
tériserla maturité d'une 
ellule, sa 
apa
ité à sé
réter de l'estradiol et de l'inhibine, et son a
quisitionde ré
epteurs à LH.La forme générique de la loi de 
onservation [57℄ pour φf
i est la suivante :

∂φf
i

∂t
+
∂gf (uf )φf

i

∂a
+
∂hf (γ, uf )φf

i

∂γ
= Gi − Liave
 les 
onditions initiales pour 
haque folli
ule et phase :

φf
i (a, γ, 0) = If

i (a, γ)Les fon
tions gf et hf , et les termes Gi et Li sont respe
tivement les vitesses de vieillissement etde maturation, et les termes de gain et de pertes. L'argument uf est un terme de 
ontr�le lo
aldétaillé 
i-dessous (voir paragraphe 2.1.2.2).Soit φf =
∑

i φ
f
i , alors φfδaδγ est le nombre de 
ellules de granulosa dont l'âge et la maturitésont respe
tivement dans les intervalles [a, a + δa] et [γ, γ + δγ]. Le moment d'ordre zéro de φf
orrespond au nombre de 
ellules de granulosa , M0f , dans un folli
ule f :

M0f (φf )(t) =

∫ γmax

γ0

∫ amax

a0

φf (a, γ, t) dadγOn dé�nit :
Mf (φf )(t) =

∫ γmax

γ0

γ

∫ amax

a0

φf (a, γ, t) dadγ
omme la maturité folli
ulaire qui 
orrespond à la synthèse d'AMP
 induite par FSH dans l'en-semble des 
ellules de granulosa, et :
ME

f (φf )(t) =

∫ γmax

γ0

H(γ)

∫ amax

a0

φf (a, γ, t) dadγ
omme la maturité qui représente la 
apa
ité d'un folli
ule à sé
réter de l'estradiol et de l'inhi-bine. Des niveaux élevés d'AMP
 sont 
orrélés à des niveaux élevés d'aromatase [22℄, tandis que38



CHAPITRE 2. MODÉLISATION MULTI-ÉCHELLES ET SIMULATIONS DU PROCESSUS DE SÉLECTION DESFOLLICULES OVULATOIRESla sé
rétion de l'inhibine est prédominante au début du développement folli
ulaire terminal [36℄,don
 H(γ) peut être 
hoisie 
omme une fon
tion 
roissante de γ.La maturité ovarienne 
orrespond à la sé
rétion totale d'estradiol et d'inhibine d'une populationde n folli
ules :
M =

∑

f

ME
f (φf )(t) pour f = 1, . . . , n

2.1.2 Termes de 
ontr�le2.1.2.1 Contr�le globalDans le modèle, le terme de 
ontr�le global 
orrespond au niveau plasmatique de FSH,noté U [M ]. Sa dynamique peut être dé
rite de manière 
lassique :
dU [M ]

dt
= S[M ] − kU [M ] + U0(t) (2.1)

S [M ] est le taux de sé
rétion de FSH par l'hypophyse. C'est une fon
tion sigmoïde dé
roissante,et sa dépendan
e en M rend 
ompte, d'une manière 
ompa
te, du rétro-
ontr�le ovarien exer
évia l'estradiol et l'inhibine [35℄.
kU [M ] est le taux de disparition de la FSH plasmatique, et le taux k est la demi-vie de FSH.
U0(t) représente une entrée exogène potentielle en FSH.2.1.2.2 Contr�le lo
alLa biodisponibilité de FSH dépend d'une modulation lo
ale, propre à 
haque folli
ule. La
on
entration de FSH dans le liquide folli
ulaire est une proportion de la 
on
entration plasma-tique. Nous représentons la FSH biodisponible par le terme de 
ontr�le lo
al uf [Mf , U ] :

uf = bf [Mf ]U [M ] (2.2)
bf représente la modulation lo
ale de FSH, selon la vas
ularisation du folli
ule. La taille du réseauvas
ulaire augmentant de manière drastique ave
 le développement et la maturation des folli
ules[39℄, nous avons 
hoisi bf 
omme une fon
tion exponentielle de la maturité d'un folli
ule :

bf = b1 +
eb2Mf

b3
pour bf ≤ 1sinon bf = 1La borne supérieure de bf provient de la forme multipli
ative de l'équation (2.2).39



2.1. CONCEPTION DU MODÈLE2.1.2.3 Vitesses de vieillissement et de maturationLa vitesse de vieillissement détermine le temps de transit dans une phase donnée. Lestemps de transit dans les phases SM et D ne sont pas 
ontr�lées par la FSH, 
e qui revient àfaire évoluer l'âge 
omme le temps :
da

dt
= 1Au 
ontraire, le transit au sein de la phase G1 est plus rapide lorsque le 
ontr�le lo
al ufaugmente, en 
on
ordan
e ave
 l'e�et positif de FSH sur la prolifération [52, 55℄. La vitesse devieillissement est don
 une fon
tion 
roissante de uf . N'ayant pas d'a priori sur sa forme, nousavons utilisé une simple formulation linéaire :

da

dt
= gf (uf ) = g1uf + g2La vitesse de maturation peut être dé�nie 
omme l'évolution de la réponse d'une 
ellule à FSH,en termes de synthèse d'AMP
.Dans la phase SM, les 
ellules sont insensibles à FSH, don
 leur niveau de maturité reste 
onstant,à la valeur atteinte en �n de phase G1 :

dγ

dt
= 0Dans les phases G1 et D, le niveau de maturité peut évoluer selon la sensibilité de la 
ellule à FSH.L'expression de la vitesse de maturation a été inspirée d'un pré
édent modèle mathématique quiétudie les réa
tions bio
himiques qui mènent à la synthèse d'AMP
 induite par FSH [8℄. Nousavons retenu l'équation suivante, qui régit les 
hangements des niveaux d'adénylyl 
y
lase en étatquasi-stationnaire (issue de l'équation (1.5)) :

dγ

dt
= hf (γ, uf ) = β





k1

1 + γk2

δ+γ (k3 + 1
k4uf

)
− γ



 γ (2.3)où
β est la 
onstante de temps
k1 mesure le degré d'ampli�
ation du signal de FSH
γk2

δ + γ
est une fon
tion de Hill, qui rend 
ompte de la désensibilisation des ré
epteurs àFSH, où k2 et δ 
orrespondent respe
tivement à la saturation et la demi-saturation dela fon
tion de Hill

k3 est le taux de re
y
lage des ré
epteurs à FSH
k4 est le taux de liaison de FSH à ses ré
epteursDans le 
as d'un 
ontr�le lo
al 
onstant, la maturité atteint un état d'équilibre, après une périodetransitoire régulée par la valeur du paramètre de temps de réponse β (voir Figure 2.2).La Figure 2.3 illustre l'augmentation de la valeur de l'état d'équilibre en fon
tion du 
ontr�le.La sensibilité ( ∂γ

∂uf

) dé
roît pour des valeurs de 
ontr�le 
roissantes, jusqu'à 
e qu'un étatd'équilibre maximal, γmax, soit atteint, quelle que soit la valeur du 
ontr�le.40
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Fig. 2.2 � Evolution de la maturité 
ellulaire en fon
tion du temps pour di�érentes valeurs dela 
onstante de temps β.
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Fig. 2.3 � Niveau de maturité asymptotique en fon
tion du 
ontr�le. Quelle que soit la valeurdu 
ontr�le, il y a un état d'équilibre maximum.2.1.3 Taux de transition2.1.3.1 Taux de sortie du 
y
le 
ellulaireLe taux de sortie du 
y
le 
ellulaire dépend de la maturité 
ellulaire. Soit l(γ) la densité derépartition de la maturité 
ellulaire au moment de la sortie de 
y
le. Le taux de sortie du 
y
le
ellulaire peut s'é
rire :
Λ(γ) =

l(γ)

1 −
∫ γ
0 l(v)dv

hf

Λ(γ) est la probabilité 
onditionnelle instantanée pour une 
ellule de sortir du 
y
le à la maturité
γ, sa
hant qu'elle est toujours dans le 
y
le 
ellulaire. La formulation de Λ(γ) est similaire à 
elledu taux de mort dans la littérature des modèles de survie [13℄.41



2.1. CONCEPTION DU MODÈLELe support de l(γ), [γ1, γ2], 
orrespond à la zone de maturité au sein de laquelle les 
ellules sontsus
eptibles de quitter le 
y
le. Si l(γ) est une fon
tion de Dira
 
entrée en γ= γs, la sortie du
y
le 
ellulaire s'e�e
tue dès que la maturité γ atteint le seuil γs. Cette hypothèse est plausible,
ar l'a

umulation d'AMP
 au-delà d'un seuil paraît être un point 
lef dans l'arrêt du 
y
le
ellulaire [48℄, étant donné qu'elle est supposée a
tiver les inhibiteurs de la 
y
line kinase [20℄.2.1.3.2 Taux d'entrée en apoptoseOn suppose que le taux d'entrée en apoptose, noté λ, dépend à la fois du niveau dematurité 
ellulaire, et de l'environnement hormonal. Sa formulation résulte d'un équilibre entrela vulnérabilité d'une 
ellule à l'apoptose, et le niveau d'apport en FSH :
λ(γ, uf , ufmax) = Ω(γ)

|uf − ufmax|−
ufmaxLe terme Ω(γ) rend 
ompte de la vulnérabilité intrinsèque de la 
ellule envers l'apoptose. Lafenêtre de vulnérabilité 
orrespond globalement à 
elle de la sortie de 
y
le (support de l(γ)).De 
ette manière, la vulnérabilité maximum à l'apoptose 
orrespond à la transition d'un étatprolifératif à un état di�éren
ié (en γ = γs) [64℄. En dehors de 
ette fenêtre de vulnérabilité,la valeur de Ω(γ) est nulle ; Ω(γ) a la forme d'une parabole tronquée (Figure 2.4). La borne

γ
1

γ
2

γs γ

1

(γ)Ω

Fig. 2.4 � Vulnérabilité à l'apoptose en fon
tion de la maturitésupérieure de la fenêtre de vulnérabilité γ2, 
orrespond au niveau de maturité à partir duquel les
ellules a
quièrent des ré
epteurs à LH [6℄.Le terme |uf−ufmax|−
ufmax

1 rend 
ompte du manque relatif en FSH. Il 
ompare la biodisponibilitéréelle en FSH, uf = bfU , ave
 les niveaux qui seraient disponibles si FSH était sé
rétée au tauxmaximum, ufmax = bfUmax.Si les niveaux de U sont supérieurs à Umax, (
e qui peut arriver lorsque de la FSH exogène estadministrée), alors la partie négative assure que λ soit nul.Il est intéressant de noter qu'après fa
torisation par bf , é
rire |uf−ufmax|−
ufmax

revient à é
rire
|U−Umax|−

Umax
, don
 nous pouvons aussi é
rire :

λ(γ, U) = Ω(γ)
|U − Umax|−

Umax1L'indi
e '-' représente la partie négative : |x|
−

= 1

2
(|x| − x) = max(−x, 0)42



CHAPITRE 2. MODÉLISATION MULTI-ÉCHELLES ET SIMULATIONS DU PROCESSUS DE SÉLECTION DESFOLLICULES OVULATOIRES2.1.4 Résumé des équations du modèleNous pouvons à présent résumer le modèle par les lois de 
onservation suivantes dans lesphases 
ellulaires G1, SM et D. Les variables et fon
tions du modèle sont énumérées dans laTable 2.1.Notation Dé�nition
γ maturité 
ellulaire
a âge 
ellulaire
φ(a, γ, t) densité 
ellulaire
gf (uf ) vitesse de vieillissement
hf (γ, uf ) vitesse de maturation
Λ(γ) taux de sortie du 
y
le 
ellulaire
l(γ) fon
tion de densité de la répartition de la maturité à la sortie du 
y
le 
ellulaire
λ(γ, U) taux d'entrée en apoptose
Ω(γ) vulnérabilité intrinsèque à l'apoptose
M0f (φf )(t) nombre total de 
ellules viables dans un folli
ule
Mf (φf )(t) maturité globale d'un folli
ule
M maturité globale dans l'ovaire
U [M ] 
ontr�le global (FSH plasmatique)
S[M ] sé
rétion de FSH
uf [Mf , U ] 
ontr�le lo
al (FSH biodisponible)
bf [Mf ] modulation lo
ale de la biodisponibilité en FSHTab. 2.1 � Variables et fon
tions du modèle

Phase G1
∂φG1

∂t
+

∂gf (uf )φG1

∂a
+
∂hf (γ, uf )φG1

∂γ
= −Λ(γ)φG1 − λ(γ, U)φG1 (2.4)Phase SM

∂φSM

∂t
+

∂φSM

∂a
= 0 (2.5)Phase D

∂φD

∂t
+

∂φD

∂a
+
∂hf (γ, uf )φD

∂γ
= Λ(γ)φG1 − λ(γ, U)φD (2.6)L'équation (2.5) est une simple loi de transport, qui revient à introduire un retard dans la dy-namique de φG1. Le terme de droite des équations (2.4) et (2.6) in
lut un terme de perte, λ, dûà l'entrée en apoptose des 
ellules, et un terme symétrique, Λ, (perte dans l'équation (2.4) etgain dans l'équation (2.6)) dû à la sortie du 
y
le 
ellulaire et l'entrée en phase de di�éren
iation.Ces équations sont 
omplétées par des 
onditions initiales pour 
haque folli
ule dans 
haquephase :

φf
i (a, γ, 0) = φf

i0(a, γ) (2.7)43



2.2. MÉTHODE DES VOLUMES FINISet des 
onditions aux frontières :
φSM(a1, γ, t) = gf (uf )φG1(a1, γ, t) (2.8)

gf (uf )φG1(a0, γ, t) = 2φSM (a2, γ, t) (2.9)La 
ondition (2.8) est une 
ondition de 
onservation de �ux, entre la phase G1 et la phase SM, etsigni�e que les 
ellules en phase G1 entrent en phase SM dès que leur âge atteint l'âge maximaldans la phase G1, a1. La 
ondition (2.9) est une 
ondition de doublement de �ux après la mitoseet elle signi�e que les 
ellules en phase SM subissent la mitose dès que leur âge atteint l'âgemaximal dans la phase SM, a2 ; elles donnent naissan
e à deux 
ellules-�lles, dont l'âge est remisà a0, l'âge minimal en phase G1.Dans le 
as où la sortie du 
y
le 
ellulaire s'e�e
tue à l'atteinte du seuil γs, le terme symétriquede perte et de gain dans les phases G1 et D est réduit à une seule 
ondition aux frontières :
φD(a, γs, t) = φG1(a, γs, t) (2.10)Les équations (2.4) à (2.6) sont valides jusqu'à 
e que l'ovulation soit dé
len
hée. Celle-
i a lieulorsque les 
onditions pour que la dé
harge de LH survienne [16℄, 
e qui est traduit par l'atteinted'un seuil, Ms, par la maturité ovarienne M(t) :

M(t) = Ms (2.11)Les folli
ules sont alors triés et 
lassés entre folli
ules ovulatoires et folli
ules atrétiques, selon lenombre total de 
ellules telles que γ > γ2, 
e qui donne une bonne idée du nombre de ré
epteursà LH que possèdent les 
ellules de granulosa :
MLH

f (t) =

∫ γmax

γ2

γ

∫ amax

a0

φf (a, γ, t) dadγPour 
haque folli
ule f ,MLH
f est 
omparé à un niveau de référen
eMs1, qui dé�nit leur 
apa
itéà ovuler en réponse à la dé
harge de LH [58℄. Si 
e seuil est dépassé :

MLH
f ≥Ms1, (2.12)le folli
ule est don
 ovulatoire.2.2 Méthode des volumes �nisA�n de simuler numériquement le 
omportement du modèle, nous nous intéressons à laméthode numérique permettant d'implémenter les équations obtenues. Nous travaillons ave
des équations aux dérivées partielles hyperboliques à deux dimensions, à 
oe�
ients variables,et ave
 un terme sour
e. La méthode la mieux adaptée pour implémenter 
e type d'équationsest la méthode des volumes �nis. Nous expliquons ses prin
ipes sur des exemples en 1D, puisgénéralisons la méthode pour des équations en 2D. Nous justi�ons en�n le s
héma numérique quenous utilisons pour nos équations, et son implémentation dans le logi
iel a
adémique Bear
law.44



CHAPITRE 2. MODÉLISATION MULTI-ÉCHELLES ET SIMULATIONS DU PROCESSUS DE SÉLECTION DESFOLLICULES OVULATOIRES2.2.1 Théorie des volumes �nis en 1D2.2.1.1 Approximation de la solutionLa méthode des volumes �nis est basée sur la forme intégrale de la loi de 
onservation.Pour une loi de 
onservation de la forme
qt + f(q)x = 0 (2.13)On dé
oupe le domaine en intervalles 
artésiens (Ci) appelés 
ellules, et on dé�nit :

Qn
i =

1

∆x

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

q(x, tn)dx =
1

∆x

∫

Ci

q(x, tn)dx (2.14)On a alors
d

dt

∫

ci

q(x, t)dx = f(q(xi− 1

2

, t)) − f(q(xi+ 1

2

, t))

=⇒
∫

ci

q(x, tn+1)dx−
∫

ci

q(x, tn)dx =

∫ tn+1

tn

f(q(xi− 1

2

, t))dt −
∫ tn+1

tn

f(q(xi+ 1

2

, t))dt

=⇒ 1

∆x

∫

ci

q(x, tn+1)dx =
1

∆x

∫

ci

q(x, tn)dx

− 1

∆x

[∫ tn+1

tn

f(q(xi+ 1

2

, t))dt −
∫ tn+1

tn

f(q(xi− 1

2

, t))dt

]

=⇒ Qn+1
i = Qn

i − ∆t

∆x
(Fn

i+ 1

2

− Fn
i− 1

2

)La méthode des volumes �nis repose sur la mise à jour de la valeur moyenne de la solution dansune 
ellule à 
haque pas de temps, en tenant 
ompte des �ux entrants et des �ux sortants [30℄ :
Qn+1

i = Qn
i − ∆t

∆x
(Fn

i+ 1

2

− Fn
i − 1

2

) (2.15)
Fn

i− 1

2

≃ 1

∆t

∫ tn+1

tn

f(q(xi− 1

2

, t)dt)

Fn
i− 1

2

est appelé �ux numérique. C'est une approximation du �ux moyen à x = xi− 1

2

. En général
Fn

i− 1

2

est une fon
tion des solutions Qn
i−1 et Qn

i : Fn
i− 1

2

= F(Qn
i−1, Q

n
i ).2.2.1.2 Données né
essaires à la 
onvergen
eLe 
hoix du �ux numérique dépend en parti
ulier de la 
onvergen
e de la méthode utilisée.Une méthode 
onvergente doit véri�er la notion de 
onsistan
e (qui traduit une bonne approxi-mation lo
ale) : il faut que F(q, q) = f(q) et, pour la 
ontinuité, il faut que |F(Qi−1, Qi)−f(q)| ≤

Lmax(|Qi − q|, |q −Qi−1|).La méthode doit également être stable, et pour 
ela, une 
ondition né
essaire est la véri�
ation45



2.2. MÉTHODE DES VOLUMES FINISde la 
ondition de CFL (Courant, Friedri
hs, Lewy) : le domaine numérique de dépendan
e doit
ontenir le vrai domaine de dépendan
e de l'équation aux dérivées partielles, i.e, l'informationqui se propage ne doit pas se propager de plus d'une longueur de 
ellule. Pour 
ela on imposedes 
onditions sur la relation entre le pas de temps et le maillage du domaine. Par exemple, dansle 
as d'une équation de transport du type qt + uqx = 0, la 
ondition de CFL est : |u∆t
∆x | ≤ 1.2.2.1.3 Méthodes d'approximation des �uxPour trouver une approximation numérique des �ux, on pourrait songer à faire la moyenne :

Fn
i− 1

2

= F(Qn
i−1, Q

n
i ) =

1

2
[f(Qn

i−1) + f(Qn
i )]On aurait alors

Qn+1
i = Qn

i − ∆t

2∆x
[f(Qn

i+1) − f(Qn
i−1)]Malheureusement, une telle méthode est généralement instable pour les équations aux dérivéespartielles hyperboliques. On re
her
he alors des méthodes permettant d'assurer la stabilité dus
héma numérique.� Méthode de Lax-Friedri
hsIl s'agit d'une méthode 
entrée qui 
al
ule la solution de la manière suivante :

Qn+1
i =

1

2
(Qn

i−1 +Qn
i+1) −

∆t

2∆x
[f(Qn

i+1) − f(Qn
i−1)]Cette méthode est stable mais elle introduit trop de di�usion numérique.� Méthode de Godunov : interprétation sous forme de propagation d'ondesIl s'agit d'une méthode dé
entrée. Pour une équation aux dérivées partielles hyperbo-lique, on s'attend à 
e que l'information se propage le long des 
ara
téristiques, et onutilise la stru
ture de la solution pour guider la méthode numérique.La méthode de Godunov permet de 
al
uler les solutions ave
 une approximation dutype :

Qn+1
i = Qn

i − ∆t

∆x
(A+∆Qi− 1

2

+A−∆Qi+ 1

2

) (2.16)où ∆Qi− 1

2

= Qn
i −Qn

i−1 et ∆Qi+ 1

2

= Qn
i+1 −Qn

i .Le terme A+∆Qi− 1

2

doit être interprété 
omme une entité qui représente l'ensemble des�u
tuations vers la droite à partir de la 
ellule Ci−1, et le terme A−∆Qi + 1

2


elles versla gau
he à partir de la 
ellule Ci+1 (voir Figure 2.5). On peut en général dé
omposer
es �u
tuations sous formes de vitesses s et d'ondes W , de manière à é
rire
A+∆Qi− 1

2

=
∑

p

(sp

i− 1

2

)+W p

i− 1

2où p est le nombre d'équations du système.46
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Fig. 2.5 � Flu
tuations2.2.1.4 Etude de l'équation de transport 
onservativeDans le 
as d'une équation d'adve
tion à 
oe�
ients variables du type,
qt + (u(x)q)x = 0, (2.17)une méthode naturelle pour 
al
uler la solution issue de la méthode des di�éren
es �nies est

Qn+1
i = Qn

i − ∆t

∆x
(u(xi)Q

n
i − u(xi−1)Q

n
i−1)Cette résolution 
on
orde ave
 la méthode de Godunov, dans le 
as d'un mouvement vers ladroite (u(x) ≥ 0 ∀x), dans laquelle on dé�nit les �u
tuations :

A+∆Qi− 1

2

= u(xi)Q
n
i − u(xi−1)Q

n
i−1, et A−∆Qi+ 1

2

= 0.Dans le 
as d'un mouvement vers la gau
he, on aurait :
A−∆Qi+ 1

2

= u(xi+1)Q
n
i+1 − u(xi)Q

n
i , et A+∆Qi− 1

2

= 0.L'approximation pré
édente suppose que les vitesses u(xi) sont dé�nies au 
entre des 
ellules.Dans le 
as où les vitesses sont dé�nies sur les frontières des 
ellules u(xi− 1

2

) ≡ ui− 1

2

, (i
i surle bord gau
he) il existe une autre méthode d'approximation de la solution, qui sera également
elle utilisée en 2D.On dé�nit le �ux Fi− 1

2

:
Fi− 1

2

= u+
i− 1

2

Qi−1 + u−
i+ 1

2

Qioù u+ = max(0, u) et u− = min(0, u).Le but étant de véri�er la relation de 
onservation, 
'est-à-dire :
Fn

i+ 1

2

− Fn
i− 1

2

= A+∆Qi− 1

2

+A−∆Qi+ 1

2

.Pour utiliser la méthode de Godunov en dé�nissant des �u
tuations telles que
Qn+1

i = Qn
i − ∆t

∆x
(A+∆Qi− 1

2

+A−∆Qi+ 1

2

)on peut alors dé�nir
A+∆Qi− 1

2

= Fi − Fi− 1

2

(2.18)
A−∆Qi− 1

2

= Fi− 1

2

− Fi−1 (2.19)47



2.2. MÉTHODE DES VOLUMES FINISLes termes Fi peuvent être dé�nis de manière arbitraire, 
ar ils se simpli�ent lorsqu'ils sontintroduits dans (2.16). A�n de les interpréter en termes de �ux, on peut les dé�nir 
omme
Fi = (u+

i− 1

2

+ u−
i+ 1

2

)Qi (2.20)On a alors en identi�ant respe
tivement (2.20) dans (2.18) et (2.20) dans (2.19) :
A+∆Qi− 1

2

= u+
i− 1

2

(Qi −Qi−1) + (u−
i+ 1

2

− u−
i− 1

2

)Qi

A−∆Qi− 1

2

= u−
i− 1

2

(Qi −Qi−1) + (u+
i− 1

2

− u+
i− 3

2

)Qi−1Une telle résolution est pré
ise au premier ordre seulement et introduit beau
oup de di�usionnumérique. A�n d'améliorer 
ette pré
ision, on peut ajouter des termes de 
orre
tion pour obtenirune approximation de la forme :
Qn+1

i = Qn
i − ∆t

∆x
(A+∆Qi− 1

2

+A−∆Qi+ 1

2

) − ∆t

∆x
(F̃i+ 1

2

− F̃i− 1

2

) (2.21)où F̃i− 1

2

est un �ux 
orre
tif.L'introdu
tion des �ux 
orre
tifs F̃ est basée sur la méthode de Lax-Wendro� qui tient 
omptedes termes du se
ond ordre dans le développement en séries de Taylor de la solution :
q(x, tn+1) = q(x, tn) + ∆t qt(x, tn) +

1

2
(∆t)2qtt(x, tn) + ...Dans le 
as où qt +Aqx = 0on obtient qt = −Aqxet qtt = −Aqxt = A2qxxd'où q(x, tn+1) = q(x, tn) − ∆tAqx(x, tn) +

1

2
(∆t)2A2qxx(x, tn) + ...Cela donne l'approximation de Lax-Wendro� (obtenue en approximant les dérivées spatiales àl'aide de di�éren
es �nies 
entrées) :

Qn+1
i = Qn

i − ∆t

2∆x
A(Qn

i+1 −Qn
i−1) +

1

2

(

∆t

∆x

)2

A2(Qn
i−1 − 2Qn

i +Qn
i+1) (2.22)Cette approximation permet de dé�nir les �ux 
orre
tifs. On peut alors appliquer l'approximation(2.22) à l'équation (2.17) en utilisant les �ux déterminés en (2.20) et les �ux 
orre
tifs F̃ dé�nispar :

F̃i − 1

2

=
1

2
|ui− 1

2

|
(

1 − ∆t

∆x
|ui− 1

2

|
)

Wi− 1

2où Wi − 1

2

= Qi −Qi−1.Le méthode de Lax-Wendro� introduit 
ependant de la dispersion numérique qui fait apparaîtredes os
illations au niveau des dis
ontinuités. Pour y remédier, les �ux 
orre
tifs prennent 
omptedes �limiteurs�. L'amplitude de la 
orre
tion dépend du 
omportement de la solution. Les limiteurs48



CHAPITRE 2. MODÉLISATION MULTI-ÉCHELLES ET SIMULATIONS DU PROCESSUS DE SÉLECTION DESFOLLICULES OVULATOIRESpermettent de rendre la solution approximée 
ontinue lorsque la solution exa
te l'est, mais ne lalissent pas au niveau des dis
ontinuités.On introduit les 
orre
tions suivantes :
W̃i− 1

2

= ϕ(θi− 1

2

)Wi− 1

2où θi− 1

2

=
WI− 1

2

Wi− 1

2ave
 I = i− 1 ou I = i+ 1 suivant le signe lo
al de la vitesseLa fon
tion ϕ est un limiteur qui agit sur la valeur du �ux 
orre
tif. Il en existe plusieurs, parmilesquels la fon
tion minmod :
ϕ(θ) = max(0,min(1, θ))

θ permet de 
omparer la pente de la solution dans une 
ellule ave
 
elle de la solution dans la
ellule suivante (suivant le sens du mouvement). Si les deux pentes sont en sens inverse, alors il ya dis
ontinuité et ϕ(θ) = 0 : le �ux 
orre
tif est nul et on utilise uniquement une approximationdu premier ordre.Finalement, dans le 
as de l'équation (2.17) on obtient :
F̃i − 1

2

=
1

2
|ui− 1

2

|
(

1 − ∆t

∆x
|ui− 1

2

|
)

W̃i− 1

22.2.2 Généralisation en 2DOn résout à présent une équation de 
onservation s
alaire de la forme :
qt + (u(x, y, t)q)x + (v(x, y, t)q)y = 0 (2.23)Une interprétation de la méthode de Lax-Wendro� en termes de volumes �nis est la méthode CTU(
orner-transport upwind), qui permet d'améliorer la méthode de Godunov en tenant 
ompte des�ux transverses en plus des �ux normaux.A présent, nous étudions la solution sur un domaine à deux dimensions (x,y). On dé�nit
Qn

ij =

∫ y
j+ 1

2

y
j− 1

2

∫ x
i+ 1

2

x
i− 1

2

q(x, y, tn)dxdyUn s
héma numérique permettant la résolution de (2.23) ave
 la méthode CTU est :
Qn+1

ij = Qn
ij −

∆t

∆x
(A+∆Qn

i − 1

2
,j

+A−∆Qn
i + 1

2
,j
) (2.24)

− ∆t

∆y
(B+∆Qn

i,j − 1

2

+B−∆Qn
i,j + 1

2

)

− ∆t

∆x
(F̃n

i + 1

2
,j
− F̃n

i − 1

2
,j
) − ∆t

∆y
(G̃n

i,j + 1

2

− G̃n
i,j − 1

2

)49



2.2. MÉTHODE DES VOLUMES FINISLes termes A±∆Qi− 1

2
,j et B±∆Qi,j+ 1

2

issus de la méthode de Godunov valent respe
tivement(par généralisation du s
héma en 1D) :
A+∆Qi − 1

2
,j = u+

i− 1

2
,j
(Qij −Qi−1,j) + (u−

i+ 1

2
,j
− u−

i− 1

2
,j
)Qij

A−∆Qi − 1

2
,j = u−

i− 1

2
,j
(Qij −Qi−1,j) + (u+

i− 1

2
,j
− u+

i− 3

2
,j
)Qi−1,j

B+∆Qi ,j− 1

2

= v+
i,j− 1

2

(Qij −Qi,j−1) + (v−
i,j+ 1

2

− v−
i,j− 1

2

)Qij

B−∆Qi ,j− 1

2

= v−
i− 1

2
,j
(Qij −Qi−1,j) + (v+

i− 1

2
,j
− v+

i− 3

2
,j
)Qi−1,jCette méthode donne une pré
ision du premier ordre.Les termes F̃±

i + 1

2
,j
et G̃±

i ,j+ 1

2

sont des termes de 
orre
tion qui tiennent 
ompte des �ux trans-verses (voir Figure 2.6).

v−
i,j− 1

2

A+∆Q

v+
i,j+ 1

2

A+∆Q

v−
i,j− 1

2

A−∆Q

v+
i,j+ 1

2

A−∆Q

Fig. 2.6 � Flux transversesIls sont 
al
ulés de la manière suivante :Pour un �ux dans la dire
tion x :
G̃i−1,j− 1

2

= −1

2

∆t

∆x
v−
i−1,j− 1

2

(u−
i− 1

2
,j
(Qij −Qi−1,j) + (u+

i− 1

2
,j
− u+

i− 3

2
,j
)Qi−1,j)

G̃i−1,j+ 1

2

= −1

2

∆t

∆x
v+
i−1,j+ 1

2

(u−
i− 1

2
,j
(Qij −Qi−1,j) + (u+

i− 1

2
,j
− u+

i− 3

2
,j
)Qi−1,j)

G̃i,j− 1

2

= −1

2

∆t

∆x
v−
i,j− 1

2

(u+
i− 1

2
,j
(Qij −Qi−1,j) + (u−

i+ 1

2
,j
− u−

i− 1

2
,j
)Qij)

G̃i,j+ 1

2

= −1

2

∆t

∆x
v+
i,j+ 1

2

(u+
i− 1

2
,j
(Qij −Qi−1,j) + (u−

i+ 1

2
,j
− u−

i− 1

2
,j
)Qij)50



CHAPITRE 2. MODÉLISATION MULTI-ÉCHELLES ET SIMULATIONS DU PROCESSUS DE SÉLECTION DESFOLLICULES OVULATOIRESPour un �ux dans la dire
tion y :
F̃i− 1

2
,j−1 = −1

2

∆t

∆y
u−

i− 1

2
,j−1

(v−
i,j− 1

2

(Qij −Qi,j−1) + (v+
i,j− 1

2

− v+
i,j− 3

2

)Qi,j−1)

F̃i+ 1

2
,j−1 = −1

2

∆t

∆y
u+

i+ 1

2
,j−1

(v−
i,j− 1

2

(Qij −Qi,j−1) + (v+
i,j− 1

2

− v+
i,j− 3

2

)Qi,j−1)

F̃i− 1

2
,j = −1

2

∆t

∆y
u−

i− 1

2
,j−1

(v+
i,j− 1

2

(Qij −Qi,j−1) + (v−
i,j+ 1

2

− v−
i,j− 1

2

)Qij)

F̃i+ 1

2
,j = −1

2

∆t

∆y
u+

i+ 1

2
,j
(v+

i,j− 1

2

(Qij −Qi,j−1) + (v−
i,j+ 1

2

− v−
i,j− 1

2

)Qij)Cette méthode ne donne pas une pré
ision du se
ond ordre, 
ar lorsque l'on 
ompare la solutionobtenue ave
 le développement en série de Taylor, il manque en parti
ulier les termes en qxx et
qyy.L'utilisation de limiteurs permet de rendre la solution pré
ise au se
ond ordre : on ajoute aux�ux 
orre
tifs exprimés 
i-dessus un nouveau terme de 
orre
tion :

F̃i − 1

2
,j := F̃i − 1

2
,j +

1

2
|ui − 1

2
,j|
(

1 − ∆t

∆x
|ui − 1

2
,j |
)

W̃i − 1

2
,j

G̃i,j − 1

2

:= G̃i,j − 1

2

+
1

2
|vi,j − 1

2

|
(

1 − ∆t

∆y
|vi,j − 1

2

|
)

W̃i,j − 1

2où W̃i − 1

2
,j représente une version �limitée� de (Qij − Qi−1,j), 
'est à dire une version lissée làoù la solution est 
ontinue, mais qui 
onserve les dis
ontinuités.2.2.3 Intégration du terme sour
ePour tenir 
ompte de termes sour
es dans les lois de 
onservation, il existe des méthodesappelées �fra
tional-step methods� qui divisent le problème en deux étapes : pour une équationdu type :

qt + f(q)x = ψ(q, x) (2.25)on étudie d'abord l'équation homogène
qt + f(q)x = 0puis l'équation di�érentielle
qt = ψ(q, x)On résout alors l'équation homogène selon (2.24) :

Q∗
ij = Qn

ij −
∆t

∆x
(A+∆Qn

i − 1

2
,j

+A−∆Qn
i + 1

2
,j
)

− ∆t

∆y
(B+∆Qn

i,j − 1

2

+B−∆Qn
i,j + 1

2

)

− ∆t

∆x
(F̃n

i + 1

2
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− F̃n

i − 1

2
,j
) − ∆t

∆y
(G̃n

i,j + 1
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− G̃n
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2.2. MÉTHODE DES VOLUMES FINISet on applique à la solution obtenue les méthodes usuelles de résolution d'équations di�érentiellespour intégrer le terme de sour
e :
Qn+1

ij = Q∗
ij − ψ(q, x)∆tQ∗

ijCette séparation introduit une erreur numérique qui rend la solution générale du problème pré-
ise uniquement au 1er ordre.2.2.4 Appli
ation aux équations de la granulosaDans les phases G1 et D, l'équation étudiée est une équation de 
onservation de la forme :
∂φfi

∂t
+
∂gfi(uf )φfi

∂a
+
∂hfi(γ, uf )φfi

∂γ
= −λ(U, γ)φfi (2.26)où f désigne le folli
ule et i la phase étudiée.Il s'agit d'une équation d'adve
tion à 
oe�
ients variables sous sa forme 
onservative.Dans la phase SM, elle est de la forme

∂φfSM

∂t
+
φfSM

∂a
= 0 (2.27)Il s'agit d'un simple retard.Les termes de 
ontr�le uf et U dépendent du moment d'ordre 1 par rapport à γ de la solu-tion.2.2.4.1 Logi
iel Bear
lawBear
law2 est un logi
iel de résolution d'équations de 
onservation allant jusqu'à 4 dimen-sions en espa
e. Il est 
omposé de routines générales mettant en ÷uvre les s
hémas numériques derésolution, et de routines parti
ulières, dans lesquelles l'utilisateur spé
i�e les 
onditions propresà son problème.Le module �Wavebear� implémente la solution sous forme des propagations d'ondes développéespar R.J. Leveque [30℄, que nous avons dé
rites pré
édemment.Pour une équation à 2 dimensions du type :

∂q

∂t
+
∂A(x, y, t)q

∂x
+
∂B(x, y, t)q

∂y
= S,le solveur résout tout d'abord l'équation homogène, puis appelle une routine qui intègre le termesour
e à 
haque pas de temps :

dq

dt
= S (2.28)2http ://www.amath.un
.edu/Fa
ulty/mitran/bear
law.html52



CHAPITRE 2. MODÉLISATION MULTI-ÉCHELLES ET SIMULATIONS DU PROCESSUS DE SÉLECTION DESFOLLICULES OVULATOIRESA�n que les routines générales puissent mettre en ÷uvre les s
hémas numériques de résolution,l'utilisateur doit spé
i�er au solveur les données spé
i�ques du problème. Pour tout volume �ni
Cij et tout état de la solution Qij =

∫∫

Cij
q les éléments suivants doivent être pré
isés [31℄ :� les �ux Fi− 1

2
,j, Fi,j− 1

2� les ondes Wi− 1

2
,j,Wi,j− 1

2� les vitesses ui− 1

2
,j, vi,j− 1

2

,� les �u
tuations vers la droite et vers la gau
he , A±∆Qi− 1

2
,j, vers le haut et vers le bas

B±∆Qi,j− 1

2

, ainsi que les �u
tuations transverses, vers le haut et vers le bas, T±∆Qi,j− 1

2et vers la droite et vers la gau
he, T±∆Qi− 1

2
,j.Le logi
iel permet également de dé�nir les vitesses aux frontières de 
haque 
ellule, ainsi que lestermes sour
e.L'utilisateur doit également spé
i�er les données 
on
ernant le domaine :� la géométrie,� la �nesse du maillage 
artésien,� le pas de temps,� le nombre de Courant (CFL),� les 
onditions aux bords.Pour assurer la stabilité de la résolution, la 
ondition de CFL est :

max

(∣

∣

∣

∣

gf∆t

∆a

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

hf∆t

∆γ

∣

∣

∣

∣

)

≤ 1 (2.29)L'utilisateur 
hoisit en�n la méthode de résolution : Godunov (pré
ision au 1er ordre) ou méthodede haute résolution.Les ondes W peuvent être limitées, pour 
hanger la magnitude de la 
orre
tion utilisée selon le
omportement de la solution. L'utilisateur a l'opportunité de 
hoisir le limiteur.Une fois 
es données fournies, les routines générales sont appelées et la résolution a lieu.2.2.4.2 Appli
ation à la granulosaOn résout le problème de manière expli
ite, en 
al
ulant les moments d'ordre un en γ à
haque pas de temps, et en appliquant les valeurs un
f et Un trouvées jusqu'au pas de temps tn+1.Dans la dire
tion de la variable d'âge a, l'équation se réduit à une équation de transport simple,la vitesse étant 
onstante (à 
haque pas de temps) et positive sur tout le domaine, tandis quedans la dire
tion de la variable de maturité γ, on étudie une équation d'adve
tion 
onservative à
oe�
ients variables, dont la vitesse peut être positive ou négative ; on utilisera don
 les s
hémas53



2.2. MÉTHODE DES VOLUMES FINISnumériques présentés 
i-dessus.Pour les �ux on a :� en âge : Fi− 1

2
,j = gf ;i− 1

2
,jQij� en maturité : Fi,j− 1

2

= hf ;i,j− 1

2

QijPour les ondes, vitesses et �u
tuations dans la dire
tion étudiée :� en âge
Wi− 1

2
,j = Qij −Qi−1,j

si− 1

2
,j = gf ;i− 1

2
,j

A−∆Qi−1/2,j = 0

A+∆Qi−1/2,j = si− 1

2
,jWi− 1

2
,j� en maturité

Wi,j− 1

2

= Qij −Qi,j−1

si,j− 1

2

= hf ;i,j− 1

2

B+∆Qi ,j− 1

2

= h+
f ;i− 1

2
,j
(Qij −Qi−1,j) + (h−

f ;i+ 1

2
,j
− h+

f ;i− 1

2
,j
)Qij

B−∆Qi ,j− 1

2

= (h+
f ;i− 1

2
,j
− h+

fi− 3

2
,j
− h−

f ;i− 1

2
,j
)Qi−1,j + h−

f ;i− 1

2
,j
QijPour les �u
tuations dans la dire
tion transverse à la dire
tion étudiée, 
onnaissant les �u
-tuations dans la dire
tion normale A∗∆Qi − 1

2
,j, B∗∆Qi ,j− 1

2

, on en déduit les �u
tuationstransverses :� en âge :
T±∆Qi − 1

2
,j = h±

f ;i,j− 1

2

B∗∆Qi − 1

2
,j� en maturité :

T+∆Qi ,j− 1

2

= gf ;i,j− 1

2

A∗∆Qi − 1

2
,j

T−∆Qi ,j− 1

2

= 0Ave
 
es �u
tuations, on retrouve le s
héma numérique de l'équation (2.24). La routine qui résoutl'ODE pour intégrer les termes de sour
e tient 
ompte des termes de perte :
dQ

dt
= −λQ (2.30)Cette ODE est résolue de la manière suivante :

Qn+1
ij = exp [−∆t (λ(Un, γi,j))]Q

∗
ij (2.31)54



CHAPITRE 2. MODÉLISATION MULTI-ÉCHELLES ET SIMULATIONS DU PROCESSUS DE SÉLECTION DESFOLLICULES OVULATOIRES2.3 Simulations numériques du modèle2.3.1 Dé�nition du domaineNous devons dé�nir un domaine géométrique sur lequel résoudre les équations numérique-ment. Comme il y a deux variables d'espa
e (a et γ), le domaine est délimité par leurs bornes.Le domaine pour la phase G1 est don
 délimité par un re
tangle, qui varie horizontalement de
a0 à a1, et verti
alement de γ0 à γs, où γs est le seuil de sortie de 
y
le. De la même manière,la phase SM est délimitée par un re
tangle qui varie de a1 à a2, et de γ0 à γs. Dans la phase D,les 
ellules vieillissent jusqu'à la �n de la simulation. La phase D est délimitée par un re
tanglequi varie de a0 à amax, où amax est su�samment élevé pour n'être pas atteint avant la �n de lasimulation, et de γs à γmax. Les trois re
tangles 
orrespondant à 
haque phase sont unis dans undomaine en forme de L (voir Figure 2.7, en haut à gau
he).2.3.2 Calibration numériqueBien que le modèle soit valide pour la plupart des mammifères à ovulation spontanée, lasimulation numérique est appliquée à une espè
e bien dé�nie, l'espè
e ovine, qui est parti
uliè-rement intéressante dans le 
adre du pro
essus de séle
tion des folli
ules ovulatoires. En e�et,le taux d'ovulation 
hez la brebis est 
ara
térisé par une variabilité génotypique, au sein d'unmême ra
e [47℄ et peut varier de 1 à 6 ovulations.Chaque simulation 
on
erne une 
ohorte de folli
ules entrant en phase terminale de dévelop-pement, et qui par
ourent des domaines identiques. La taille du domaine, déterminée par leslongueurs de phases G1 et SM (respe
tivement les intervalles [a0, a1] et [a1, a2]), et le seuil dematurité, γs, sont 
hoisis de manière à 
e que les valeurs du moment d'ordre zéro de la densité
ellulaire soient 
ompatibles ave
 les données disponibles 
on
ernant à la fois le nombre total de
ellules et la fra
tion de 
roissan
e (proportion de 
ellules prolifératives au sein de la population
ellulaire viable : (M0G1 + M0SM )/M0f ) [49, 63℄. Nous avons 
hoisi a0 = 0, a1 = 0.5, a2 = 1et γ0 = 0, γmax = 0.7, γs = 0.3, γ2 = 0.35. Ces dimensions sont arbitraires et peuvent êtremodi�ées, mais elles dépendent les unes des autres ; par exemple, la longueur de la phase G1 estliée à la position du seuil de maturité γs, et si on allonge la durée de la phase, il faut augmenterla valeur de γs pour 
onserver une fra
tion de 
roissan
e similaire.La longueur [a0,a2℄ 
orrespond à la durée d'un 
y
le 
ellulaire (dans le 
as de référen
e où gf = 1dans la phase G1) que nous utiliserons dorénavant 
omme temps de référen
e.Au début de la simulation, seule une partie limitée du domaine est o

upée par les 
ellules defolli
ules. Les 
y
les 
ellulaires sont supposés totalement désyn
hronisés et les 
ellules sont à leurpremière génération don
 elles peuvent avoir tous les âges possibles entre a0 et a2, tandis quel'intervalle des niveaux de maturité est plut�t étroit. Le support de la densité initiale est illustrésur la Figure 2.7. Il est divisé en trois zones, au sein de 
ha
une desquelles la densité 
ellulaire estinitialisée de manière homogène. Les bornes des intervalles de 
haque zone sont pré
isés dans laTable 2.2. La fra
tion de 
roissan
e initiale vaut un, ainsi il n'y a que des 
ellules prolifératives,mais les 
ellules les plus matures sont sur le point de se di�éren
ier.55



2.3. SIMULATIONS NUMÉRIQUES DU MODÈLE
γ
2

γs zone 3
zone 2
zone 1

D

a1 a2

G1 SM

Fig. 2.7 � Distribution de la densité 
ellulaire sur le domaine spatial. En haut à gau
he : zonesd'initialisation. G1 et SM : phases du 
y
le 
ellulaire (a1 est l'âge d'entrée en phase SM, a2 estl'âge de la mitose), D : phase de di�éren
iation (γs est le seuil de maturité de sortie du 
y
le
ellulaire, γ2 est le seuil de maturité 
orrespondant à l'a
quisition de ré
epteurs à LH). En hautà droite : distribution 
ellulaire initiale. En bas : distribution de la densité 
ellulaire à un instantdonné pour deux folli
ules. Les 
ouleurs représentent la valeur de la densité.
Au sein d'une 
ohorte, les folli
ules di�èrent légèrement les uns des autres par la distributioninitiale de leur densité 
ellulaire, ainsi que par leur sensibilité à FSH, traduite par des di�éren
esdans les paramètres des fon
tions de vitesses.On suppose que le niveau plasmatique de FSH, dé�ni dans l'équation (2.1), atteint instantané-ment un état stationnaire, 
e qui permet de dé�nir sa dynamique de la manière suivante :

U [M(t)] = Umin +
Umax − Umin

1 + exp [c(M(t) −m)]
(2.32)où le paramètre de demi-vie de FSH, k, est absorbé dans les valeurs de Umax et Umin.Chez la brebis, les valeurs plasmatiques de FSH varient entre Umin = 1.5 ng/ml et Umax =

3 ng/ml au 
ours du 
y
le ovarien [18℄. m est la maturité ovarienne au point d'in�exion de la sig-moïde (2.32) (où U = Umax

2 ) et vaut environ 90% de Ms (i
i, m = 4.5 et Ms = 5). Le paramètrede pente, c, régit la raideur de la pente de dé
roissan
e de la sigmoïde. Ave
 c = 2, la 
hute de56



CHAPITRE 2. MODÉLISATION MULTI-ÉCHELLES ET SIMULATIONS DU PROCESSUS DE SÉLECTION DESFOLLICULES OVULATOIRESintervalle en âge intervalle en maturitézone 1 [0,1℄ [0.15,0.2℄zone 2 [0,1℄ [0.2,0.25℄zone 3 [0,1℄ [0.25,0.3℄Tab. 2.2 � Intervalles des zones initialesFSH intervient dans l'intervalle de maturité [m-2,m+2℄.Sans que 
ela ne nuise à la généralité du modèle, la fon
tion H(γ) est 
hoisie 
omme étant lafon
tion identité : H(γ) = γ.Dans le liquide folli
ulaire, la quantité de FSH biodisponible, uf , varie d'une quantité quasimentnégligeable à des niveaux 
omparables à 
eux de FSH plasmatique [39℄, si bien que les valeursde bf sont stri
tement positives et peuvent atteindre l'unité. Ave
 b1 = 8 × 10−2, b2 = 2.25 et
b3 = 1.45 × 103, les valeurs de uf varient de 0.24 à 3 ng/ml.La vitesse de vieillissement, gf , fon
tion de uf , régit le temps de transit dans la phase G1. Dansle 
as de référen
e, gf = 1 (l'âge varie 
omme le temps), FSH n'a ni d'a
tion positive ni d'a
tionnégative sur le temps de transit dans la phase G1, qui est �xée la moitié d'un 
y
le 
ellulaire. Lesparamètres de gf sont réglés de manière à 
e que la durée totale en phase G1 varie de plus oumoins 30% par rapport à la durée du temps de référen
e (0.7 < gf < 1.3) : g1 = 80 and g2 = 0.7.En 
e qui 
on
erne la vitesse de maturation, hf , les valeurs des paramètres sont adaptées d'unpré
édent modèle [8℄. Nous avons 
hoisi la 
onstante de temps β de manière à 
e que le niveaude maturité augmente de 0.15× 104 à 0.4× 104 molé
ules/
ellule en environ 4 
y
les 
ellulaires.2.3.3 Résultats2.3.3.1 Pro
essus de séle
tion au sein d'une 
ohorte de deux folli
ulesA�n d'explorer le 
omportement du modèle d'une manière simple, nous avons 
ommen
épar étudier le pro
essus de séle
tion au sein d'une 
ohorte de deux folli
ules. Il y a trois situationspossibles à la �n d'une simulation : deux folli
ules anovulatoires (situation 1), deux folli
ulesovulatoires (situation 2), ou bien un folli
ule ovulatoire et un folli
ule anovulatoire (situation 3).Nous appelons la dernière situation, situation de référen
e. Les paramètres 
ommuns sont listésdans la Table 2.3, et les paramètres spé
i�ques aux folli
ules se trouvent dans la Table 2.4.La di�éren
e essentielle entre les folli
ules est leur sensibilité à FSH, qui est traduite par desvaleurs de paramètres di�érents dans les vitesses de vieillissement et de maturation.Les sorties des simulations sont :(i) au niveau ovarien, l'évolution du 
ontr�le global et de la maturité folli
ulaire ;(ii) au niveau folli
ulaire, l'évolution du 
ontr�le lo
al, du nombre de 
ellules de granulosa et dela maturité ovarienne ; 57



2.3. SIMULATIONS NUMÉRIQUES DU MODÈLEParamètres Dé�nition Valeur nominale
U [M ] Umax valeur plasmatique maximale de FSH 3

Umin valeur plasmatique minimale de FSH 1.5

c paramètre de pente 2

m abs
isse du point d'in�exion 4.5

bf [Mf ] b1 niveau basal 8 × 10−2

b2 taux exponentiel 2.25

b3 paramètre d'é
helle 1450

gf (uf ) g1 paramètre de pente 80

g2 ordonnée à l'origine 0.7
hf (γ, uf ) β 
onstante de temps 0.7

k1 degré d'ampli�
ation du signal de FSH 2.2
k2 paramètre de saturation de la fon
tion de Hill 0.6
δ paramètre de demi-saturation de la fon
tion de Hill 0.26
k3 taux de re
y
lage des ré
epteurs à FSH 40
k4 taux de liaison de FSH à ses ré
epteurs 0.15Longueur a0 âge 
ellulaire au début de la phase G1 0du domaine a1 âge 
ellulaire au début de la phase SM 0.5
a2 âge 
ellulaire à la �n de la phase SM 1
amax âge 
ellulaire maximal dans la phase D 8Hauteur γmin niveau de maturité minimum dans les phases G1 et SM 0du domaine γs seuil de maturité pour la sortie du 
y
le 
ellulaire 0.3
γr seuil de maturité pour l'a
quisition des ré
epteurs à LH 0.35
γmax niveau de maturité maximum dans la phase D 0.7Seuils Ms seuil ovarien de dé
len
hement de l'ovulation 5d'ovulation Ms1 seuil folli
ulaire de 
apa
ité à ovuler 2Tab. 2.3 � Paramètres du modèle(iii) au niveau 
ellulaire, la distribution de la densité 
ellulaire sur le domaine spatial.La Figure 2.7 montre la répartition de la densité 
ellulaire des deux folli
ules à un instant donné.La barre de 
ouleurs indique la valeur de la densité. Les 
ellules qui se trouvent dans le bas dudomaine (γ < γs) se trouvent en
ore dans le 
y
le 
ellulaire, tandis que les 
ellules dans le hautdu domaine sont di�éren
iées. Sur 
ette �gure, le folli
ule 1 est plus mature que le folli
ule 2, ena

ord ave
 sa plus forte sensibilité à FSH.La Figure 2.8 illustre les sorties du pro
essus de séle
tion dans le 
as de la situation de réfé-ren
e. Le Panel (a) montre la 
hute des niveaux de FSH, de 3 ng/ml à 2.3 ng/ml. Les variationsde FSH sont liées à 
elles de la maturité ovarienne, qui, 
omme on peut le voir sur le Panel (b),augmentent jusqu'à atteindre le seuil de dé
len
hement de l'ovulation, Ms = 5. Le 
ontr�le lo
alen FSH du le folli
ule 1 ne 
esse d'augmenter, et appro
he les valeurs plasmatiques (2 ng/ml),tandis que 
elui du folli
ule 2 augmente légèrement avant de dé
roître à 0.2 ng/ml (voir le Panel58



CHAPITRE 2. MODÉLISATION MULTI-ÉCHELLES ET SIMULATIONS DU PROCESSUS DE SÉLECTION DESFOLLICULES OVULATOIRES
β g1 g2 Nombre initial de 
ellules(106)zone 1 zone 2 zone 3folli
ule 1 0.7 80 0.7 0.4 0.35 0.25folli
ule 2 0.6 68.6 0.6 0.4 0.35 0.25Tab. 2.4 � Paramètres de la situation de référen
e
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Fig. 2.8 � Pro
essus de séle
tion au sein d'une 
ohorte de deux folli
ules. Les tirets 
orrespondentaux sorties à l'é
helle ovarienne, les lignes pleines 
orrespondent au folli
ule 1 et les pointillésau folli
ule 2. Panel (a) : niveaux plasmatiques de FSH, Panel (b) : maturités ovarienne etfolli
ulaires, Panel (
) : biodisponibilité en FSH, Panel (d) : nombre de 
ellules de granulosa. Lefolli
ule 1 suit une traje
toire ovulatoire, et le folli
ule 2 une traje
toire atrétique.(
)). Le Panel (d) montre l'évolution du nombre total de 
ellules de granulosa dans 
haque folli-
ule. A partir d'une même valeur initiale (106 
ellules), le nombre total de 
ellules dans le folli
ule1 augmente jusqu'à 6.5 × 106 et reste à 
ette valeur d'équilibre, alors que le nombre de 
ellulesdans le folli
ule 2, après avoir presque atteint 6×106 �nit par perdre plus de 2.5×106 
ellules. Lamaturité globale dans le folli
ule 1 ne 
esse d'augmenter, même après que le nombre de 
ellules aatteint une valeur stable, 
ar les 
ellules di�éren
iées 
ontinuent à maturer, tandis qu'elle dé
roîtpour le folli
ule 2, 
omme on peut le voir sur le Panel (b). Au moment de la dé
harge ovulatoire,le folli
ule 1 a dépassé le seuil folli
ulaire pour l'ovulation (Mf1 = 3.5 > Ms1), 
ontrairement aufolli
ule 2 (Mf2 = 1.5 < Ms1). Ainsi, le folli
ule 1 dé
rit une traje
toire ovulatoire, et le folli
ule2 une traje
toire atrétique.Il y a un retard d'environ 60% de la durée d'un 
y
le 
ellulaire entre le moment de la 
hutede FSH et la baisse du nombre de 
ellules de granulosa et de la maturité globale du folli
ule 2.59



2.3. SIMULATIONS NUMÉRIQUES DU MODÈLECe
i est dû à une inertie dans la dynamique du folli
ule. Avant la 
hute de FSH, la 
on
entrationbiodisponible en FSH a permis aux 
ellules de proliférer. Tant que les niveaux plasmatiques deFSH ne sont pas trop bas, le taux d'entrée en apoptose reste faible et la prolifération 
ompensel'apoptose. La situation s'inverse lorsque la 
hute en FSH devient plus forte.Le sort d'un folli
ule dépend de sa 
apa
ité à é
happer au 
on�nement de ses 
ellules dansla zone de maturité où elles sont vulnérables à l'apoptose. Cette zone est délimitée par le sup-port de la fon
tion Ω(γ), i.e. par l'intervalle de maturité [0.2,0.35℄. Les 
ellules peuvent é
happerà 
ette zone à 
ondition que la quantité biodisponible de FSH (uf ) soit su�sante pour leurpermettre de traverser la borne supérieure de la zone.2.3.3.2 Sensibilité hypophysaire au rétro-
ontr�le ovarienIl est possible d'étudier les e�ets de la sensibilité de l'hypophyse au rétro-
ontr�le ovarienen modi�ant les paramètres de la fon
tion sigmoïde de l'équation (2.32). Plus la valeur de m estgrande, plus la 
hute de FSH est retardée ; plus la pente c est raide, plus la 
hute est rapide. Lesvaleurs des paramètres testés se trouvent dans la Table 2.5.m 
situation 1 3 2situation 2 6 2situation 3 4.5 6Tab. 2.5 � Sensibilité hypophysaireDans le 
as d'une sensibilité hypophysaire élevée au rétro-
ontr�le ovarien (situation 1), le pro-
essus de séle
tion aboutit à l'atrésie des deux folli
ules (Figure 2.9 a-b).La maturité ovarienne dé
roît avant d'atteindre le seuil de dé
len
hement de l'ovulation, 
e quirend l'ovulation impossible. Ce
i est dû à une 
hute de FSH qui a lieu très t�t, et qui empê
he lesfolli
ules de maturer su�samment. La quantité de FSH biodisponible pour les deux folli
ules par-vient à augmenter, et les folli
ules �nissent par é
happer à la zone de vulnérabilité à l'apoptose.Ils atteignent un état d'équilibre, mais la perte des 
ellules est trop élevée pour qu'ils puissentovuler. De tels 
as peuvent se ren
ontrer dans des situations pathologiques d'anovulation.Dans le 
as d'une sensibilité hypophysaire faible au rétro-
ontr�le ovarien (situation 2), le pro-
essus de séle
tion aboutit à l'ovulation des deux folli
ules (Figure 2.9 
-d). La 
hute de FSHa lieu pour une maturité ovarienne plus élevée. Les deux traje
toires folli
ulaires paraissent si-milaires, bien que le folli
ule 1 (
elui qui est le plus sensible à FSH) termine sa traje
toire enayant un plus grand nombre de 
ellules et une maturité plus élevée que le folli
ule 2. Il y a uneperte d'environ 1 million de 
ellules pour le folli
ule 2 avant qu'il ne se stabilise en attendantl'ovulation, 
ar il par
ourt la zone de vulnérabilité lentement, et sou�re plus de l'apoptose que60
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Fig. 2.9 � Panels (a) et (b) : Pro
essus de séle
tion dans le 
as d'une sensibilité hypophysaireélevée. Panel (a) : niveaux plasmatiques de FSH (�) et maturité ovarienne (- -), Panel (b) : nombrede 
ellules de granulosa pour le folli
ule 1 (�) et le folli
ule 2 (..). Les deux traje
toires sontatrétiques. Panels (
) et (d) : Pro
essus de séle
tion dans le 
as d'une sensibilité hypophysairefaible. Panel (
) : niveaux plasmatiques de FSH (�) et maturité ovarienne (- -), Panel (d) :nombre de 
ellules de granulosa pour le folli
ule 1 (�) et le folli
ule 2 (..). Les deux traje
toiressont ovulatoires.le folli
ule 1. Cependant, malgré des niveaux relativement faibles de biodisponibilité en FSH, lefolli
ule 2 parvient à traverser entièrement la zone de vulnérabilité à l'apoptose et il ovule.La Figure 2.10 (a) et (b) illustre la situation 3 : une traje
toire ovulatoire et une traje
toireatrétique. Nous étudions le 
as où l'hypophyse est très sensible aux 
hangements dans la matu-rité ovarienne. Le folli
ule 2 subit une atrésie plus rapide que dans la situation de référen
e (où
c = 2, voir Table 2.3). En e�et, une pente plus raide provoque une 
hute plus rapide de FSHet a

élère la 
inétique d'apoptose, le terme |U−Umax|−

Umax
augmentant ave
 c, et provoquant uneapoptose massive.2.3.3.3 Sensibilité folli
ulaire à la FSHNous avons également étudié les e�ets de la sensibilité folli
ulaire à la FSH, en 
hangeantles paramètres des vitesses de vieillissement et de maturation. La vitesse de vieillissement di�èreà présent de 
elle de référen
e, et est la même pour les deux folli
ules, 
omme on peut le voirdans la Table 2.6. Ce 
hangement donne aux deux folli
ules la même vitesse de par
ours du 
y
le61
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Fig. 2.10 � Panels (a) et (b) : Pro
essus de séle
tion dans le 
as d'une hypophyse très sensibleaux 
hangements dans la maturité ovarienne. Panel (a) : niveaux plasmatiques de FSH (�) etmaturité ovarienne (- -), Panel (b) : nombre de 
ellules de granulosa pour le folli
ule 1 (�) etle folli
ule 2 (..). Le folli
ule 1 suit une traje
toire ovulatoire, et le folli
ule 2 une traje
toireatrétique. Panels (
) et (d) : Pro
essus de séle
tion parmi des folli
ules à 
apa
ités proliférativesdi�érentes. Panel (
) : niveaux plasmatiques de FSH (�) et maturité ovarienne (- -), Panel (d) :nombre de 
ellules de granulosa pour le folli
ule 1 (�) et le folli
ule 2 (..). Le folli
ule 2 a desressour
es prolifératives plus élevées et ovule, tandis que le folli
ule 1 est atrétique.
ellulaire, mais le folli
ule 1 a un temps de réponse β dans la vitesse de maturation plus élevé,et don
 de sortie de 
y
le plus élevée que le folli
ule 2.
β g1 g2folli
ule 1 0.8 80 0.7folli
ule 2 0.6 80 0.7Tab. 2.6 � Sensibilité folli
ulaire à FSHLa Figure 2.10 (
) et (d) montre une traje
toire atrétique pour le folli
ule 1 et une traje
toireovulatoire pour le folli
ule 2. La FSH favorise la prolifération de la même manière pour les deuxfolli
ules, mais les 
ellules de granulosa du folli
ule 2 sortent du 
y
le 
ellulaire plus lentementque pour le folli
ule 1, elles prolifèrent don
 plus longuement. Cette ressour
e proliférative peutêtre exploitée pour élever le nombre �nal de 
ellules de granulosa, et don
 la maturité globale dufolli
ule, et sa 
ontribution au rétro-
ontr�le ovarien sur la FSH. Le folli
ule 1 devient in
apablede survivre dans un environnement en FSH défavorable, et subit l'atrésie, tandis que le folli
ule62



CHAPITRE 2. MODÉLISATION MULTI-ÉCHELLES ET SIMULATIONS DU PROCESSUS DE SÉLECTION DESFOLLICULES OVULATOIRES2 atteint le seuil d'ovulation.2.3.3.4 Cohorte de 5 folli
ulesA�n d'exploiter le 
omportement du modèle fa
e à une 
ohorte plus grande, nous avonssimulé le pro
essus de séle
tion au sein d'une 
ohorte de 5 folli
ules. Les distributions initialesde la densité 
ellulaire, ainsi que les sensibilités des folli
ules à FSH di�èrent légèrement les unesdes autres, 
omme on peut le voir dans la Table 2.7.
β g1 g2 Nombre initial de 
ellules (106)zone 1 zone 2 zone 3folli
ule 1 0.7 80 0.7 0.4 0.35 0.25folli
ule 2 0.6 68.6 0.6 0.3 0.3 0.15folli
ule 3 0.7 80 0.7 0.35 0.35 0.35folli
ule 4 0.65 74.2 0.65 0.2 0.15 0.2folli
ule 5 0.55 62.8 0.55 0.45 0.4 0.3Tab. 2.7 � Pro
essus de séle
tion au sein d'une 
ohorte de 
inq folli
ulesNous avons adapté la sensibilité hypophysaire ainsi que le seuil d'ovulation (m = 9, Ms = 9) àla nouvelle dynamique ovarienne. La Figure 2.11 (a) et (b) illustre le pro
essus de séle
tion ausein de la 
ohorte : le taux d'ovulation est de 2, les folli
ules 1 et 3 sont les folli
ules ovulatoires.Le taux d'ovulation peut être modi�é par l'administration de FSH exogène. Celle-
i est adminis-trée à la 
ohorte après que les 
ellules ont par
ouru 
inq 
y
les 
ellulaires, de manière à garderle niveau de FSH plasmatique à sa valeur maximale, 
omme on peut le voir sur la Figure 2.11,Panel (
). La Figure 2.11, Panel (d) illustre l'ovulation du folli
ule 5, qui était atrétique dans lasituation pré
édente, et qui est "sauvé" par l'administration exogène de FSH. Les deux autresfolli
ules (le 2 et le 4) ne béné�
ient pas su�samment de la FSH additionnelle, et subissent toutde même l'atrésie.2.4 Dis
ussion sur la modélisationNous avons 
onsidéré le pro
essus de séle
tion des folli
ules ovulatoires, en tant que pro-
essus 
ontr�lé par FSH, d'un point de vue mé
aniste. FSH agit sur l'é
helle molé
ulaire via unevoie de transdu
tion de son signal. L'intégration de la signalisation en FSH à l'é
helle 
ellulairerégit la dynamique des transitions entre les di�érents états 
ellulaires, et don
 l'engagement des
ellules vers un état prolifératif, di�éren
ié ou apoptotique. A l'é
helle folli
ulaire, le destin dufolli
ule dépend de sa 
omposition 
ellulaire et de sa 
ontribution au rétro-
ontr�le ovarien. Lasomme des 
ontributions de 
haque folli
ule dé�nit la pression du rétro-
ontr�le ovarien sur lasé
rétion de FSH, fermant ainsi la bou
le. Notre appro
he est don
 parvenue à fusionner une63



2.4. DISCUSSION SUR LA MODÉLISATION
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Fig. 2.11 � Panels (a) et (b) : Pro
essus de séle
tion au sein d'une 
ohorte de 
inq folli
ules.Les lignes noires 
orrespondent aux sorties ovariennes, les lignes bleues au folli
ule 1, les vertesau folli
ule 2, les rouges au folli
ule 3, les turquoises au folli
ule 4 et les roses au folli
ule 5.Panel (a) : niveaux plasmatiques de FSH (�) et maturité ovarienne (- -), Panel (b) : nombre de
ellules de granulosa. Il y a deux folli
ules ovulatoires. Panels (
) et (d) : Administration exogènede FSH. Panel (
) : niveaux plasmatiques de FSH (�) et maturité ovarienne (- -), Panel (d) :nombre de 
ellules de granulosa. le folli
ule 5 est sauvé de l'atrésie par l'administration exogènede FSH.des
ription multi-é
helles détaillée du développement folli
ulaire ave
 des résultats de dynamiquedes populations.Le 
ontr�le issu du rétro-
ontr�le ovarien n'est pas le seul 
ontr�le opérant. En e�et, 
e 
ontr�leest sujet à une modulation lo
ale à l'é
helle folli
ulaire, qui agit 
omme un �ltre. D'un point devue physiologique, un tel �ltre peut être essentiellement imputable au degré de vas
ularisationdes folli
ules [39℄, mais également à la 
ommuni
ation inter-
ellulaire, via les "gap-jun
tions"[26℄, et de manière plus globale à 
e que l'on peut appeler le mi
ro-environnement folli
ulaire,dans lequel parti
ipent la matri
e extra-
ellulaire [56℄, les intera
tions para
rines entre les 
ellulesthé
ales et la granulosa.Le terme de 
ontr�le lo
al assure la stabilité du modèle en évitant aux 
ellules de proliférer oude maturer en ex
ès. Pour un 
ontr�le lo
al élevé, par exemple dans le 
as d'un apport exogèneen FSH, la prolifération, favorisée par 
et apport en FSH, est équilibrée par la sortie de 
y
ledes 
ellules, également favorisée par 
et apport en FSH. Le développement folli
ulaire est don
a

éléré, mais toujours de manière 
ontr�lée. Pour un 
ontr�le lo
al faible, la durée du 
y
le
ellulaire augmente, 
e qui ralentit le taux de prolifération et 
ompense don
 l'augmentation de64



CHAPITRE 2. MODÉLISATION MULTI-ÉCHELLES ET SIMULATIONS DU PROCESSUS DE SÉLECTION DESFOLLICULES OVULATOIRESla fra
tion de 
roissan
e dû à un taux de sortie de 
y
le plus faible.Selon l'é
helle 
onsidérée, la notion de maturité peut avoir plusieurs signi�
ations. A l'é
hellemolé
ulaire, la synthèse d'AMP
 a été retenue, en tant que goulot d'étranglement de la signa-lisation en FSH intégrant d'autres voies de signalisation telles que 
elles des systèmes de IGF(insulin-like growth fa
tors) et BMP (bone morphogeneti
 protein) [44℄. A l'é
helle folli
ulaire,la maturité 
ara
térise à la fois la 
ontribution endo
rine des folli
ules en termes de sé
rétiond'inhibine et d'estradiol, et leur 
apa
ité à ovuler, liée à l'a
quisition de ré
epteurs à LH parleurs 
ellules de granulosa. En�n, à l'é
helle ovarienne, la maturité dé�nit le statut endo
rine del'ovaire, et la pression de rétro-
ontr�le ovarien sur l'hypophyse.La des
ription du 
y
le 
ellulaire est simpli�ée : les phases S, G2, et M sont agrégées en uneseule phase SM, et les transitions entre les phases G1 et SM ont lieu à un âge 
ellulaire �xe.Cependant, 
haque 
ellule de granulosa suit un 
y
le 
ellulaire qui lui est propre, en réponse ausignal de FSH. En e�et, le temps de transit dans la phase SM est �xe, mais il peut varier au seinde la phase G1 selon le signal hormonal, et de 
ette manière, les 
y
les 
ellulaires sont di�érents.Au sein de la phase de di�éren
iation, l'âge évolue 
omme le temps. L'implémentation numériquené
essitant un âge �ni, nous avons dû introduire un âge limite. Une telle limite peut être inter-prétée 
omme un âge de sénes
en
e, au-delà duquel une vieille 
ellule subirait une mort 
ellulaireprogrammée [64℄.La variable de maturité régit la transition entre la phase G1 et la phase D. Après la mitose,les 
ellules-�lles héritent du niveau de maturité que la 
ellule-mère a atteint en �n de phase G1.Même si le pool de ré
epteurs à FSH est divisé environ en deux après la mitose, on peut 
onsi-dérer que la dynamique de maturation des 
ellules-�lles atteint rapidement 
elle de leur mère,
ar l'e�
a
ité en terme de synthèse d'AMP
 est seulement modérément a�e
tée par la taille de
e pool [8℄.Dans le 
as d'un 
ontr�le lo
al dé
roissant, la vitesse de maturation peut devenir négative, 
e quiautorise la dédi�éren
iation des 
ellules. Cependant, une telle dédi�éren
iation peut di�
ilement
onduire à un retour dans le 
y
le 
ellulaire, la 
ellule devant traverser une fois de plus la zonede vulnérabilité en apoptose.L'entrée en apoptose est un terme essentiel pour le modèle. La séle
tion des folli
ules ovula-toires repose en e�et sur l'atrésie des autres folli
ules, due à leur in
apa
ité à survivre dansun milieu pauvre en FSH [58℄. Le taux d'apoptose dépend de la maturité 
ellulaire, et 
ettedépendan
e est un point 
lef, 
ar l'é
happement ou le 
on�nement de ses 
ellules dans la zonede vulnérabilité à l'apoptose détermine le destin d'un folli
ule. Le début de la 
hute en FSH
orrespond au moment à partir duquel le pro
essus de séle
tion a lieu (les 
ellules des folli
ulesatrétiques subissent massivement l'apoptose), et la raideur de la 
hute détermine l'intensité del'apoptose. Même les folli
ules ovulatoires subissent l'apoptose 
ellulaire, 
ependant, à un niveaumoindre que les folli
ules atrétiques. Ce
i est 
ohérent ave
 l'observation de jusqu'à 10% de 
el-lules apoptotiques dans les folli
ules sains [3℄.
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2.4. DISCUSSION SUR LA MODÉLISATIONLes résultats du modèle du point de vue du pro
essus de séle
tion (mono- ou poly-ovulation,anovulation) sont en a

ord ave
 les 
onnaissan
es physiologiques 
on
ernant la vas
ularisation,la sensibilité de l'hypophyse au rétro-
ontr�le ovarien et l'administration de FSH exogène.Une forte vas
ularisation, 
omme élément déterminant pour la séle
tion d'un folli
ule, est unejusti�
ation qui a déjà été évoquée [50℄ ; les folli
ules séle
tionnés sont plus vas
ularisés que lesautres, et par 
onséquent ils ont a

ès à une quantité lo
ale de FSH plus élevée [39℄, 
omme onpeut le voir sur la Figure 2.8 (
).Les sorties du modèle 
orrespondant aux di�érentes sensibilités de l'hypophyse suggèrent qu'unehypophyse peu sensible permet un taux d'ovulation plus élevé. Ce
i est en a

ord ave
 les expé-rien
es qui 
omparent les e�ets d'estradiol exogène (qui augmente la pression du rétro-
ontr�leovarien) 
hez des brebis poly-ovulantes ou mono-ovulantes. Les premières ont toléré des niveauxplus élevés d'estradiol, avant que la FSH ne 
hute.L'administration de FSH exogène est bien 
onnue pour améliorer le taux d'ovulation, 
e traite-ment étant 
elui utilisé aussi bien 
hez les femmes [11℄ que 
hez les animaux domestiques [25℄.Chez les femmes, l'in
onvénient prin
ipal de 
e type de traitement est le risque d'une hyper-stimulation. Nos tous premiers résultats suggèrent qu'un dosage �n des quantités de FSH àadministrer pourrait permettre d'atteindre un taux d'ovulation spé
i�que.Nous avons travaillé ave
 une paire de folli
ules plut�t que sur une 
ohorte plus grosse. L'étudede la paire de folli
ules nous a permis d'explorer le 
omportement du modèle, d'une manièresimple, fa
e à des sensibilités hypophysaire et ovarienne di�érentes. De plus, la simulation d'unpetit nombre de folli
ules n'est peut-être pas si éloignée de la simulation d'une grosse 
ohorte ausein de laquelle il est possible de distinguer plusieurs sous-groupes de folli
ules ayant des niveauxde maturité 
omparables. En�n, les résultats obtenus pour une 
ohorte de 
inq folli
ules sonten
ourageants quant au 
omportement du modèle pour une grosse 
ohorte.A présent que le modèle est établi, une perspe
tive de travail, qui ne sera pas abordée dans
ette thèse, est l'exploration systématique de manière numérique des situations physiologiqueset pathologiques qui peuvent être représentées.Dans la suite, nous travaillons sur l'analyse mathématique des équations du modèle, ainsi quesur des problèmes de 
ontr�le asso
iés, 
on
ernant la 
ara
térisation de folli
ules ovulatoires,l'atteinte d'un taux d'ovulation donné, et/ou dans une 
hronologie donnée.
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Chapitre 3
Analyse des lois de 
onservation :existen
e et uni
ité de la solution

Nous avons obtenu un modèle mathématique de séle
tion des folli
ules ovulatoires en a
-
ord ave
 les 
onnaissan
es physiologiques.A présent, nous souhaitons analyser 
e modèle a�n d'en dégager ses spé
i�
ités. Dans un pre-mier temps, les équations des moments nous ont paru une méthode adaptée à l'étude de 
esystème : il s'agit d'é
rire les équations qui dé
rivent dire
tement l'évolution des moments de ladensité 
ellulaire, en parti
ulier le moment d'ordre zéro, qui représente le nombre de 
ellules degranulosa dans un folli
ule, et le moment d'ordre un par rapport à la maturité, qui représentela maturité globale d'un folli
ule. L'avantage de telles équations est d'abord qu'elles dé
riventdire
tement l'évolution de données physiologiquement observables, et ensuite qu'elles seraientsous forme d'équations aux dérivées ordinaires, qui sont des équations plus simples à analyser età 
ontr�ler que les équations aux dérivées partielles de la granulosa. Cependant, l'é
riture d'unsystème d'équations dé
rivant uniquement l'évolution des moments semble di�
ile, notammentà 
ause de la stru
ture hybride du modèle (les dynamiques sont di�érentes en fon
tion des phases
ellulaire et les valeurs de la densité aux âges et/ou maturités seuils ne disparaissent pas aprèsintégration) et de l'absen
e de relation de 
l�ture (voir Annexe A). Nous travaillerons don
 di-re
tement sur les équations du modèle.Les équations qui dé
rivent le pro
essus de séle
tion sont des lois de 
onservation 
ontr�lées.Il est naturel de se poser les questions d'existen
e et d'uni
ité des solutions à de telles équa-tions. Dans 
e 
hapitre, nous distinguerons les notions de bou
le ouverte et de bou
le fermée qui
onduisent à travailler ave
 des équations aux dérivées partielles ou bien des équations intégro-di�érentielles. Nous poursuivrons par l'état de l'art sur l'existen
e et l'uni
ité de solutions à
e type d'équations : nous exposerons de manière générale les outils d'analyse d'équations auxdérivées partielles, puis nous verrons les parti
ularités des équations de la granulosa. Nous pro-poserons en�n une méthode de 
onstru
tion de la solution en bou
le ouverte puis en bou
lefermée.



3.1. NOTIONS DE BOUCLE OUVERTE, BOUCLE FERMÉE3.1 Notions de bou
le ouverte, bou
le fermée3.1.1 Reformulation des équations du modèleNous reformulons les équations (2.4,2.5,2.6) sur un domaine �déroulé�, où l'âge dans le 
y
le
ellulaire n'est plus remis à zéro, et où les phases G1 et SM sont périodiques, 
omme on le voitsur la Figure 3.1. Nous faisons 
orrespondre à la phase G1 la phase 1, à la phase SM la phase 2,et à la phase D la phase 3. Cette reformulation 
onserve le 
omportement du modèle, et permetde simpli�er l'analyse.
γs

�
�
�
�
��
��
��
��

�
�
�
�

phase 2phase 1

phase 3

a1 a2 (k−1)a2 ka2 (k+1)a2

γ

a0

kΩ Ω
1

Fig. 3.1 � Domaine �déroulé�. La phase 1 
orrespond à la phase G1 et son domaine spatial estl'ensemble des (a, γ) ∈ [ka2, ka2 + a1[×[0, γs[ pour k ∈ N. La phase 2 
orrespond à la phaseSM et son domaine spatial est l'ensemble des (a, γ) ∈ [ka2 + a1, (k + 1)a2[×[0, γs[. La phase 3
orrespond à la phase D et son domaine spatial est l'ensemble des (a, γ) ∈ [0,∞) × [γs,∞).
La variable t représente le temps. L'âge 
ellulaire a est un marqueur de la progression au sein du
y
le 
ellulaire. Le marqueur de maturité γ est utilisé pour distinguer les 
ellules dans le 
y
le
ellulaire des 
ellules di�éren
iées.Soit Ωk = {(a, γ) ∈ ]ka2, (k + 1)a2[×]0,∞)} et Qk = Ωk×]0, T [ ∀k ∈ N. Le domaine Ωk dans leplan âge-maturité est représenté sur la Figure 3.1.Sur 
haque Qk, la forme générique de la loi de 
onservation pour la densité 
ellulaire φk

f est :
∂φk

f

∂t
+

∂gf (uf )φk
f

∂a
+
∂hf (γ, uf )φk

f

∂γ
= −λ(γ, U)φk

f (3.1)68



CHAPITRE 3. ANALYSE DES LOIS DE CONSERVATION : EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTIONLes fon
tions gf et hf sont respe
tivement les vitesses de vieillissement et de maturation, et λest le terme de pertes. Leurs dynamiques sont dis
ontinues :
∀k ∈ N ∀(a, γ) ∈ [ka2, ka2 + a1[×[0, γs[ (en phase 1)

gf (uf ) = τgf (g1uf + g2) (3.2)
hf (γ, uf ) = τhf (−γ2 + (c1γ + c2)(1 − exp(−uf/u)))

∗

λ(γ, U) = Ω(γ)
Umax − U

Umax

∀k ∈ N ∀(a, γ) ∈ [ka2 + a1, (k + 1)a2[×[0, γs[ (en phase 2)
gf (uf ) = 1 (3.3)

hf (γ, uf ) = 0

λ(γ, U) = 0

∀k ∈ N ∀(a, γ) ∈ [0,∞) × [γs,∞) (en phase 3)
gf (uf ) = 1 (3.4)

hf (γ, uf ) = τhf (−γ2 + (c1γ + c2)(1 − exp(−uf/u)))

λ(γ, U) = Ω(γ)
Umax − U

UmaxOù Ω(γ) = K exp

(

−
(

γ−γs

γ

)2
) sur [γ1, γ2] (bornes de la zone de vulnérabilité à l'apoptose) etzéro ailleurs, et tous les paramètres sont des réels positifs.Les 
onditions aux frontières entre 
haque Qk sont données par (nous justi�erons plus tardl'existen
e de la tra
e utilisée i
i ainsi que le 
ara
tère bien posé du modèle) :pour k = 0

φ0
f (0, γ, t) = 0

φ0
f (a, 0, t) = 0pour k ∈ N

∗

φk
f (ka2, γ, t) = φk−1

f (ka2, γ, t) pour (γ, t) ∈ [γs,∞)×]0, T [

τgf (g1uf + g2)φ
k
f (ka2, γ, t) = 2φk−1

f (ka2, γ, t) pour (γ, t) ∈ [0, γs[×]0, T [

φk
f (a, 0, t) = 0Les 
onditions initiales pour 
haque folli
ule sur 
haque domaine Qk sont données par :

φf (a, γ, 0) = φf0(a, γ)|Ωk
(3.5)On dé�nit la densité 
ellulaire dans un folli
ule, φf , 
omme

φf = φk
f sur Qk, k ∈ N

∗la fon
tion hf a été reformulée : la fon
tion (2.3) est à présent représentée par la multipli
ation69



3.1. NOTIONS DE BOUCLE OUVERTE, BOUCLE FERMÉEd'un polyn�me pour appro
her le 
omportement de γ en réponse à un 
ontr�le 
onstant et d'une fon
tion exponentielle pour approximer la 
ourbe de réponse au 
ontr�le uf . La pré
ision del'approximation est très sensible à la valeur des paramètres c1 et c2.En bou
le fermée, les termes de 
ontr�le dépendent de la maturité des folli
ules ainsi que dela maturité ovarienne.Soit l'opérateur de maturité :
M(ϕ)(t) =

∫ γmax

0

∫ amax

0
γϕ(a, γ, t)dadγ (3.6)Les dynamiques des termes de 
ontr�le, dans l'hypothèse d'état quasi-stationnaire pour U , sontalors :

U [M(
∑

f

φf )] = Umin +
Umax − Umin

1 + exp
[

c(M(
∑

f φf ) −m)
]

uf = bf (M(φf ))U (3.7)où bf = b1 +
1 − b1

1 + exp(b2(b3 −M(φf )))Il y a dé
len
hement de l'ovulation lorsque la maturité ovarienne atteint un seuil Ms :
M(
∑

f

φf )(T ) = Ms3.1.2 Contr�le en bou
le ferméeLe pro
essus de séle
tion des folli
ules ovulatoires est modélisé en bou
le fermée, 
ar nousdé
rivons la bou
le de rétro-
ontr�le entre les ovaires et l'axe hypophyse-hypothalamus.Le s
héma fon
tionnel de la Figure 3.2 représente le modèle multi-é
helles en bou
le fermée.Les termes de 
ontr�le U et uf sont 
eux qui dé�nissent le rétro-
ontr�le.En insérant 
es termes dans l'équation (3.1), on obtient :
∂φf

∂t
+

∂gf (bf (
∫ ∫

γφf )S(
∫ ∫

γ
∑

f φf ))φf

∂a
+
∂hf (γ, bf (

∫ ∫

γφf )S(
∫ ∫

γ
∑

f φf ))φf

∂γ

= −λ(γ, S(

∫ ∫

γ
∑

f

φf ))φfIl s'agit d'une équation intégro-di�érentielle dont les intégrales de la solution se trouvent dansles vitesses et le terme sour
e de la loi de 
onservation. Ce type d'équation intégro-di�érentiellen'est pas 
ourant dans la littérature, où le terme qui 
ontient l'intégrale de la solution se trouvegénéralement dans le terme sour
e (e.g. [40℄). 70



CHAPITRE 3. ANALYSE DES LOIS DE CONSERVATION : EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION
U 0

bf

bf

φM( n)

M( φ1)

M(       )Σφf

U

Fol n

Fol 1

U

U

S

u

u

1

n

Fig. 3.2 � S
héma fon
tionnel du système ovarien en bou
le fermée. Le 
ontr�le global U , issudu rétro-
ontr�le ovarien, est modulé à l'é
helle folli
ulaire (Fol f) par la maturité folli
ulaire
M(φf ) pour dé�nir le 
ontr�le lo
al uf .Il existe des équations intégro-di�érentielles ave
 intégrale de la solution dans les vitesses dé
ri-vant des phénomènes biologiques (l'hématopoïèse) [34℄, mais les notions d'analyse ou de 
ontr�lede la forme intégro-di�érentielle ne sont pas abordées.3.1.3 Contr�le en bou
le ouverteLorsque l'on étudie les équations en bou
le ouverte, on suppose que les 
ontr�les uf et Udépendent uniquement du temps (et éventuellement de l'espa
e), mais pas de la solution.Dans le 
adre du pro
essus de séle
tion, 
ela revient à supposer que l'on ne tient 
ompte ni durétro-
ontr�le ovarien ni de la modulation lo
ale du 
ontr�le et l'on peut donner la valeur quel'on veut à 
es 
ontr�les. Cette hypothèse permet de simpli�er l'analyse du modèle, et permetde s'appro
her de situations physiologiques si l'on impose un 
ontr�le global U identique à tousles folli
ules et que l'on véri�e uf ≤ U .Chaque folli
ule a alors deux entrées de 
ontr�le, 
omme on peut le voir sur la Figure 3.3.Dans le 
as où les fon
tions U(t) et uf (t) dépendent 
ontinûment du temps, on étudie uneéquation du type :

∂φf

∂t
+
∂gf (t)φf

∂a
+
∂hf (γ, t)φf

∂γ
= −λ(γ, t)φf (3.8)On se retrouve alors dans le 
adre 
lassique des lois de 
onservation, qui dé
rivent l'évolutiond'équations aux dérivées partielles (EDP) du type (3.8). Dans le 
as d'une 
ohorte de n folli
ules,les équations de la granulosa forment un système de n lois de transport sous forme 
onservative,71



3.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DES SOLUTIONS AUX ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES : ÉTAT DEL'ART
U

u

1

U n

Fol 1

Fol nun

1

M(φ1)

M(φn)Fig. 3.3 � S
héma fon
tionnel du système ovarien en bou
le ouverte. Chaque folli
ule (Fol f) adeux entrées de 
ontr�le Uf et uf .à vitesses variables par rapport à l'état, et ave
 un terme sour
e également variable par rapportà l'état. Lorsque l'on travaille en bou
le ouverte, les équations n'interagissent plus entre elles.On étudie don
 un système de n équations s
alaires indépendantes.
3.2 Existen
e et uni
ité des solutions aux équations aux dérivéespartielles : état de l'artLes EDP qui représentent le pro
essus de séle
tion des folli
ules ovulatoires en bou
le ou-verte ont les parti
ularités suivantes :- elles ont des vitesses variables en fon
tion de l'espa
e et dis
ontinues entre 
haque phase 
ellu-laire,- elles 
omportent un terme sour
e dépendant de la solution et variable en fon
tion de l'espa
e,- le �ux est dis
ontinu au passage de la mitose.Nous verrons tout d'abord les outils généraux qui permettent d'analyser les systèmes d'EDP,puis nous pré
iserons les outils appli
ables aux équations de la granulosa, 
on
ernant notammentles EDP s
alaires à vitesses variables par rapport à l'espa
e, et les EDP à vitesses dis
ontinues.3.2.1 Cas général3.2.1.1 Systèmes de lois de 
onservationL'étude de notre problème en bou
le ouverte rentre dans le 
adre général de systèmes delois de 
onservation. De tels systèmes étudient l'évolution des quantités ui de la manière suivante72



CHAPITRE 3. ANALYSE DES LOIS DE CONSERVATION : EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTION[60℄ :
∂tui + divxfi(u) = gi(x, t, u) (3.9)

1 ≤ i ≤ n

x ∈ R
d

t > 0où f est le �ux, g la sour
e, n le nombre d'équations du système et d la dimension de l'espa
e.Ce système d'équations augmenté de 
onditions initiales s'appelle problème de Cau
hy. D'unemanière générale, la résolution de tels problèmes d'un point de vue analytique et numériqueest très di�
ile [60℄. Il n'existe pas de résultat satisfaisant 
on
ernant l'existen
e d'une solutionau problème de Cau
hy. Pour une donnée initiale régulière, il existe une solution régulière maisseulement pendant un temps �ni. Les résultats 
on
ernant les solutions faibles (
elles sus
eptiblesd'exister pour tout temps) sont limités au 
as s
alaire (n = 1) ou au 
as mono-dimensionnel(d = 1) !Il est possible de 
onsidérer, sur des 
as simples, les raisons pour lesquelles l'étude de telleséquations est si di�
ile.Soit le système nonlinéaire en dimension d = 1 :
ut + f(u)x = 0 (3.10)
u(x, 0) = u0(x)Une solution 
lassique pour 
e problème de Cau
hy est une solution de 
lasse C1 qui satisfaitpon
tuellement (3.10). Pour étudier la solution au problème de Cau
hy, on dé�nit les 
ourbes
ara
téristiques, qui sont les 
ourbes qui à t asso
ient le 
ouple (X(t), t), solutions de l'équation :
dX

dt
= f ′(u(X, t))Le long de 
es 
ourbes 
ara
téristiques, la solution u est 
onstante. En e�et :

d

dt
u(X(t), t) =

dX

dt
ux(X, t) + ut(X, t) = (ut + f ′(u)ux)(X, t) = 0Il su�t que les 
ourbes 
ara
téristiques (qui dans 
e 
as sont des droites) �tapissent� le plan (x, t)pour 
onnaître la solution en tout point.La méthode des 
ara
téristiques fournit don
 la solution 
lassique au problème de Cau
hy dèsqu'elle existe : il su�t de trouver les 
ourbes 
ara
téristiques, et de 
onnaître la valeur initialede la solution de long de 
es 
ourbes (voir Figure 3.2.1.1).Dans le 
as où f , de 
lasse C∞, n'est pas linéaire en fon
tion de u dans l'équation (3.10), les
oe�
ients dire
teurs des droites 
ara
téristiques sont les f ′(u), et don
 deux droites di�érentesn'ont a priori pas le même 
oe�
ient dire
teur : elles se ren
ontrent en un temps �ni. Tant queles 
ara
téristiques ne se 
roisent pas, il existe une solution 
lassique au problème de Cau
hy.Lorsqu'elles se 
roisent, il y a alors deux solutions pour un même point du plan : on ne peut plus73



3.2. EXISTENCE ET UNICITÉ DES SOLUTIONS AUX ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES : ÉTAT DEL'ART

x+ x− x

t

u=u0(x+)

(t1,X)

u=u0(x−)

Fig. 3.4 � Exemple de 
ourbes 
ara
téristiques : le long des droites la valeur de la solution est
onstante. Il y a 
ho
 de la solution à l'interse
tion des deux droites.parler de solution 
lassique.La notion de solution faible est alors introduite : 
'est une solution au sens des distributions. Ondit que u est solution de (3.10) si pour toute fon
tion test v dérivable, on a :
∫ ∫

(

u
∂v

∂t
+ f(u)

∂v

∂x

)

dxdt+

∫

u0(x)v(x, 0) = 0L'in
onvénient des solutions faibles est qu'elles ne sont pas uniques, il faut don
 séparer les solu-tions physiquement admissibles des artefa
ts mathématiques. La notion d'entropie (ainsi appeléepour son origine thermodynamique) est utilisée pour traduire l'irréversibilité des pro
essus étu-diés et permet de �trier� les solutions.Dans le 
adre général des EDP, il est di�
ile de 
on
lure sur l'existen
e et l'uni
ité des solutions.L'analyse du problème se fait de manière di�érente selon la dimension du système, la fon
tionde �ux, et la présen
e ou non d'un terme sour
e. Dans le 
as s
alaire 
ependant, qui 
orrespondau 
as des équations de la granulosa en bou
le ouverte, il existe un théorème montrant que leproblème de Cau
hy est bien posé au sein de 
haque phase.3.2.2 Cas s
alaire, théorème de KruzkhovLa notion d'entropie (ou des paires �ux-entropie) se rapporte aux 
ouples de fon
tionsrégulières (E, F ) dé�nies sur l'espa
e d'état u ∈ Q, pour lesquelles toute solution 
lassique de
ut + f(u)x satisfait aussi E(u)t + F (u)x = 0. On dira alors que u est solution entropique de(3.10) si pour toute entropie 
onvexe E de �ux F , et pour toute fon
tion test v elle satisfait les74



CHAPITRE 3. ANALYSE DES LOIS DE CONSERVATION : EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTIONinégalités d'entropie :
∫ ∫

Q
(E(u)vt + F (u)vx)dxdt +

∫

R

E(u0(x))v(x, 0)dx ≥ 0Auparavant, une solution faible u était réversible 
ar la fon
tion u1(x, t) = u(−x, s − t) étaitaussi solution faible de l'équation (3.10). Les inégalités entropiques 
hangent de sens quand onpasse de u à u1, 
e qui permet de faire le tri dans les solutions obtenues.Dans le 
as des équations s
alaires, le théorème de Kruzkhov montre que le problème de Cau
hyest bien posé dans la 
lasse des solutions entropiques.Soit l'équation (3.9). Sous les hypothèses suivantes :- la 
ondition initiale u0 est une fon
tion bornée ;- f et g sont régulières ;- la di�éren
e g − divxf est uniformément bornée par rapport à x ;Kruzkhov montre alors qu'il existe une et une seule solution entropique à variations bornées
u ∈ L∞(Q) ∩ C([0, T ];L1

loc(R
d)) à l'équation (3.9) [27℄.Il est possible d'appliquer le théorème de Kruzkhov aux équations de la granulosa, mais unique-ment phase par phase. En e�et, les fon
tions vitesses gf et hf , 
orrespondant à la fon
tion f duthéorème de Kruzkhov, ne sont pas 
ontinues lors des transitions entre phases. Le théorème deRankine-Hugoniot, permettant de prolonger les solutions par 
ontinuité le long de dis
ontinuités(qui dans notre 
as sont les transitions entre 
haque phase), ne peut s'appliquer dans 
e 
as 
arles solutions obtenues par le méthode de Kruzkhov ne sont pas de 
lasse C1, 
ondition né
essairepour appliquer le théorème de Rankine-Hugoniot.La dis
ontinuité des 
oe�
ients de vitesses aux transitions entre 
haque phase est don
 limi-tante pour appliquer le théorème de Kruzkhov sur l'intégralité du domaine.Nous nous intéressons alors aux résultats d'existen
e et d'uni
ité obtenus dans le 
as des lois de
onservation à 
oe�
ients dis
ontinus, et pour 
ela, nous nous plaçons dans le 
adre de O. Bessonet al., [2℄, qui montrent des résultats d'existen
e et d'uni
ité sur des EDP à vitesses dis
ontinueset bornées.3.3 Constru
tion d'une solution pour les équations de la granu-losaDans 
e paragraphe, nous allons 
onstruire une solution aux équations de la granulosa,d'abord en bou
le ouverte, puis en bou
le fermée. L'idée est de résoudre une su

ession de pro-blèmes asso
iés à des domaines élémentaires, puis d'utiliser les résultats d'existen
e de la tra
e dela solution (valeur de la solution sur les frontières du domaine) obtenues dans [2℄ pour prolonger
elle-
i sur l'intégralité du domaine.Besson et Pousin étudient l'existen
e et l'uni
ité de solutions faibles pour des lois de 
onser-75



3.3. CONSTRUCTION D'UNE SOLUTION POUR LES ÉQUATIONS DE LA GRANULOSAvation linéaires de la forme
∂tu+ divx(vu) = fSoit Ω ⊂ R

d, alors (x, t) ∈ Q = Ω×]0, T [. Le ve
teur vitesse v doit véri�er v ∈ L∞(Q)d et
div(v) ∈ L∞(Q) et le terme sour
e f doit véri�er f ∈ L2(Q). Sous 
es hypothèses O. Bessonmontre alors que 
ette équation a une unique solution faible dans L2(Q) et son opérateur detra
e est 
ontinu dans L2(∂Q) où ∂Q représente la frontière du domaine Q.3.3.1 Existen
e et uni
ité en bou
le ouverteDans un premier temps, nous travaillons en bou
le ouverte et supposons que les termes de
ontr�le ne dépendent pas de la solution mais sont des fon
tions données du temps.Il nous est alors possible d'e�e
tuer un 
hangement de variable a�n de nous ramener à l'étuded'une loi de 
onservation dont le se
ond membre ne dépend pas de la solution.On pose φk

f = φ̃k
f exp (l(γ, t)) dé�ni sur Qk = {(a, γ, t) ∈ ]ka2, (k + 1)a2[×]0,∞)×]0, T [ ∀k ∈ N}.Soit ∂Qk la frontière du domaine Qk.Soit l(γ, t) tel que

∂l(γ, t)

∂t
+ hf (γ, t)

∂l(γ, t)

∂γ
= −λ(γ, t) (3.11)

l(0, t) = l(γ, 0) = 0Nous avons hf ∈ L∞(Qk), div(hf ) ∈ L∞(Qk) et λ ∈ L2(Qk). Il existe don
, selon [2℄, une uniquesolution l(γ, t) dans L2(Qk) et sa tra
e est bien dé�nie dans L2(∂Qk). Alors φ̃k
f véri�e

∂φ̃k
f

∂t
+ div(vf φ̃

k
f ) = 0 (3.12)où vf est le ve
teur vitesse : vf =

(

gf (t)

hf (γ, t)

)

.Nous remarquons que gf (t) > 0 pour a = ka2 et hf (γ, t) > 0 pour γ = 0.On note ∂Ωa
k = {(a, γ) | a = ka2}. La frontière entrante pour l'équation(3.12) est ∂Qa

k = ∂Ωa
k ∪

{(a, γ) | γ = 0}×]0, T [. Les 
onditions aux frontières sont φ̃k
f |∂Ωa

k
= Γ−

k (γ, t) et φ̃k
f (a, 0, t) = 0 etla 
ondition initiale est φ̃k

f |Qk
= φf0|Qk

.Comme vf ∈ L∞(Qk)
2 et div(vf ) ∈ L∞(Qk), d'après [2℄, il existe une unique solution φ̃k

f ∈
L2(Qk) et sa tra
e est bien dé�nie dans L2(∂Qa

k+1) à 
ondition que Γ−
k ∈ L2(∂Qa

k) et φf0 ∈
L2(Qk).Finalement, nous pouvons résoudre le problème Pk suivant :























∂φk
f

∂t +
∂gf (t)φk

f

∂a +
∂hf (γ,t)φk

f

∂γ = −λ(γ, t)φk
f

φk
f |∂Qa

k
= Γ−

k (γ, t)

φk
f (a, 0, t) = 0

φk
f (a, γ, 0) = φf0|Ωk

(3.13)
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CHAPITRE 3. ANALYSE DES LOIS DE CONSERVATION : EXISTENCE ET UNICITÉ DE LA SOLUTIONqui permet de 
al
uler φk
f sur Qk et Γ+

k = φk
f |∂Qa

k+1
.Nous pouvons à présent résoudre su

essivement les problèmes Pk, où :pour k = 0, Γ−

k (γ, t) = 0 ∈ L2(Q0) ;pour k > 0, Γ−
k (γ, t) ∈ L2(Qk) dé�ni par :
{

Γ−
k (γ, t) = 2

τgf (g1uf +g2)
Γ+

k−1(γ, t) (γ, t) ∈ [0, γs[×]0, T [

Γ−
k (γ, t) = Γ+

k−1(γ, t) (γ, t) ∈ [γs,∞)×]0, T [
(3.14)Il est simple de voir que φf dé�ni sur l'intégralité du domaine par φf = φk

f sur L2(Qk) ∀k ∈ Nest unique.3.3.2 Existen
e et uni
ité en bou
le ferméeDans le 
as de la bou
le fermée, les termes de 
ontr�le dépendent de l'intégrale de ladensité. Nous sommes dans le 
as d'une équation intégro-di�érentielle.Nous nous ramenons au 
as pré
édent de bou
le ouverte, en 
onsidérant qu'il y a un retard dansla dynamique des termes de 
ontr�le. Nous tenons 
ompte du fait que physiologiquement, laFSH n'arrive pas immédiatement à l'ovaire, mais seulement après une durée τ (
e retard est déjàmodélisé dans la formulation initiale de U , Eq(2.1)). On suppose qu'il y a également un retard τf ,pour que la maturité d'un folli
ule puisse modi�er sa vas
ularisation et don
 sa biodisponibilitélo
ale en FSH. Nous avons alors les dynamiques suivantes pour les termes de 
ontr�le :
U = S(M(φ)(t − τ))

uf = bf (M(φf )(t− τf ))Uave
 τ > τf .Les 
onditions initiales sur les moments sont données sur l'intervalle [−τ, 0[.Ensuite, nous résolvons l'équation sur l'intervalle de temps [0, τf [, 
e qui revient à résoudre uneéquation en bou
le ouverte où les termes de 
ontr�le sont donnés par les 
onditions initiales.En réitérant l'opération sur 
haque intervalle de temps [kτf , (k + 1)τf [ k ∈ N, on résout unesu

ession d'équations en bou
le ouverte. De 
ette manière, on résout l'équation du système enbou
le fermée ave
 retards dans la dynamique des 
ontr�les, pour l'intervalle de temps donné.Il serait intéressant d'étudier l'existen
e du problème en bou
le fermée sans retards, en par-ti
ulier en faisant tendre τf vers zéro, 
e qui serait physiologiquement plus 
orre
t. Ce
i revientà tester la robustesse du système aux retards.Nous avons montré que notre modèle est bien posé, qu'il existe une unique solution au sys-tème que nous étudions et nous avons proposé une méthode pour 
onstruire 
ette solution. Nousnous intéressons à présent aux 
omportements possibles du modèle, et à l'étude de problèmes de
ontr�le.
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Chapitre 4
Comportement asymptotique enréponse à un 
ontr�le 
onstant
Dans 
e 
hapitre, nous utilisons la méthode des 
ara
téristiques et la méthode des parti
ules pourdéduire des propriétés du modèle. Nous nous intéressons en parti
ulier aux a
tions des termesde 
ontr�le sur les traje
toires des 
ourbes 
ara
téristiques et sur le 
omportement asymptotiquede la densité 
ellulaire et du nombre de 
ellules des folli
ules. Dans un premier temps, nousprésenterons la méthode des 
ara
téristiques et la méthode des parti
ules, et reformulerons lemodèle puis simulerons numériquement le système d'équations obtenu à l'aide de 
es méthodes.Nous poursuivrons par l'étude d'un problème simpli�é, dans lequel nous 
onsidérerons la traje
-toire d'une 
ourbe 
ara
téristique, en réponse à un 
ontr�le en bou
le ouverte, en s'intéressantplus parti
ulièrement aux a
tions du 
ontr�le sur le sous-système régissant la position de la
ourbe 
ara
téristique sur le domaine spatial en âge et maturité. Nous généraliserons en�n lesrésultats obtenus à un ensemble de 
ourbes 
ara
téristiques pour 
on
lure sur le 
omportementasymptotique des folli
ules en fon
tion des 
ontr�les 
onstants appliqués.
4.1 Méthode des 
ara
téristiques, méthode des parti
ules4.1.1 Méthode des 
ara
téristiquesLes 
ara
téristiques des EDP sont des 
ourbes paramétrées, le long desquelles la solution del'EDP évolue selon une équation di�érentielle ordinaire. Dans le 
as des équations de la granu-losa, on dé�nit un ensemble de c = 1 . . . n 
ourbes 
ara
téristiques, paramétrées en âge, ac(t), enmaturité, γc(t), et le long desquelles évolue la densité 
ellulaire φfc(t). On peut suivre l'évolutionde 
es quantités par les équations suivantes [15℄ :



CHAPITRE 4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE EN RÉPONSE À UN CONTRÔLE CONSTANT










ȧc = gf (uf )

γ̇c = hf (γc, uf )

˙φfc = −
(

λ(γc, U) +
∂hf

∂γc

)

φfc

(4.1)Etant donnée la stru
ture hybride du système, on a des dynamiques di�érentes pour 
haquephase :En phase 1, ∀k ∈ N

∀(ac, γc) ∈ ]ka2, a1 + ka2[×]0, γs[










ȧc = τgf (bauf + ga)

γ̇c = −τhfγ
2
c + τhf (c1γc + c2)f(uf )

˙φfc = −
(

Ω(γc)
Umax−U

Umax
− 2τhfγc + τhfc1f(uf )

)

φfcEn phase 2, ∀k ∈ N

∀(ac, γc) ∈ ]a1 + ka2, (k + 1)a2[×]0, γs[










ȧc = 1

γ̇c = 0
˙φfc = 0En phase 3, ∀k ∈ N

∀(ac, γc) ∈ ]0,∞)×]γs,∞)










ȧc = 1

γ̇c = −τhfγ
2
c + τhf (c1γc + c2)f(uf )

˙φfc = −
(

Ω(γc)
Umax−U

Umax
− 2τhfγc + τhfc1f(uf )

)

φfcoù
f(uf ) = 1 − exp(−uf/u) (4.2)Les 
onditions de passage entre 
haque phase sont, ∀k ∈ N :- pour Ti tel que ac(Ti) = a1 + ka2 et γ(Ti) ≤ γs :

ac(T
+
i ) = ac(T

−
i )

γc(T
+
i ) = γc(T

−
i )

φfc(T
+
i ) = τgf (g1uf (T−

i ) + g2)φfc(T
−
i ) (4.3)- pour Ti tel que ac(Ti) = ka2 et γ(Ti) ≤ γs :

ac(T
+
i ) = ac(T

−
i )

γc(T
+
i ) = γc(T

−
i )

τgf (g1uf (T+
i ) + g2)φfc(T

+
i ) = 2φfc(T

−
i ) (4.4)79



4.1. MÉTHODE DES CARACTÉRISTIQUES, MÉTHODE DES PARTICULES- pour Ti tel que γc(Ti) = γs :
ac(T

+
i ) = ac(T

−
i )

γc(T
+
i ) = γc(T

−
i )

φfc(T
+
i ) = φfc(T

−
i )A partir des 
onditions initiales et en 
onnaissant les termes de 
ontr�le, il est don
 possible pourtout temps de 
onnaître l'évolution des 
ourbes 
ara
téristiques, ainsi que la valeur de la densité
ellulaire le long de la 
ourbe, soit la solution de l'EDP.La méthode des 
ara
téristiques ne permet 
ependant pas de 
al
uler l'opérateur de maturité (ilfaudrait introduire une surfa
e a�n de 
al
uler le moment (3.6) 
orrespondant à la maturité) etne permet don
 pas de résoudre le problème en bou
le fermée.4.1.2 Méthode des parti
ules4.1.2.1 Prin
ipe de la méthode des parti
ulesLa méthode des parti
ules, pour une équation de transport, opère de la manière suivante[10℄ :D'abord on approxime la 
ondition initiale par une 
ombinaison linéaire de masses de Dira
,ensuite on suit l'évolution des parti
ules et on 
al
ule de manière exa
te la solution parti
ulaire(dans le sens des distributions). En�n, pour des résolutions numériques, on 
her
he à approximerla solution réelle à partir de la solution parti
ulaire, en e�e
tuant un produit de 
onvolutionentre la solution parti
ulaire et une fon
tion ϕǫ(x) telle que ∫ ϕǫ(x) = 1.La pré
ision de l'approximation dépend, entre autres, du 
hoix de la fon
tion de 
onvolution.On 
onsidère une EDP de transport sous forme 
onservative du type :

∂u

∂t
+

d
∑

i=1

∂

∂xi
(aiu) + a0u = 0, x ∈ R

d (4.5)On suppose que
ai ∈ C0(Rd × [0, T ]) 0 ≤ i ≤ d (4.6)
ai ∈ L∞(0, T ;W 1,∞(Rd)) 1 ≤ i ≤ doù Wm,p(Ω) =

{

v ∈ Lp(Ω); ∂αv =
∂|α|v

∂xα1

1 . . . ∂xαn
n

∈ Lp(Ω), ∀α ∈ N
d |α| ≤ m

}

Alors on peut approximer la solution u de l'équation (4.5) par un ensemble �ni de N parti
ules[53℄ :
v(x, t) =

N
∑

p=1

αp(t)δxp(t)80



CHAPITRE 4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE EN RÉPONSE À UN CONTRÔLE CONSTANToù les xp(t) sont les 
oordonnées spatiales des parti
ules dans R
d, et les αp(t) sont les poids desparti
ules.Leur évolution temporelle est donnée par

dxp
i (t)

dt
= ai(x

p(t), t)

dαp(t)

dt
= −a0(x

p(t), t)αp(t)et on initialise les αp(t0) tels que
N
∑

p=1

αp(t0) =

∫

udxDans le 
as d'une équation de transport en 2D, une initialisation possible est de 
hoisir la positiondes N parti
ules (xp, yp) espa
ées de ∆x et ∆y, et de dé
ouper le domaine 
omputationnel enun maillage re
tangulaire uniforme tel que [7℄ :
Dp(0) =

[

xp(0) − ∆x

2
, xp(0) +

∆x

2

]

×
[

yp(0) − ∆y

2
, yp(0) +

∆y

2

]On 
al
ule alors
αp(0) = u0(x

p(0), yp(0))∆x∆yLes domaines Dp véri�ent pour tout temps
D1(t) ⊕ · · · ⊕DN (t) = Xoù X est le domaine 
omputationnel. La taille de 
es domaines est obtenue en résolvant :
d

dt
|Dp(t)| = |Dp(t)|div(a)où a = (a1, . . . , an) [7℄.4.1.2.2 Appli
ation à la granulosaDans le 
as des 
ellules de granulosa, on a l'équation

∂φf

∂t
+
∂gf (uf )φf

∂a
+
∂hf (γ, uf )φf

∂γ
+ λ(γ, U)φf = 0 (4.7)On lui asso
ie un système de N parti
ules positionnées en (ap, γp) ave
 pour poids Mp

0 (qui
orrespond au nombre de 
ellules de granulosa asso
ié à la parti
ule). Pour 
haque parti
ule onest ramené à étudier le système d'ODE










ȧp = gf (uf )

γ̇p = hf (γp, uf )

Ṁp
0 = −λ(γp, U)Mp

0

(4.8)81



4.1. MÉTHODE DES CARACTÉRISTIQUES, MÉTHODE DES PARTICULESD'après [53℄, si les hypothèses (4.6) sont véri�ées, alors
∀ϕ 
ontinue à support 
ompa
te ⊂ R

2 lim
N→∞

N
∑

p=1

αpϕ(xp) →
∫

ϕφfdadγAinsi, sous les hypothèses (4.6), la solution parti
ulaire 
onverge uniformément vers la solution
φf dans l'espa
e M(R2) lorsque N tend vers l'in�ni.Dans le 
as des 
ellules de granulosa, les hypothèses (4.6) ne sont véri�ées qu'au sein de 
haquephase 
ellulaire, dans le 
as d'un 
ontr�le bou
le ouverte 
ontinu en fon
tion du temps.Nous faisons 
ependant la 
onje
ture que la solution parti
ulaire 
onverge vers φf également enbou
le fermée, et quelle que soit la forme du 
ontr�le.Nous sommes don
 amenés à étudier le système parti
ulaire suivant :En phase 1, ∀k ∈ N

∀(ap, γp) ∈ ]ka2, a1 + ka2[×]0, γs[










ȧp = τgf (g1uf + g2)

γ̇p = −τhf (γp)2 + τhf(c1γ
p + c2)f(uf )

Ṁp
0 = −Ω(γp)Umax−U

Umax
Mp

0En phase 2, ∀k ∈ N

∀(ap, γp) ∈ ]a1 + ka2, (k + 1)a2[×]0, γs[










ȧp = 1

γ̇p = 0

Ṁp
0 = 0En phase 3, ∀k ∈ N

∀(ap, γp) ∈ ]0,∞)×]γs,∞)










ȧp = 1

γ̇p = −τhfγ
p2 + τhf (c1γ

p + c2)f(uf )

Ṁp
0 = −Ω(γp)Umax−U

Umax
Mp

0Les 
onditions de passage entre 
haque phase proviennent de la 
onservation du �ux entre laphase 1 et la phase 2 ainsi qu'entre la phase 1 et la phase 3, et du doublement du �ux entre laphase 2 et la phase 1. Elles sont, ∀k ∈ N :- pour Ti tel que ap(Ti) = a1 + ka2 et γp(Ti) ≤ γs :
ap(T+

i ) = ap(T−
i )

γp(T+
i ) = γp(T−

i )

Mp
0 (T+

i ) = Mp
0 (T−

i )82



CHAPITRE 4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE EN RÉPONSE À UN CONTRÔLE CONSTANT- pour Ti tel que ap(Ti) = ka2 et γp(Ti) ≤ γs :
ap(T+

i ) = ap(T−
i )

γp(T+
i ) = γp(T−

i )

Mp
0 (T+

i ) = 2Mp
0 (T−

i )- pour Ti tel que γp(Ti) = γs et ap(Ti) ≥ 0 :
ap(T+

i ) = ap(T−
i )

γp(T+
i ) = γp(T−

i )

Mp
0 (T+

i ) = Mp
0 (T−

i )En suivant l'évolution des moments Mp
0 asso
iés à 
haque parti
ule, nous pouvons obtenir lenombre de 
ellules de granulosa dans un folli
ule
M0 =

N
∑

p=1

Mp
0ainsi que la maturité globale d'un folli
ule

M =
N
∑

p=1

γpMp
0Comme les équations de position des parti
ules en (ap, γp) sont les mêmes équations que pour les
ourbes 
ara
téristiques (ac, γc), la méthode des parti
ules permet d'introduire les moments, Mp

0asso
iés à une parti
ule que nous pouvons également asso
ier à une traje
toire 
ara
téristique :
M0c = Mp

0 . Ainsi, nous pouvons étudier le système :






















ȧc = gf (uf )

γ̇c = hf (γc, uf )

˙φfc = −
(

λ(γc, U) +
∂hf

∂γc

)

φfc

Ṁ0c = −λ(γc, U)M0cet suivre l'évolution, le long d'une 
ara
téristique, de la densité 
ellulaire φfc et du nombre de
ellules asso
ié M0c.Par la suite, nous parlerons de moment M0c asso
ié à une 
ourbe 
ara
téristique.4.1.3 Simulation numérique du système dis
rétiséNous utilisons la méthode des parti
ules pour simuler le pro
essus de séle
tion des folli
ulesovulatoires à partir du système dis
rétisé. Nous pro�tons de la méthode des 
ara
téristiquespour suivre l'évolution de la densité 
ellulaire sur les 
ara
téristiques et 
onnaître la solution del'EDP initiale.La résolution numérique des ODE utilise la routine ODE45 de Matlab basée sur la méthode de83



4.1. MÉTHODE DES CARACTÉRISTIQUES, MÉTHODE DES PARTICULESParamètres Valeur nominale
U Umax 0.15

Umin 0.075

c 1

m 5

bf b1 0.054

b2 3

b3 3

gf τgf 1
g1 3.33
g2 0.5

hf τhf 0.7
c1 0.5946
c2 0.1144
u 0.02

Ω K 6
γ 0.02seuils a1 1en âge a2 2seuil de maturité γs 0.3seuils Ms 4.5d'ovulation Ms1 2Tab. 4.1 � Valeurs des paramètresRunge-Kutta. Comme pour les lois de 
onservation, la résolution se fait de manière expli
ite, le
al
ul de la solution à l'instant tk se fait à l'aide des moments de l'instant tk−1.Les valeurs nominales (
ommunes à toutes les simulations sauf mention 
ontraire) des paramètresutilisés se trouvent dans la Table 4.1. Nous avons simulé le pro
essus de séle
tion entre deuxfolli
ules, où 
ha
un est représenté par un ensemble de quatre parti
ules, qui ont les mêmes
onditions initiales, mais des sensibilités di�érentes au 
ontr�le (voir la Table 4.2). La Figure 4.1montre les résultats numériques. Dans 
e 
as, le folli
ule 1, le plus sensible au 
ontr�le, pro�tede l'environnement hormonal et ovule, tandis que le folli
ule 2 subit l'atrésie.Paramètres des vitesses Conditions initiales

τhf τgf ac γc φfc M0cfolli
ule 1 0.7 1 0.1 0.1 160 0.25folli
ule 2 0.55 0.786 0.1 0.2 160 0.250.6 0.1 160 0.250.6 0.2 160 0.25Tab. 4.2 � Conditions initiales et paramètres spé
i�ques des vitesses pour 
haque folli
ule84
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Fig. 4.1 � Pro
essus de séle
tion entre deux folli
ules. Les lignes bleues 
orrespondent au folli
ule1 et les vertes au folli
ule 2. On remarque en parti
ulier le panel �
ell number� représentantl'évolution du nombre de 
ellules dans 
haque folli
ule. Le folli
ule 1 ovule : ses 
ellules atteignentun nombre 
onstant en attendant l'ovulation et sa maturité dépasse le seuil d'ovulation Ms1,tandis que le folli
ule 2 subit l'atrésie : le nombre de ses 
ellules diminue et sa maturité n'atteintpas le seuil d'ovulation.
Nous retrouvons des résultats 
omparables à 
eux obtenus par simulation des lois de 
onserva-tion (voir Figure 2.8). Nous pouvons également retomber sur les di�érents 
as physiologiques etpathologiques pré
édemment obtenus, en variant les sensibilités hypophysaires au rétro-
ontr�leovarien. La Figure 4.2 montre les e�ets d'une 
hute prématurée de FSH dans le 
as d'une hypo-physe très sensible au rétro-
ontr�le, 
e qui, dans 
e 
as, provoque l'atrésie des deux folli
ules.La Figure 4.3 montre les e�ets d'une 
hute tardive de FSH dans le 
as d'une hypophyse peusensible au rétro-
ontr�le, 
e qui permet aux deux folli
ules d'ovuler.La simulation numérique du système d'ODE pour quatre parti
ules reproduit bien le 
omporte-ment du modèle (traje
toires d'ovulation ou d'atrésie), obtenu pré
édemment ave
 la simulationdes lois de 
onservation. Cependant, l'approximation de la répartition des 
ellules de granulosapar quatre parti
ules est très grossière. L'évolution des moments (nombre de 
ellules et maturitéglobale des folli
ules) est irrégulière, à 
ause du syn
hronisme des 
ellules, 
on
entrées en quatreparti
ules, et qui subissent la mitose en même temps. Pour retrouver ave
 pré
ision la dynamiqueobtenue ave
 les lois de 
onservation, il est né
essaire d'approximer la répartition des 
ellules degranulosa par un grand nombre de parti
ules.L'étude de la traje
toire d'une parti
ule le long des équations 
ara
téristiques reste intéressante
ar elle permet de tirer 
ertaines propriétés du modèle, en 
e qui 
on
erne son 
ontr�le ainsi queson 
omportement asymptotique. 85
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Fig. 4.2 � Chute prématurée de FSH. Lesdeux folli
ules subissent l'atrésie
0 10 20

0

10

20
age

0 10 20
0

0.5

1
maturity

0 10 20
0

2

4

6
x 10

5 cell density

0 10 20
0

5

10
cell number

0 10 20
0

5

10

15
global maturity

0 10 20
0

2

4

6
local maturity

0 10 20
0.05

0.1

0.15

0.2
global control

0 10 20
0

0.1

0.2
local control

Fig. 4.3 � Chute tardive de FSH. Les deuxfolli
ules ovulent.4.2 A
tions du 
ontr�le sur la traje
toire d'une parti
uleLes traje
toires des 
ara
téristiques sont de la forme :
ȧc = gf (uf ) (4.9)
γ̇c = hf (γc, uf ) (4.10)
˙φfc = −

(

λ(γc, U) +
∂hf (γc, uf )

∂γc

) (4.11)Il est intéressant de noter que seul le 
ontr�le lo
al uf agit sur les variables d'âge et de maturité.Les deux termes de 
ontr�le uf et U agissent sur la valeur de φfc, mais seul le 
ontr�le global Urégit l'intensité des pertes.L'un des résultats prin
ipaux qu'a soulevé le modèle de séle
tion des folli
ules ovulatoires estla notion de zone de vulnérabilité. Il s'agit de la zone dans laquelle les 
ellules de granulosasont vulnérables à l'apoptose. Le 
on�nement des 
ellules d'un folli
ule dans 
ette zone explique,dans notre modèle, l'atrésie du folli
ule. Inversement, la traversée rapide de 
ette zone épargneau folli
ule ovulatoire une apoptose massive.Nous pouvons porter notre attention sur le sous-système (Σ1), 
omposé des équations (4.9-4.10),qui dé
rit la position des 
ara
téristiques sur le domaine spatial pour étudier quels termes de
ontr�le mènent les 
ara
téristiques dans la zone de vulnérabilité.4.2.1 A

essibilité du sous-systèmeUn système est dit a

essible si 
haque état peut être atteint par tout état initial. Nous étudionsl'a

essibilité du sous-système (Σ1). Pour 
ela, nous 
al
ulons la dimension de l'algèbre de Liequi lui est asso
iée. Si 
elle-
i est de 2 (dimension de l'état), alors d'après le théorème de Chow-Rashevskii [24℄, le système est a

essible.On a un système de la forme
ẋ = vf (x, u)86



CHAPITRE 4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE EN RÉPONSE À UN CONTRÔLE CONSTANTave
 x = (ac, γc)
T et vf = (gf (uf ), hf (γc, uf ))T . On 
her
he la dimension de l'algèbre de Lie

{vf , [vf (x, u), vf (x, v)]}, où u et v sont des termes de 
ontr�le �xés ave
 u 6= v et :
[vf (x, u), vf (x, v)] =

dvf (x, v)

dx
vf (x, u) − dvf (x, u)

dx
vf (x, v)La fon
tion vf doit être 
ontinue pour être dans les 
onditions du théorème de Chow-Rashevskii.Nous étudions don
 l'a

essibilité du sous-système au sein de 
haque phase.Dans la phase 1, ∀(a, γ) ∈]ka2, ka2 + a1[×]0, γs[ ∀k ∈ N on a :

dvf (x, u)

dx
vf (x, v) =

(

0 0

0
∂hf (γc,u)

∂γc

)(

gf (v)

hf (γc, v)

)

=

(

0
∂hf (γc,u)

∂γc
hf (γc, v)

)

dvf (x, v)

dx
vf (x, u) =

(

0
∂hf (γc,v)

∂γc
hf (γc, u)

)d'où dvf (x, v)

dx
vf (x, u) − dvf (x, u)

dx
vf (x, v) =

(

0
∂hf (γc,v)

∂γc
hf (γc, u) − ∂hf (γc,u)

∂γc
hf (γc, v)

)Ave
 hf (γc, u) = −τhfγ
2
c + τhf (c1γc + c2)f(u)et ∂hf (γc, u)

∂γc
= −2τhfγc + τhfc1f(u)on a [vf (x, u), vf (x, v)] =

(

0

2τ2
hfγc(c1γc + c2)[f(v) − f(u)] + τ2

hfγ
2
c c1[f(u) − f(v)]

)

=

(

0

(τ2
hfγ

2
c c1 + 2τ2

hfγcc2)[f(v) − f(u)]

)Comme f est la fon
tion bije
tive dé�nie en (4.2), 
e dernier ve
teur n'est jamais nul pour u 6= v,sauf pour γc = 0.Ainsi, dans la phase 1 on a :
{vf , [vf (x, u), vf (x, v)]} =

{(

gf (u) 6= 0

hf (γc, u)

)

,

(

0

(τ2
hfγ

2
c c1 + 2τ2

hfγcc2)[f(v) − f(u)]

)}Alors ∀(a, γc 6= 0) la dimension de 
ette algèbre est 2.Dans la phase 2, ∀(a, γ) ∈]ka2 + a1, (k + 1)a2[×]0, γs[ ∀k ∈ N on a :
{vf , [vf (x, u), vf (x, v)]} =

(

1

0

)La dimension de 
ette algèbre est 1.Dans la phase 3 ∀(a, γ) ∈]0,∞[×]γs,∞[ on a
{vf , [vf (x, u), vf (x, v)]} =

{(

1

hf (γc, u)

)

,

(

0

(τ2
hfγ

2
c c1 + 2τ2

hfγcc2)[f(v) − f(u)]

)}
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4.2. ACTIONS DU CONTRÔLE SUR LA TRAJECTOIRE D'UNE PARTICULEAlors ∀(ac, γc 6= 0) la dimension de 
ette algèbre est 2.Nous voyons qu'en phase 2 l'algèbre de Lie n'est pas de dimension 2, 
e qui est attendu 
ar
ette phase n'est pas 
ontr�lée. Elle introduit un retard dans la dynamique des 
ellules de gra-nulosa. En revan
he, dans les phases 1 et 3, l'algèbre de Lie est de dimension 2. Il est don
possible, à partir de tout point à l'intérieur d'une de 
es phases, d'atteindre tout autre pointdans 
es phases. Cependant, 
ette propriété d'a

essibilité ne tient pas 
ompte de l'irréversibilitédu temps, et 
ertains points ne sont atteignables qu'ave
 des temps négatifs (des traje
toires qui"rajeunissent") 
e qui est physiquement impossible.Le retard introduit par la phase 2 dans la dynamique du système implique que le temps né
es-saire pour atteindre une zone du domaine ne peut être totalement 
ontr�lé mais il est évaluable,puisque nous 
onnaissons la valeur du retard.La propriété d'a

essibilité est obtenue individuellement sur les domaines ouverts de 
haquephase. Pour obtenir la propriété d'a

essibilité sur l'intégralité du domaine, il faut montrer queles 
ouples (a, γ) qui se situent sur la frontière de 
ha
une des phases ont une traje
toire qui lesfait entrer dans le domaine. Ce
i est immédiat pour la frontière en ac = a1 entre les phases 1et 2 
omme la vitesse gf est stri
tement positive, la variable a atteint obligatoirement les seuilsd'âge de 
hangement de phase. Entre la phase 1 et 3, il su�t d'appliquer un 
ontr�le uf tel que
hf (γs, uf ) 6= 0 et le 
ouple (a, γ) entre dans le domaine d'une des phases. Le système est don
a

essible sur l'intégralité du domaine.Il est alors possible de 
ontr�ler les 
ara
téristiques a�n de mener une parti
ule dans la zonede vulnérabilité à l'apoptose, ou bien au 
ontraire lui permettre d'en ré
happer. Le paragraphesuivant dis
ute de la valeur de la maturité atteinte en fon
tion des termes de 
ontr�le appliqués.
4.2.2 Maturité asymptotique en fon
tion du 
ontr�leLa zone de vulnérabilité à l'apoptose est délimitée par un intervalle en maturité, [γ1, γ2] 
ommeon peut le voir sur la Figure 4.4. La valeur de la maturité d'une 
ara
téristique en réponse àun 
ontr�le détermine sa position, dans ou en dehors de la zone de vulnérabilité. Nous pouvonsétudier la valeur asymptotique de la variable de maturité, en réponse à une valeur de 
ontr�le.Dans la phase 2, la maturité reste 
onstante.Dans les phases 1 et 3, on a la fon
tion :

γ̇c = −τhfγ
2
c + τhf (c1γc + c2)f(uf ) (4.12)88



CHAPITRE 4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE EN RÉPONSE À UN CONTRÔLE CONSTANT
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ufsFig. 4.4 � Zone de vulnérabilité a l'apoptose. Correspondan
e entre le domaine spatial et le
ontr�le de la maturité asymptotiqueLa variable γc est à l'équilibre pour
dγc

dt
= 0

⇐⇒ −γ2
c + (c1γc + c2)f(uf ) = 0

⇐⇒ −γ2
c + c1f(uf )γc + c2f(uf ) = 0Soit ∆ = [c1f(uf )]2 + 4c2f(uf ) ≥ 0.Il y a deux ra
ines :

γr(uf ) =
c1f(uf ) +

√
∆

2
> 0 γr2(uf ) =

c1f(uf ) −
√

∆

2
< 0On ne s'intéresse qu'aux valeurs positives don
 à γr.Le linéarisé en γr de dγc

dt vaut :
−2τhfγr + τhfc1f(uf ) = −τhf

√
∆ ≤ 0Le point d'équilibre en γr est don
 un point d'équilibre asymptotiquement stable [21℄. Ainsi,pour une valeur donnée du 
ontr�le uf , γc tend vers son état d'équilibre γr(uf ).La Figure 4.4 à droite représente la valeur de γr en fon
tion de uf . Les valeurs des 
ontr�les uf1et uf2 
orrespondant aux bornes de la zone de vulnérabilité γ1 et γ2 ainsi que ufs 
orrespondantà γs sont également représentées, ave


f(ufi) =
γ2

i

c1γi + c2
don
 ufi = −u ln(1 − f(ufi))On montre également qu'il existe une valeur maximale de maturité asymptotique. En e�et,pour tout uf positif, f(uf ) = 1 − exp
(

−uf

u

) est une fon
tion 
roissante bornée de uf , et
limuf→+∞ f(uf ) = 1 don
 la valeur asymptotique maximale de γc est :

γrmax =
c1 +

√

c21 + 4c2
289



4.3. COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES POUR UN CONTRÔLE CONSTANT4.3 Comportements asymptotiques pour un 
ontr�le 
onstantEn appliquant un 
ontr�le 
onstant, nous pouvons suivre exa
tement la traje
toire de la 
ourbe
ara
téristique et 
onnaître la valeur de la maturité asymptotique atteinte, en fon
tion de lavaleur du 
ontr�le. Nous pouvons alors déduire le 
omportement asymptotique de la parti
ule
onsidérée. Nous nous intéressons parti
ulièrement au 
omportement asymptotique de la den-sité 
ellulaire, qui est la solution des lois de 
onservation du modèle, ainsi qu'au 
omportementasymptotique du nombre de 
ellules, qui est une donnée observable sur le plan physiologique.Dans le 
as où l'ovulation est dé
len
hée, les équations du modèles sont valides pendant un temps�ni. L'étude du 
omportement asymptotique (don
 du 
omportement du système pour un tempsin�ni) est 
ependant intéressante, 
ar le 
omportement transitoire du système peut être rapide(selon la valeur de la 
onstante de temps τhf) et le système peut être pro
he de son 
omportementasymptotique avant le dé
len
hement de l'ovulation.Le modèle donne lieu à plusieurs 
omportements possibles, selon la position asymptotique des
ara
téristiques sur le domaine. On peut 
onstater selon les 
as, des situations de 
onvergen
e,de divergen
e ou bien des os
illations pour la densité 
ellulaire ou le nombre de 
ellules.Nous illustrons 
es di�érentes situations en étudiant la traje
toire d'une parti
ule, en réponse àdes 
ontr�les U et uf donnés et 
onstants. Les 
ara
téristiques d'un même folli
ule sont toutessoumises au même 
ontr�le uf et ont toutes le même 
omportement asymptotique, il est don
possible de généraliser les résultats obtenus pour une parti
ule à toutes les parti
ules d'un folli-
ule.On étudie le 
omportement asymptotique d'une parti
ule en fon
tion de la position de sa maturitéasymptotique sur le domaine spatial. On peut distinguer quatre zones du domaine représentées
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

ZONE DE VULNERABILITE

ZONE 1

ZONE 2

ZONE 3

ZONE 4Fig. 4.5 � Di�érentes zones de maturité asymptotique.sur la Figure 4.5 et qui 
orrespondent aux quatre situations suivantes :� Soit uf ≥ uf2. On se trouve dans la zone 1 du domaine.Dans 
e 
as, ∃T / γc(T ) ≥ γ2 et pour t ≥ T , Ω(γc) = 0 don
 λ = 0.90



CHAPITRE 4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE EN RÉPONSE À UN CONTRÔLE CONSTANTOn a don
 (voir Eqs. (4.1,4.8)) :
∀t ≥ T, φfc(t) = φfc(T ) exp

(

−
∫ t

T

∂hf

∂γc
ds

) et M0c(t) = M0c(T )Comme ∂hf

∂γc
= −2τhfγc + τhfc1f(uf ), est une fon
tion dé
roissante de γc, on montre
i-après qu'il existe T1 tel que ∀t ≥ T1

∂hf

∂γc
< 0.En e�et,

∀γc
∂hf

∂γc
= 0 pour γnul =

c1f(uf )

2
≤ c1f(uf ) +

√
∆

2
= γr

=⇒ ∃T1 > T | γc(T1) > γnul

=⇒ ∀t > T1
∂hf

∂γc
(t) < 0 (4.13)Alors

∀t ≥ T1 φfc(t) = φfc(T1) exp

(

−
∫ t

T1

∂hf

∂γc
ds

)et don

lim

t→+∞
φfc(t) = +∞ et lim

t→+∞
M0c(t) = M0c(T )Cet exemple est illustré sur la Figure 4.6. Sur 
ette traje
toire parti
ulaire, on 
onstateque la densité 
ellulaire diverge (elle se 
on
entre pon
tuellement en γr), tandis que lenombre de 
ellules de granulosa atteint un état d'équilibre. La valeur �nale du nombrede 
ellules dépend des pertes subies lors de la traversée de la zone de vulnérabilité, etdon
 du 
ontr�le U .

0 10 20 30 40
0

10

20

30

40
age

0 10 20 30 40
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
maturity

0 10 20 30 40
0

1

2

3

4
x 10

8 cell density

0 10 20 30 40
0

1

2

3

4
cell number

U=0.145
uf=0.012

Fig. 4.6 � uf ≥ uf2 don
 γr ≥ γ2. Le nombre de 
ellules de granulosa atteint un état d'équilibre,tandis que la densité 
ellulaire diverge.� Soit ufs ≤ uf ≤ uf2. On se trouve sur la zone 2 du domaine.Dans 
e 
as, les 
ellules sont sorties du 
y
le 
ellulaire, mais le 
ontr�le uf les maintientdans la zone de vulnérabilité. Dans le 
as où le terme de perte λ est positif (il su�t que
U < Umax), le nombre de 
ellules de granulosa diminue jusqu'à s'annuler :

∀U < Umax, λ > 0 =⇒ lim
t→+∞

M0c(t) = 091



4.3. COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES POUR UN CONTRÔLE CONSTANTQuant à la densité 
ellulaire φfc, elle véri�e
∀t ≥ T, φfc(t) = φfc(T ) exp

(

−
∫ t

T
λ(γc, U) +

∂hf

∂γc
ds

)pour T tel que γc(T ) ≥ γs.Pour une valeur de 
ontr�le uf donnée et en fon
tion des valeurs des paramètres utilisés,nous distinguons trois situations di�érentes selon la valeur de U :- soit
lim

t→+∞
λ(γc, U) +

∂hf

∂γc
< 0 ⇐⇒ Ω(γr)

Umax − U

Umax
− 2τhfγr + τhfc1f(uf ) < 0

⇐⇒ Umax
Ω(γr) − 2τhfγr + τhfc1f(uf )

Ω(γr)
< Udans 
e 
as

lim
t→+∞

φfc(t) = +∞ et lim
t→+∞

M0c(t) = 0;- soit
U < Umax

Ω(γr) − 2τhfγr + τhfc1f(uf )

Ω(γr)dans 
e 
as limt→+∞ λ(γc, U) +
∂hf

∂γc
> 0 et

lim
t→+∞

φfc(t) = 0 et lim
t→+∞

M0c(t) = 0;- soit
U = Umax

Ω(γr) − 2τhfγr + τhfc1f(uf )

Ω(γr)dans 
e 
as limt→+∞ λ(γc, U) +
∂hf

∂γc
= 0 et

lim
t→+∞

φfc(t) = constante et lim
t→+∞

M0c(t) = 0.Ces trois situations sont illustrées sur la Figure 4.7.� Soit uf1 ≤ uf ≤ ufs. On se trouve sur la zone 3 du domaine.Dans 
e 
as, les 
ellules sont à la fois dans le 
y
le 
ellulaire et dans la zone de vulnéra-bilité.On a les évolutions ré
urrentes suivantes :soit T | γc(T ) = γ1.soit Tk | ac(Tk) = ka2 ∀k ∈ N 92
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Fig. 4.7 � ufs ≤ uf ≤ uf2 don
 γs ≤ γr ≤ γ2. Situations de divergen
e, de 
onvergen
e et destabilité de la densité 
ellulaire pour un nombre de 
ellules de granulosa qui tend vers zéro.alors on a
∀Tk > T






φfc(T
+
k ) = 2

gf (uf )φfc(Tk)

φfc(Tk+1) = φfc(T
+
k ) exp

(

−
∫ Tk+1

T+

k

λ+
∂hf

∂γc
ds

)







M0c(T
+
k ) = 2M0c(Tk)

M0c(Tk+1) = M0c(T
+
k ) exp

(

−
∫ Tk+1

T+

k

λds

)

⇐⇒















φfc(Tk+1) = φfc(Tk)
2

gf (uf ) exp

(

−
∫ Tk+1

T+

k

λ+
∂hf

∂γc
ds

)

M0c(Tk+1) = 2M0c(Tk) exp

(

−
∫ Tk+1

T+

k

λds

)Le 
omportement asymptotique de M0c dépend de l'équilibre entre les pertes subiesdans la zone de vulnérabilité (exp

(

−
∫ Tk+1

T+

k

λds

)), et les gains dûs à la mitose (2). Le
omportement asymptotique de φfc dépend lui de l'équilibre entre la somme des pertessubies dans la zone de vulnérabilité et la 
on
entration du support en γr d'un 
�té(exp

(

−
∫ Tk+1

T+

k

λ+
∂hf

∂γc
ds

)), et le gain subi au passage de la mitose de l'autre ( 2
gf (uf )).Pour un 
ontr�le lo
al uf �xé, en fon
tion de la valeur du 
ontr�le U , et de la valeur desparamètres du modèle on peut alors avoir les 
omportements asymptotiques suivants :Soit

exp

(

∫ Tk+1

T+

k

λ+
∂hf

∂γc
ds

)

>
2

gf
et exp

(

∫ Tk+1

T+

k

λds

)

> 2alors
lim

t→+∞
φfc(t) = 0 et lim

t→+∞
M0c(t) = 0Dans 
e 
as, la somme des pertes et du terme de 
on
entration ∂hf

∂γc
l'emporte sur lepassage de la mitose pour la densité 
ellulaire et les pertes l'emportent sur la mitosepour le nombre de 
ellules de granulosa.93



4.3. COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES POUR UN CONTRÔLE CONSTANTSoit
exp

(

∫ Tk+1

T+

k

λ+
∂hf

∂γc
ds

)

<
2

gf
et exp

(

∫ Tk+1

T+

k

λds

)

< 2alors
lim

t→+∞
φfc(t) = +∞ et lim

t→+∞
M0c(t) = +∞La mitose l'emporte sur la somme des pertes et de la 
on
entration du support pour ladensité 
ellulaire et sur les pertes pour le nombre de 
ellules de granulosa.Soit

exp

(

∫ Tk+1

T+

k

λ+
∂hf

∂γc
ds

)

<
2

gf
et exp

(

∫ Tk+1

T+

k

λds

)

> 2alors
lim

t→+∞
φfc(t) = +∞ et lim

t→+∞
M0c(t) = 0On retrouve le 
as où malgré les pertes qui font tendre le nombre de 
ellules de granu-losa vers zéro, la densité 
ellulaire diverge, à 
ause de la 
on
entration du support quil'emporte sur λ dans l'eq.(4.11).Soit

exp

(

∫ Tk+1

T+

k

λ+
∂hf

∂γc
ds

)

<
2

gf
et exp

(

∫ Tk+1

T+

k

λds

)

= 2 (4.14)alors limt→+∞ φfc(t) = +∞ et M0c(t) os
ille.Dans 
e 
as, les pertes sont exa
tement 
ompensées par la mitose, le nombre de 
ellulesde granulosa os
ille entre sa valeur maximale après mitose, et sa valeur minimale à la�n de la phase 1, après avoir subi les pertes.Soit
exp

(

∫ Tk+1

T+

k

λ+
∂hf

∂γc
ds

)

=
2

gf
et exp

(

∫ Tk+1

T+

k

λds

)

> 2 (4.15)alors φfc(t) os
ille et limt→+∞M0c(t) = 0.Dans 
e 
as, le terme λ+
∂hf

∂γc
est 
ompensé par la mitose, et la densité 
ellulaire os
illeentre sa valeur après mitose, et sa valeur à la �n de la phase 1.Ces di�érentes situations sont représentées sur la Figure 4.8. Toutes les 
ombinaisons de
omportements ne sont pas possibles. Ainsi, les 
as suivants n'existent pas :

lim
t→+∞

φfc(t) = 0 et M0c(t) os
ille (4.16)
φfc(t) os
ille et lim

t→+∞
M0c(t) = +∞ (4.17)

lim
t→+∞

φfc(t) = 0 et lim
t→+∞

M0c(t) = +∞ (4.18)94



CHAPITRE 4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE EN RÉPONSE À UN CONTRÔLE CONSTANT
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Fig. 4.8 � uf1 ≤ uf ≤ ufs don
 γ1 ≤ γr ≤ γs. Situations de 
onvergen
e, divergen
e et os
illationsde la densité 
ellulaire et du nombre de 
ellules de granulosa.En e�et, dans le 
as (4.16) :soit l = Tk+1 − Tk = constante (
ar uf est 
onstant).alors
lim

t→+∞
M0c(t) = oscillations ⇐⇒ exp

(

∫ Tk+1

T+

k

λds

)

= 2

⇐⇒ Ω(γr)l
Umax − U

Umax
= ln(2)Cette dernière relation détermine la seule valeur de U permettant un 
omportementasymptotique os
illatoire de M0c. Nous avons déjà exhibé le seul 
as (
as (4.14)) per-mettant 
e 
omportement don
 
ette valeur de U permet uniquement le 
omportementasymptotique limt→+∞ φfc(t) = +∞.De la même manière, on montre que le 
as (4.17) n'est pas possible et la seule situationpermettant d'obtenir des os
illations ave
 φfc est le 
as (4.15).Quant au 
as (4.18), si

lim
t→+∞

φfc(t) = 0

=⇒ exp

(

∫ Tk+1

T+

k

λ+
∂hf

∂γc
ds

)

>
2

gf

=⇒ λ+
∂hf (γr, uf )

∂γc
>

1

l
ln

2

gf
> 0Sa
hant que ∃T | ∀Tk ≥ T

∂hf

∂γc
≤ 0 (voir Eq.(4.13))

=⇒ λ ≥ 0 ∀Tk ≥ Tdon
 on a obligatoirement lim
t→+∞

M0c(t) = 095



4.4. ETUDE DES TRAJECTOIRES FOLLICULAIRES EN RÉPONSE À UN CONTRÔLE CONSTANT� Soit uf ≤ uf1. On se trouve sur la zone 4 du domaine.Les 
ellules restent alors dans le 
y
le 
ellulaire, mais en dehors de la zone de vulnéra-bilité. Il n'y a au
une perte, et la mitose fait diverger le nombre de 
ellules et la densité
ellulaire à la �n de 
haque 
y
le 
ellulaire. On a don
 :
lim

t→+∞
φfc(t) = +∞ lim

t→+∞
M0(t)(φfc) = +∞,
omme on peut le voir sur la Figure 4.9.
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Fig. 4.9 � uf ≤ uf1 don
 γr ≤ γ1. Situation de divergen
e de la densité 
ellulaire et du nombrede 
ellules de granulosa.
4.4 Etude des traje
toires folli
ulaires en réponse à un 
ontr�le
onstantDans le 
adre de l'étude asymptotique menée 
i-dessus, les résultats obtenus pour une par-ti
ule le long d'une 
ara
téristique sont généralisables à un ensemble de parti
ules représentantun folli
ule. En e�et, les mêmes termes de 
ontr�le uf et U sont appliqués à l'ensemble des 
ellulesde granulosa d'un folli
ule, qui pour une même valeur de 
ontr�le uf , atteignent asymptotique-ment la même zone du domaine. Il est don
 possible de prédire les traje
toires folli
ulaires enfon
tion de la 
ombinaison des 
ontr�les U et uf , en étudiant l'évolution du nombre de 
ellulesdu folli
ule (somme des moments M0c asso
iés à 
haque 
ara
téristique).4.4.1 Cara
térisation de l'ovulation d'un folli
ulePhysiologiquement, nous savons qu'un folli
ule ovule lorsque ses 
ellules de granulosa sonten nombre su�sant, et que la plupart d'entre elles sont di�éren
iées, et ont a
quis des ré
epteursà LH. Le folli
ule est alors prêt à ovuler ave
 un nombre de 
ellules globalement 
onstant. Pour96



CHAPITRE 4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE EN RÉPONSE À UN CONTRÔLE CONSTANTdé
rire 
e phénomène et permettre de 
ara
tériser l'ovulation d'un folli
ule, nous proposonsplusieurs formulations :� Un folli
ule ovule si
M1(φf )(T ) =

∫ ∞

0

∫ ∞

0
γφf (a, γ, t)dadγ ≥Ms1Cette é
riture 
ompte la 
ontribution de toutes les 
ellules pour 
ara
tériser la maturitédu folli
ule. Elle ne permet 
ependant pas d'éliminer le 
as des folli
ules qui auraientbeau
oup de 
ellules très peu matures et dont la maturité M1(φf ) dépasserait le seuilalors que les 
ellules n'auraient pas a
quis de ré
epteurs à LH.� Un folli
ule ovule si

M2(φf )(T ) =

∫ ∞

γLH

∫ ∞

0
γφf (a, γ, t)dadγ ≥Ms2En introduisant une borne γLH et un autre seuil Ms2, nous pourrions 
ara
tériser unfolli
ule ovulatoire par la quantité de 
ellules ayant a
quis des ré
epteurs à LH (
ellulesdont la maturité a dépassé la borne γLH). Cependant, 
ela impose de déterminer un seuilen maturité à partir duquel les 
ellules a
quièrent obligatoirement des ré
epteurs à LH,seuil qui est di�
ile à positionner physiologiquement. Cela impose également de ne tenir
ompte dans l'ovulation d'un folli
ule que de la 
ontribution des 
ellules qui ont a
quisdes ré
epteurs à LH. Cette expression est 
elle que nous avons utilisée jusqu'à présent.� Au lieu de poser le 
ritère d'ovulation sur la maturité, nous pouvons l'appliquer dire
-tement au nombre de 
ellules :

∫ ∞

0

∫ ∞

0
φf (a, γ, t)dadγ ≥Ms3 et ∫∞

0

∫∞
0 γφf (a, γ, t)dadγ

∫∞
0

∫∞
0 φf (a, γ, t)dadγ

> γseuilNous é
rivons que le nombre de 
ellules de granulosa doit atteindre un seuilMs3 sa
hantque la maturité moyenne du folli
ule doit elle même dépasser un seuil. Cela permet detenir 
ompte de la 
ontribution de toutes les 
ellules mais impose d'introduire plusieursseuils, dont nous ne 
onnaissons pas la valeur.Cette dernière formulation est utilisée dans le 
as présent, où nous pouvons 
al
uler le nombreasymptotique de 
ellules de granulosa pour un folli
ule, mais aussi 
onnaître la zone de maturitéasymptotique atteinte par les 
ellules.4.4.2 Traje
toires ovulatoires, atrétiques et pathologiquesNous nous intéressons à la traje
toire asymptotique d'un folli
ule dans le 
as d'un 
ontr�leen bou
le ouverte.Dans le 
as d'un 
ontr�le lo
al uf > uf2 on a limt→∞M0c(t) = constante ∀c don

limt→∞

∑

cM0c(t) = N = constante. La valeur de 
ette 
onstante est déterminée par la valeurdu 
ontr�le U , qui agit sur le taux de pertes subies par les 
elllules lors de la traversée de la zonede vulnérabilité. La zone de maturité asymptotique atteinte est la zone de 
ellules di�éren
iées.97



4.4. ETUDE DES TRAJECTOIRES FOLLICULAIRES EN RÉPONSE À UN CONTRÔLE CONSTANTEn fon
tion de la valeur de la 
onstante N , nous pouvons obtenir soit une situation d'ovulation,soit une situation où le folli
ule est bloqué (la limite du nombre de 
ellules n'est pas nulle, maispas su�samment grande pour que le folli
ule ovule) soit une situation d'atrésie, si les pertes lorsde la traversée de la zone de vulnérabilité ont été très élevées.Dans le 
as d'un 
ontr�le lo
al ufs ≤ uf ≤ uf2, quelle que soit la valeur du 
ontr�le U < Umax,le folli
ule subit obligatoirement l'atrésie : limt→+∞M0c = 0 ∀c =⇒ limt→∞
∑

cM0c(t) = 0. Enfon
tion de la valeur de U et de la position dans la zone de vulnérabilité (liée à la fon
tion Ω(γr)),
ette limite est atteinte plus ou moins rapidement.Dans le 
as d'un 
ontr�le lo
al uf1 ≤ uf ≤ ufs :Soit limt→+∞M0c = 0 ∀c =⇒ limt→∞
∑

cM0c(t) = 0 dans 
e 
as, le folli
ule subit l'atrésie.Soit limt→+∞M0c = ∞ ∀c =⇒ limt→∞
∑

cM0c(t) = ∞. Cette situation est de type pathologique
omme on peut en trouver dans les tumeurs 
an
éreuses, où les 
ellules ne 
essent de proliférer.Soit limt→+∞M0c = oscillations ∀c. Le 
omportement asymptotique du nombre de 
ellules estos
illatoire. En fon
tion des valeurs entre lesquelles os
ille 
e nombre, on peut obtenir une tra-je
toire ovulatoire ou bien pathologique.Dans le 
as d'un 
ontr�le lo
al uf ≤ uf1, le nombre de 
ellules de granulosa diverge et 
ettesituation est pathologique.Au regard de 
es résultats, il est possible de 
ontr�ler une traje
toire folli
ulaire qui aboutità l'atrésie. Il su�t pour 
ela que toutes les parti
ules se trouvent dans la zone de vulnérabilité,en dehors du 
y
le 
ellulaire, ave
 des pertes su�samment élevées. Une loi de 
ommande enbou
le ouverte pour l'atrésie pourrait être ufs ≤ uf ≤ uf2 et U = Umin 
omme on peut le voirsur la Figure 4.10, qui représente l'atrésie d'un folli
ule ayant les 
onditions initiales de la Table4.2.
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U=0.005
uf=0.0082Fig. 4.10 � Contr�le de l'atrésie d'un folli
uleEn revan
he, obtenir une traje
toire ovulatoire ave
 des termes de 
ontr�le 
onstants n'est pasaussi évident. Nous savons qu'il faut uf ≥ uf2. A�n d'éviter les pertes lors de la traversée de la98



CHAPITRE 4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE EN RÉPONSE À UN CONTRÔLE CONSTANTzone de vulnérabilité, nous 
hoisissons U = Umax. Nous obtenons alors la traje
toire de la Figure4.11.
0 5 10 15 20

0

5

10

15

20

25
age

0 5 10 15 20
0

0.2

0.4

0.6

0.8
maturity

0 5 10 15 20
0

2

4

6

8
x 10

6 cell density

0 5 10 15 20
1

1.5

2

2.5
cell number

 

 

U=0.15
uf=0.15

Fig. 4.11 � uf ≥ uf2, le nombre de 
ellules est trop faible pour que le folli
ule ovule.
Nous 
onstatons que pour un 
ontr�le 
onstant uf = Umax, les 
ellules sortent rapidement du
y
le 
ellulaire et ne subissent pas assez de mitoses pour a

umuler une masse 
ellulaire su�sante.Leur 
apital prolifératif est trop faible pour leur permettre d'ovuler [9℄. L'ovulation d'un folli
uledépend d'un 
ompromis entre le nombre de mitoses subies par ses 
ellules (qui né
essite un
ontr�le lo
al su�samment faible pour éviter la sortie de 
y
le), puis leur maturation passantpar leur sortie du 
y
le 
ellulaire (qui né
essite un 
ontr�le lo
al su�samment élevé). Nousproposons un 
ontr�le de 
e type représenté sur la Figure 4.12.
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Fig. 4.12 � Situation d'ovulation ave
 un swit
h de la valeur de uf .
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4.4. ETUDE DES TRAJECTOIRES FOLLICULAIRES EN RÉPONSE À UN CONTRÔLE CONSTANT4.4.3 Con
lusionNous avons reformulé le modèle à l'aide de la méthode des 
ara
téristiques et la méthodedes parti
ules. Cela nous a permis d'étudier en parti
ulier la position des 
ourbes 
ara
téristiquessur le domaine spatial, en réponse à des termes de 
ontr�le 
onstants. En fon
tion de la zone dudomaine atteinte asymptotiquement, le modèle peut produire divers 
omportements asympto-tiques pour la densité 
ellulaire ainsi que le nombre de 
ellules de granulosa d'un folli
ule. Nousavons don
 exhibé di�érentes situations physiologiques et pathologiques, et avons présenté deslois de 
ontr�le permettant d'aboutir à 
es situations. Nous ne pouvons 
ependant pas obtenirl'ovulation d'un folli
ule à l'aide de termes de 
ontr�le 
onstants.Dans le 
hapitre suivant, nous utilisons des outils de la théorie du 
ontr�le pour 
ara
tériserl'ovulation ou l'atrésie d'un folli
ule, ave
 des termes de 
ontr�le variables.
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Chapitre 5
Etude de l'ovulation 
omme unproblème d'atteignabilité

Les lois de 
onservation de la granulosa présentent la parti
ularité d'être 
ontr�lées auniveau des termes de vitesses. Nous ne 
onnaissons pas de théorie du 
ontr�le pour 
e typed'équations. Dans 
e 
hapitre, nous 
ara
térisons l'ovulation ou l'atrésie d'un folli
ule, par unproblème d'atteignabilité dé
rit à l'é
helle 
ellulaire. Nous travaillons sur les 
ara
téristiques deslois de 
onservation, et supposons qu'un folli
ule ovule si ses variables d'état (âge, maturité etdensité 
ellulaire) atteignent une 
ible.La transposition du problème de 
ontr�le d'EDP à un problème de 
ontr�le sur les 
ara
téristiques(des ODE) permet de rentrer dans un 
adre formel et d'appliquer des résultats existants de lathéorie du 
ontr�le.Nous résolvons 
e problème de 
ontr�le en bou
le ouverte. La théorie des �ba
kwards rea
hablesets� est utilisée pour dé�nir les 
onditions initiales 
ompatibles ave
 l'atteinte de l'ovulation oude l'atrésie, pour un ensemble de 
ontr�les donnés.5.1 Cibles pour les 
ara
téristiquesLa répartition des 
ellules de granulosa sur le domaine spatial en âge et en maturité, ainsique la valeur de la densité 
ellulaire en 
ha
un des points du domaine, est représentative del'ovulation ou de l'atrésie d'un folli
ule, 
omme on peut le voir sur la Figure 5.1. Ainsi, on peut
ara
tériser l'ovulation d'un folli
ule ou son atrésie par l'atteinte, par ses 
ara
téristiques, d'unezone donnée de l'espa
e d'état (ac, γc, φfc).Nous rappelons les équations 
ara
téristiques des lois de 
onservation :










ȧc = gf (uf )

γ̇c = hf (γc, uf )

˙φfc = −
(

λ(γc, U) +
∂hf (γc,uf )

∂γc

)

φfc

c = 1 . . . n (5.1)



5.2. BACKWARDS REACHABLE SETS

Fig. 5.1 � Répartition de la densité 
ellulaire d'un folli
ule ovulatoire (à gau
he) et d'un folli
uleatrétique (à droite). L'axe horizontal représente l'âge, l'axe verti
al la maturité, et la barre de
ouleurs indique la valeur de la densité 
ellulaire.où gf , hf et λ sont dé�nis dans les équations (3.2,3.3,3.4).Le 
ontr�le lo
al uf agit sur la position des 
ara
téristiques sur le domaine spatial à un instantdonné et U agit sur le terme de pertes λ.Les 
onditions de transmission entre 
haque phase 
ellulaire proviennent de la 
onservation du�ux au passage de la phase 1 à la phase 2, et du doublement du �ux entre la phase 2 et la phase1 (eq.(3.14)) pour les lois de 
onservation. E
rites sur les 
ara
téristiques, elles sont 
ontinuessur les variables ac et γc, et dis
ontinues en φfc selon :- pour Ti tel que : ∀k ∈ N ac(Ti) = a1 + ka2 0 ≤ γc(Ti) ≤ γs

φfc(T
+
i ) = τgf (g1uf (T−

i ) + g2)φfc(T
−
i ) (5.2)- pour Ti tel que : ∀k ∈ N ac(Ti) = ka2 0 ≤ γc(Ti) ≤ γs

τgf (g1uf (T+
i ) + g2)φfc(T

+
i ) = 2φfc(T

−
i ) (5.3)Nous allons étudier les termes de 
ontr�le permettant de mener toutes les 
ara
téristiques d'unfolli
ule dans la 
ible de l'ovulation ou de l'atrésie. Nous étudions 
e problème en bou
le ouverte,et pour garder une 
ohéren
e physiologique, nous imposons la 
ontrainte uf ≤ U .5.2 Ba
kwards rea
hable sets5.2.1 Lien ave
 les équations de Hamilton-Ja
obi-BellmanOn suppose qu'un folli
ule ovule (ou subit l'atrésie) à un temps T si :

∀c = 1 . . . n, (ac(T ), γc(T ), φfc(T )) ∈ Mo( resp. ∈ Ma) où Mo représente la 
ible pour l'ovu-lation et Ma la 
ible pour l'atrésie. Nous portons notre attention sur le problème �ba
kwards�,102



CHAPITRE 5. ETUDE DE L'OVULATION COMME UN PROBLÈME D'ATTEIGNABILITÉet re
her
hons le ba
kwards rea
hable set de Mo (resp. Ma), i.e. l'ensemble des états à partirdesquels il est possible d'atteindre Mo (resp.Ma), étant donnés les 
ontr�les admissibles uf et U .De tels problèmes peuvent être résolus dans le 
adre de la théorie du 
ontr�le optimal. Considé-rons la dynamique nonlinéaire 
ontinue :










ẋ = f(t, x, u)

x ∈ R
n

u ∈ U ⊂ R
m

(5.4)Pour une fon
tion f Lips
hitz 
ontinue, il existe une unique solution au problème de Cau
hyasso
ié à (5.4) pour tout u(t).Etant donné un ensemble 
ible M ∈ R
n, le ba
kwards rea
hable set W [τ ] = W (τ, t1,M) à partirdu temps τ jusqu'à l'instant t1 est l'ensemble des états x ∈ R

n pour 
ha
un desquels il existe un
ontr�le u(t) qui dirige le sytème (5.4) de l'état x(τ) = x à x(t1) ∈ M [28℄.Soit
V (τ, x) = min

u
{d2(x(t1),M)|x(τ) = x} (5.5)où d2(x,X) = min{(x− z, x− z)|z ∈ X} est le 
arré de la fon
tion distan
e d(x,X) du point xà l'ensemble X.Alors la propriété suivante est vraie :

W (τ, t1,M) = {x|V (τ, x) = 0} (5.6)L'idée est de trouver parmi tous les 
ontr�les admissibles 
elui (ou 
eux) qui peuvent diriger l'état
x dans l'ensemble 
ible M au temps t1, et don
 de minimiser la fon
tion distan
e d2(x(t1),M)en fon
tion du 
ontr�le u. Chaque état qui véri�e d2(x(t1),M) = 0 est dans l'ensemble M autemps t1.L'équation (5.5) 
orrespond à un problème de 
ontr�le optimal, qui peut être résolu par leséquations �ba
kwards� de Hamilton-Ja
obi-Bellman [4℄ :

Vt + min
u

{Vx.f(t, x, u)} = 0 (5.7)
V (t1, x) = d2(x(t1,M)) (5.8)où Vx.f(t, x, u) est appelé Hamiltonien.En e�et, on peut trouver la démonstration donnée par exemple par Bryson et Ho [4℄ :Pour un système d'équations ẋ = f(x, u, t) ave
 pour 
onditions terminales ψ[x(tf ), tf ] = 0, onpose un problème de 
ontr�le optimal, pour lequel on dé�nit la fon
tion 
oût à partir d'un pointinitial (x, t) : J = ϕ[x(tf ), tf ] +

∫ tf
t L[x(τ), u(τ), τ ]dτ . Cette expression tient 
ompte d'un 
oût�nal ϕ[x(tf ), tf ] ainsi que d'un 
oût intégral le long de la traje
toire ∫ tf

t L[x(τ), u(τ), τ ]dτ .On re
her
he le 
ontr�le optimal qui minimise la fon
tion 
oût :
J0(x, t) = min

u(t)
{ϕ[x(tf ), tf ] +

∫ tf

t
L[x(τ), u(τ), τ ]dτ}103



5.2. BACKWARDS REACHABLE SETSave
 la 
ondition aux limites J0(x, t) = ϕ[x(t), t] sur l'hypersurfa
e ψ[x(t), t] = 0.On suppose que J0 existe, est 
ontinue et que ses dérivées partielles dans l'espa
e (x, t) sont
ontinues. On montre alors que J0 véri�e une équation de Hamilton-Ja
obi-Bellman par la mé-thode de programmation dynamique :soit le système au point (x, t), auquel on applique un 
ontr�le non optimal u(t) pendant unedurée ∆t. Le système arrive au point (x+ f(x, u, t)∆t, t+ ∆t). A partir de 
e point et jusqu'à la�n, on applique le 
ontr�le optimal. La fon
tion 
oût vaut don

J1(x, t) = J0(x+ f(x, u, t)∆t, t+ ∆t) + L(x, u, t)∆tPar dé�nition du 
ontr�le optimal on a

J0(x, t) ≤ J1(x, t)L'égalité a lieu si on 
hoisit le 
ontr�le u(t) qui permet de minimiser le terme de droite del'inégalité dans l'intervalle de temps [t, t+ ∆t]. On a don

J0(x, t) = min

u
{J0(x+ f(x, u, t)∆t, t+ ∆t) + L(x, u, t)∆t}En e�e
tuant un développement en séries de Taylor autour du point (x, t), on obtient :

J0(x, t) = min
u

{J0(x, t) +
∂J0

∂x
f(x, u, t)∆t+

∂J0

∂t
∆t+ L(x, u, t)∆t}En faisant tendre ∆t vers 0 on obtient alors l'équation de Hamilton-Ja
obi-Bellman (HJB) :

∂J0

∂t
+ min

u
{L(x, u, t) +

∂J0

∂x
f(x, u, t)} = 0 (5.9)On appelle Hamiltonien l'expression L(x, u, t) + ∂J0

∂x f(x, u, t) = H(x, ∂J0

∂x , t).Dans notre problème d'atteignabilité, nous ne tenons pas 
ompte du 
oût intégral le long dela traje
toire, l'important étant d'atteindre l'ensemble 
ible. On pose don
 L(x, u, t) = 0.Le ba
kwards rea
hable set du système (5.4) au temps τ peut don
 être 
al
ulé en résolvantl'équation (5.7) ave
 la 
ondition �nale (5.8), puis en trouvant l'ensemble de niveau zéro (zéro-level set) de la solution V (x, τ) pour identi�er les états qui véri�ent l'équation (5.6).5.2.2 Appli
ation aux 
ellules de granulosa5.2.2.1 Uni
ité de la solutionOn représente un folli
ule par un ensemble de n 
ourbes 
ara
téristiques, 
ha
une ayanttrois variables d'état : l'âge, la maturité et la densité 
ellulaire. La dimension de l'espa
e d'étatest don
 3 × n. Le système (5.4) peut être identi�é ave

x = (a1(t), ..., an(t); γ1(t), ..., γn(t);φf1(t), ..., φfn(t))T104



CHAPITRE 5. ETUDE DE L'OVULATION COMME UN PROBLÈME D'ATTEIGNABILITÉet pour 
haque phase 
ellulaire i = 1, 2, 3, les dynamiques fi sont :
fi =





































gf (uf )...
gf (uf )

hf (γ1, uf )...
hf (γn, uf )

K(γ1, uf , U)φf1...
K(γn, uf , U)φf1





































(5.10)
où les fon
tions gf et hf sont dé�nies dans les équations(3.2,3.3,3.4) et K(γc, uf , U) est dé�niepar :

∀k ∈ N ∀(ac, γc) ∈ [ka2, ka2 + a1[×[0, γs[ ∪ [0,∞) × [γs,∞)

K(γc, uf , U) = −
(

λ(γc, U) +
∂hf (γc, uf )

∂γc

)

∀k ∈ N ∀(ac, γc) ∈ [ka2 + a1, (k + 1)a2[×[0, γs[

K(γc, uf , U) = ln(2)φfc (5.11)(5.12)Dans les phases 1 et 3, la fon
tion K(γc, uf , U) véri�e ˙φfc = K(γc, uf , U)φfc (voir Eq.(5.1)). Elledi�ère de l'expression donnée en phase 2, 
ar nous avons régularisé la variable φfc a�n d'éviterles sauts (5.2) et (5.3) aux transitions entre les phases 
ellulaires. Les détails de la régularisationqui mènent à 
ette dynamique sont donnés dans l'Annexe B.Il existe un âge maximal, amax, au-delà duquel toutes les 
ellules deviennent sénes
entes etmeurent. On peut don
 introduire un temps maximum Tmax tel que a(Tmax) = amax (Tmaxexiste 
ar ȧ > g2 > 0). Ainsi, il y a également une maturité maximale γmax et une densité
ellulaire φfmax atteignables pour t ∈ [0, Tmax].La matri
e Ja
obienne asso
iée à fi est :
∂fi =









































0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0

0 · · · 0
∂hf (a1,γ1,uf )

∂γ1
0 0 · · · 0... ... ... . . . ... ... ...

0 · · · 0 0
∂hf (an,γn,uf )

∂γn
0 · · · 0

0 · · · 0
∂K(a1,γ1,uf ,U)

∂γ1
φf1 0 K(a1, γ1, uf , U) · · · 0... ... ... . . . . . .

0 · · · 0 0
∂K(an,γn,uf ,U)

∂γn
φfn 0 · · · K(an, γn, uf , U)







































Comme toutes les variables sont bornées, la norme de la matri
e Ja
obienne l'est aussi, don
 lesfon
tions fi sont Lips
hitz 
ontinues et il y a une unique solution x(t) par phase.105



5.2. BACKWARDS REACHABLE SETS5.2.2.2 Hamiltonien dans 
haque phase 
ellulaireLes équations de HJB sont obtenues après que les Hamiltoniens de 
haque phase ontété minimisés en fon
tion des termes de 
ontr�le U et uf . Nous supposons que U est borné
U ∈ [Umin, Umax]. Cette hypothèse est naturelle 
ar U représente le niveau de FSH plasmatique.La forme multipli
ative de uf (Eq.(3.7)) implique que uf varie dans le même intervalle que Udon
 que u = {U, uf} ∈ [Umin, Umax] et uf ≤ U .Pour 
haque phase 
ellulaire, nous résolvons une équation de la forme

Vt +Hfi = 0 (5.13)
V (t1, x) = d2(x(t1,M))où M est l'ensemble 
ible,

Hfi = minu

{

(pT .fi(t, x, u))
},et p = DxV = (pa1

, ..., pan , pγ1
, ..., pγn , pφf1

, ..., pφfn
)T .Pour 
al
uler le Hamiltonien, on e�e
tue d'abord la minimisation en 
onsidérant U et uf 
ommeindépendants, puis l'on étudie, à l'aide des outils d'optimisation ave
 
ontraintes, les situationsoù les inégalités Umin ≤ uf ≤ U ≤ Umax ne sont pas respe
tées.

Phase1Dans la phase 1, le Hamiltonien est :
Hf1 = min

u

{

(pT .f1(t, x, u))
}

pT .f1(t, x, u) = (pa1
, ..., pan , pγ1

, ..., pγn , pφf1
, ..., pφfn

).





































gf (uf )...
gf (uf )

hf (γ1, uf )...
hf (γn, uf )

− (λ(γ1, U) + ∂hf/∂γ1)φf1...
− (λ(γn, U) + ∂hf/∂γn)φfn



































106



CHAPITRE 5. ETUDE DE L'OVULATION COMME UN PROBLÈME D'ATTEIGNABILITÉ
pT .f1(t, x, u) = τgfg2

n
∑

c=1

pac + τhf

[

n
∑

c=1

(−γ2
c + (c1γc + c2))pγc

]

−
n
∑

c=1

Ω(γc)φfcpφfc
+ 2τhf

n
∑

c=1

γcφfcpφfc
− τhfc1

n
∑

c=1

φfcpφfc

+ uf (τgfg1

n
∑

c=1

pac) − exp(−uf/u)

[

τhf

n
∑

c=1

(c1γc + c2)pγc − τhfc1

n
∑

c=1

φfcpφfc

]

+
U

Umax
(

n
∑

c=1

Ω(γc)φfcpφfc
)Cette expression peut être séparée en trois 
atégories de termes : 
eux qui ne dépendent d'au
unterme de 
ontr�le, 
eux qui dépendent de U et 
eux qui dépendent de uf .En fon
tion de U , l'expression à minimiser est de la forme :

C × Uoù C =

(

1

Umax

n
∑

c=1

Ω(γc)φfcpφfc

) (5.14)Si C > 0 alors Hf1 est minimisé pour U = Umin sinon pour U = Umax.En fon
tion de uf , l'expression à minimiser est de la forme :
M(uf ) = −A

[

exp

(−uf

u

)]

+Bufave

A = τhf

n
∑

c=1

(c1γc + c2)pγc − τhfc1

n
∑

c=1

φfcpφfc
(5.15)

B = τgfg2

n
∑

c=1

pacLa minimisation de M(uf ) dépend du signe de A et de B. La Figure 5.2 montre les variationsde M(uf ) pour les quatre 
ombinaisons possibles.
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Fig. 5.2 � Variations de M(uf ) en fon
tion des signes de A et B (A = ±2 et B = ±2).L'étude des variations de M(uf ) 
onduit à la minimisation suivante :. si A > 0 and B ≥ 0 ou A ≥ 0 and B > 0 alors M(uf ) augmente don
 uf = Umin.. si A < 0 and B ≤ 0 ou A ≤ 0 and B < 0 alors M(uf ) dé
roît don
 uf = Umax.. si A < 0 and B > 0, M(uf ) a un minimum global en ufmin ≡ −u ln

[−Bu
A

]- si ufmin ∈ [Umin, Umax], alors uf = ufmin,- sinon si ufmin ≤ Umin alors uf = Umin,- sinon si ufmin > Umax alors uf = Umax.. si A > 0 and B < 0, M(uf ) a un maximum global en ufmin.- si ufmin ∈ [Umin, Umax],alors si M(Umin) ≤M(Umax) alors uf = Uminsinon si M(Umin) ≥M(Umax) alors uf = Umax- sinon si ufmin ≤ Umin alors uf = Umax,- sinon si ufmin > Umax alors uf = Umin.Lorsque U = Umax toutes les 
ontraintes sont automatiquement respe
tées.Lorsque U = Umin, et uf > Umin la 
ontrainte uf ≤ U est violée. Un tel 
as arrive lorsque
C > 0, A < 0 et B ≤ 0 (5.16)et peut arriver lorsque
C > 0, A < 0 et B > 0 (5.17)
C > 0, A > 0 et B < 0 (5.18)Dans 
es 
as, nous utilisons les outils d'optimisation ave
 
ontraintes. Nous prenons les 
ontraintes

Umin ≤ uf ≤ U ≤ Umax en 
ompte en ajoutant des multiplieurs de Lagrange au Hamiltonien108



CHAPITRE 5. ETUDE DE L'OVULATION COMME UN PROBLÈME D'ATTEIGNABILITÉ
Hf1 dans les 
as (5.16,5.17,5.18), et obtenons le nouvel Hamiltonien :

H1 = T1 −A exp
(

−uf

u

)

+Buf +CU + ν1(uf − U) + ν2(Umin − uf ) + ν3(U − Umax)où T1 
ontient tous les termes qui ne dépendent pas du 
ontr�le.Nous utilisons le théorème de Kuhn-Tu
ker (
onditions d'optimalité sous 
ontrainte) :


























∂H1

∂U = 0
∂H1

∂uf
= 0

uf = U et ν1 > 0

uf = Umin et ν2 > 0

U = Umax et ν3 > 0et résolvons les systèmes suivants selon les 
as :soit ν1 et ν2 sont a
tifs (ν1 > 0, ν2 > 0)






















C − ν1 = 0
A
u exp

(

−uf

u

)

+B + ν1 − ν2 = 0

U = uf

uf = Umin

soit ν1 et ν3 sont a
tifs (ν1 > 0, ν3 > 0)






















C − ν1 + ν3 = 0
A
u exp

(

−uf

u

)

+B + ν1 = 0

U = uf

uf = Umaxsoit seul ν1 est a
tif (ν1 > 0)










C − ν1 = 0
A
u exp

(

−uf

u

)

+B + ν1 = 0

U = ufDans le 
as (5.16), C > 0, A < 0 et B < 0� quand ν1 et ν2 sont a
tifs, on a






















ν1 = C > 0

ν2 = C +B + A
u exp

(

−Umin

u

)

uf = Umin

U = Umin

don
 ν2 > 0 ⇐⇒ B + C > −A
u exp

(

−Umin
u

)� quand ν1 et ν3 sont a
tifs, on a


















ν3 = −C + ν1

ν1 = −B − A
u exp

(

−Umax

u

)

> 0

uf = Umax

U = Umax

don
 ν3 > 0 ⇐⇒ B +C < −A
u exp

(

−Umax
u

)� quand seul ν1 est a
tif, on a










ν1 = C > 0

uf = −u ln
(

− (B+C)u
A

)

U = ufOn peut véri�er que pour −A
u exp

(

−Umax

u

)

≤ B + C ≤ −A
u exp

(

−Umin

u

) on a
Umin ≤ uf = U ≤ Umax 109



5.2. BACKWARDS REACHABLE SETSDans les 
as (5.17) et (5.18), soit C > 0, A < 0 et B > 0 ou C > 0, A > 0 et B < 0� quand ν1 et ν2 sont a
tifs, on a






















ν1 = C > 0

ν2 = C +B + A
u exp

(

−Umin

u

)

uf = Umin

U = Umin

don
 ν2 > 0 ⇐⇒ B + C > −A
u exp

(

−Umin
u

)� quand ν1 et ν3 sont a
tifs, on a


















ν3 = −C + ν1

ν1 = −B − A
u exp

(

−Umax

u

)

uf = Umax

U = Umax

don
 




ν1 > 0 ⇐⇒ −B − A
u exp

(

−Umax

u

)

> 0

ν1 > 0 ⇐⇒ B < −A
u exp

(

−Umax

u

)

ν1 > 0 =⇒ ν3 > 0� quand seul ν1 est a
tif, on a










ν1 = C > 0

uf = −u ln
(

− (B+C)u
A

)

U = ufOn a don
 les lois de 
ontr�le suivantes :Dans le 
as (5.16)si B + C > −A
u

exp

(−Umin

u

) alors uf = U = Uminsi B + C < −A
u

exp

(−Umax

u

) alors uf = U = Umaxsi −A
u

exp

(−Umax

u

)

≤ B + C ≤ −A
u

exp

(−Umin

u

) alors uf = U = −u ln

(

−(B + C)u

A

)Dans les 
as (5.17) et (5.18) :si B + C > −A
u

exp

(

−Umin

u

) alors uf = U = Uminsi {

B + C ≤ −A
u exp

(

−Umax

u

)

B < −A
u exp

(

−Umax

u

) alors uf = U = Umaxsi {

B + C ≤ −A
u exp

(

−Umax

u

)

B ≥ −A
u exp

(

−Umax

u

) alors uf = −u ln

(

−(B + C)u

A

)

Phase 2Cette phase n'est pas 
ontr�lée, don
 l'expression du Hamiltonien est immédiate
Hf2 =

n
∑

c=1

pac + ln(2)

n
∑

c=1

pφfc
φfc110



CHAPITRE 5. ETUDE DE L'OVULATION COMME UN PROBLÈME D'ATTEIGNABILITÉPhase 3L'expression du Hamiltonien en phase 3 est donnée par :
Hf3 = min

u

{

(pT .f3(t, x, u))
}

pT .f3(t, x, u) =
n
∑

c=1

pac + τhf

[

n
∑

c=1

(−γ2
c + (c1γc + c2))pγc

]

−
n
∑

c=1

Ω(γc)φfcpφfc
+ 2τhf

n
∑

c=1

γcφfcpφfc
− τhfc1

n
∑

c=1

φfcpφfc

− exp(−uf/u)

[

τhf

n
∑

c=1

(c1γc + c2)pγc − τhfc1

n
∑

c=1

φfcpφfc

]

+
U

Umax
(

n
∑

c=1

Ω(γc)φfcpφfc
)En reprenant l'expression de C de l'équation (5.14) et de A de l'équation Eq.(5.15) on obtientla minimisation :en fon
tion de U , si C > 0 alors Hf3 est minimisé pour U = Umin si C ≤ 0 et U = Umax sinon.En fon
tion de uf , l'expression de Hf3 est minimisée pour uf = Umin si A ≥ 0 et pour uf = Umaxsi A ≤ 0.Lorsque

C > 0 et A < 0 (5.19)la 
ontrainte uf ≤ U n'est pas respe
tée.Dans 
e 
as on introduit les multipli
ateurs de Lagrange et on obtient le nouvel Hamiltonien
H3 = T3 −A exp

(

−uf

u

)

+CU + ν1(uf − U) + ν2(uf − Umin) + ν3(U − Umax)où T3 
ontient tous les termes qui ne dépendent pas du 
ontr�le.On résout alors les systèmes suivants selon les 
as :� quand ν1 et ν2 sont a
tifs on a






















ν1 = C > 0

ν2 = C + A
u exp

(

−uf

u

)

uf = Umin

U = Umin

don
 ν2 > 0 ⇐⇒ C > −A
u exp

(

−Umin
u

)� quand ν1 et ν3 sont a
tifs on a


















ν3 = −C + ν1 > 0

ν1 = −A
u exp

(

−Umax

u

)

> 0

uf = Umax

U = Umax111



5.3. RÉSULTATS NUMÉRIQUES� La situation où seul ν1 est a
tif arriverait quand
{

C ≤ −A
u exp

(

−Umin
u

)

−A
u exp

(

−Umax

u

)

≤ 0
e qui n'arrive jamais puisque A < 0.La loi de 
ontr�le dans le 
as (5.19) est don
 :si −A
u

exp

(−Umin

u

)

< C alors uf = U = Uminsi −A
u

exp

(−Umin

u

)

≥ C alors uf = U = UmaxCette minimisation analytique permet d'é
rire l'expression des Hamiltoniens dans 
haquephase 
ellulaire.5.3 Résultats numériques5.3.1 Implémentation : �level set methods�Deux grandes appro
hes sont utilisées pour trouver des ensembles atteignables : l'appro
heEulerienne approxime les valeurs de la solution sur un maillage �xe, tandis que l'appro
he La-grangienne suit les traje
toires des dynamiques. Dans les 
as des ba
kwards rea
hable sets, lesméthodes Euleriennes sont les plus appropriées, 
ar elles tiennent 
ompte de la présen
e de 
ho
sdans les équations de HJB [43℄.Parmi les méthodes d'Euler disponibles pour 
al
uler de manière exa
te les ensembles attei-gnables, nous avons utilisé les �level set methods� pour résoudre l'équation (5.7). Ces algorithmespermettent de simuler le mouvement de surfa
es dynamiques, telles que l'ensemble de niveau zérodes équations de HJB (
e qui 
orrespond à la frontière de l'ensemble atteignable) [42℄, ave
 unetrès haute pré
ision (environ un dixième de l'espa
ement entre les points du maillage [43℄).De tels algorithmes sont implémentés dans la �Toolbox of Level Set Methods� 1, (utilisée dansl'environnement Matlab) qui peut être utilisée pour résoudre, entre autres, des équations dutype :
DtV (x, t) + H(x,DxV ) = 0ave
 les 
ontraintes DtV (x, t) ≥ 0 ou V (x, t) ≥ Ṽ (x, t)La dérivée temporelle, DtV , est approximée par un s
héma de Runge-Kutta, dont l'utilisateurpeut 
hoisir la pré
ision. La dérivée spatiale, DxV , est approximée par un s
héma de di�éren
es�nies. Le Hamiltonien, H(x, p), est approximé par un s
héma de Lax-Friedri
hs :

Ĥ(x, p+, p−) ≡ H(x,
p+ + p−

2
) − 1

2
αT (p+ − p−)1http ://www.
s.ub
.
a/�mit
hell/ToolboxLS/ 112



CHAPITRE 5. ETUDE DE L'OVULATION COMME UN PROBLÈME D'ATTEIGNABILITÉoù p+ et p− sont respe
tivement les approximations gau
he et droite de p, et α est un 
oe�
ientarti�
iel de dissipation ajouté pour éviter des os
illations dans la solution.Bien que la Toolbox soit réalisée pour des problèmes à 
onditions initiales, il est possible, dansle 
as de systèmes autonomes, de résoudre des problèmes à valeur �nale en multipliant f dansle système (5.4) par (-1) [42℄.5.3.2 Résultats de simulationLe problème initial est un problème à 3×n dimensions où n est le nombre de 
ara
téristiques
onsidérées. Ce problème n'est pas traitable d'un point de vue numérique. En e�et, pour n ≥ 2et un nombre 
orre
t de points de maillage dans 
haque dimension (≃ 100) le nombre de points(1003n) est trop important, et nous nous heurtons à des problèmes de mémoire. Nous avons don
simulé le ba
kwards rea
hable set d'une 
ible pour l'ovulation ou l'atrésie dans le 
as d'une seule
ara
téristique (a1, γ1, φf1).Nous avons résolu numériquement le problème dans le 
as non 
ontraint, où uf et U sont supposéstotalement indépendants. Le 
as où les 
ontraintes sont 
onsidérées demande une grande pré
isiondans le maillage du domaine spatial qui en
ore une fois dépasse les 
apa
ités de mémoire de nosma
hines.Dans le 
as des folli
ules ovulatoires, les frontières de la 
ible sont 
hoisies de manière à 
oïn
iderave
 les intervalles d'âge, de maturité et de densité 
ellulaire atteints par les 
ara
téristiques dufolli
ule ovulatoire au moment de l'ovulation (à l'instant t = 11 voir sur la Figure 5.1, à gau
he).La 
ible pour l'ovulation, Mo, est don
 dé�nie 
omme
Mo = {(a1, γ1, φf1) ∈ [10, 12] × [10, 11] × [4, 6]} (5.20)La di�éren
e dans la valeur de l'intervalle d'âge dans la dé�nition de la 
ible et sur la Figure 5.1est due au domaine déroulé par rapport au domaine périodique utilisé pour e�e
tuer la simula-tion de la Figure 5.1. Elle 
orrespond à la durée de deux 
y
les 
ellulaires.La Figure 5.3 représente toutes les traje
toires qui permettent d'atteindre la 
ible pour l'ovula-tion.Le panel du haut de la Figure 5.3 montre la proje
tion sur le plan (a1-γ1), des 
hangements tem-porels du ba
kwards rea
hable set. Le temps t = 0 est l'instant de l'ovulation, et nous pouvonsvoir le 
arré représentant la proje
tion de la 
ible Mo. A l'instant t = 4 la taille de l'ensemblea augmenté, et il in
lut tous les états permettant d'atteindre la 
ible en moins de 4 unités detemps (2 unités de temps 
orrespondent environ à la durée d'un 
y
le 
ellulaire). Le ba
kwardsrea
hable set à l'instant t = 11 représente l'ensemble des états qui né
essitent au maximum 11unités de temps pour atteindre la 
ible pour l'ovulation. Nous avons 
hoisi d'arrêter la simula-tion à 
et instant, 
ar le ba
kwards rea
hable set 
ontient alors les 
onditions initiales utiliséespour la simulation représentée sur la Figure 5.1. La forme en "mar
hes d'es
alier" du ba
kwardsrea
hable set est due à la dynamique des 
ara
téristiques dans le 
y
le 
ellulaire : la maturité en113



5.3. RÉSULTATS NUMÉRIQUES

Fig. 5.3 � Evolution dans le temps du ba
kwards rea
hable set pour les folli
ules ovulatoires.La �gure du haut montre la proje
tion de l'ensemble 3D sur le plan (a1-γ1), et la �gure du basmontre la proje
tion de l'ensemble 3D sur le plan (a1-φf1).phase 1 augmente ave
 l'âge, et dans la phase 2, la maturité demeure in
hangée tandis que l'âgeaugmente, 
e qui donne la partie plate des mar
hes d'es
alier. Un exemple d'une mar
he peutêtre vue à l'instant t = 11, entre les âges a1 = 7 et a1 = 8.Le panel du bas de la Figure 5.3 montre la proje
tion sur le plan (a1-φf1), des 
hangementstemporels du ba
kwards rea
hable set. Nous voyons également au temps t = 0 la proje
tion del'ensemble 
ible Mo. Au temps t = 11, une grande partie du domaine âge-densité 
ellulairepermet d'atteindre la 
ible. A partir de l'âge a1 = 9, la densité 
ellulaire doit obligatoirementaugmenter pour atteindre l'ensemble 
ible. Ce
i est en a

ord ave
 la dynamique de la densité
ellulaire dans la phase 3.Le ba
kwards rea
hable set de Mo 
ontient quasiment l'intégralité du domaine spatial. Il s'agitd'une sur-approximation des 
onditions initiales qui permettent d'atteindre la 
ible. En ef-fet, il ne 
ontient pas seulement les traje
toires des 
ara
téristiques du folli
ule ovulatoire,mais aussi 
elles qui partent de 
onditions initiales qu'on ne ren
ontre pas dans des situa-tions physiologiques. En se basant sur des 
onnaissan
es biologiques, on peut don
 séle
tionnerà partir de l'ensemble sur-approximé, le sous-ensemble ayant une signi�
ation physiologique :on suppose que les 
ellules sont initialement dans le 
y
le 
ellulaire, à leur première généra-tion, don
 le sous-ensemble de 
onditions initiales physiologiquement admissibles est dé�ni par114



CHAPITRE 5. ETUDE DE L'OVULATION COMME UN PROBLÈME D'ATTEIGNABILITÉ
{(a1(t0), γ1(t0)) ∈ [0, a2] × [0, γs]}. Ce sous-ensemble est délimité par la ligne blan
he sur laFigure 5.3.La 
ible pour l'atrésie, Ma est dé�nie par les intervalles atteints par les 
ara
téristiques dufolli
ule atrétique :

Ma = {(a1, γ1, φf1) ∈ [8, 10] × [3, 4] × [2, 4]} (5.21)La Figure 5.4 représente toutes les traje
toires qui entrent dans la 
ible pour les folli
ules atré-tiques.

Fig. 5.4 � Evolution dans le temps du ba
kwards rea
hable set pour des folli
ules atrétiques. La�gure du haut montre la proje
tion de l'ensemble 3D set sur le plan (a1-γ1), la �gure du basmontre la proje
tion de l'ensemble 3D sur le plan (a1-φf1).Le panel du haut de la Figure 5.4 montre la proje
tion sur le plan (a1-γ1), des 
hangements tem-porels du ba
kwards rea
hable set pour l'atrésie. Certains états sont initialement dans le 
y
le
ellulaire, nous re
onnaissons don
 la forme en mar
hes d'es
alier induite par la dynamique dansles phases du 
y
le 
ellulaire. Le panel du bas de la Figure 5.4 montre la proje
tion sur le plan(a1-φf1), des 
hangements temporels du ba
kwards rea
hable set. La taille de l'ensemble aug-mente et au temps t = 11, il 
ontient quasiment l'intégralité du domaine.Une fois de plus, l'ensemble de 
onditions initiales physiologiquement admissibles est sur-approximé,115



5.4. DISCUSSIONet nous appliquons les mêmes 
ontraintes que dans le 
as ovulatoire sur les 
onditions initiales,qui sont délimitées par la ligne blan
he sur la Figure 5.4.Les 
onditions initiales qui 
onduisent à l'ovulation ou à l'atrésie sont globalement superpo-sables, et 
ontiennent presque l'intégralité des 
onditions initiales admissibles. Nous ne pouvonsdon
 a priori distinguer à partir de ses 
onditions initiales un folli
ule ovulatoire d'un folli
uleatrétique. Ce résultat est en a

ord ave
 les 
onnaissan
es physiologiques qui stipulent qu'il n'ya pas de prédestination dans le destin folli
ulaire [19℄.Bien que les 
onditions initiales ne permettent pas de déterminer si un folli
ule sera ovulatoire ouatrétique, il y a un moment où les traje
toires qui mènent à l'ovulation ou à l'atrésie divergent.Le moment de 
ette séparation 
orrespond au moment physiologique de la séle
tion, où un petitnombre de folli
ules suivent une traje
toire ovulatoire, et les autres une traje
toire atrétique.
5.4 Dis
ussionNous avons 
ara
térisé le ba
kwards rea
hable set pour des folli
ules ovulatoires et atré-tiques. Ce problème de 
ontr�le a été résolu en étudiant les 
ara
téristiques des lois de 
onserva-tion qui dé
rivent les traje
toires des folli
ules ovariens. Les équations de HJB qui représententles ba
kwards rea
hable sets ont été résolues numériquement pour une 
ourbe 
ara
téristique, etpermettent de dé�nir l'ensemble de 
onditions initiales qui 
onduisent une 
ara
téristique dansl'ensemble 
ible pour l'ovulation ou l'atrésie.Nous avons utilisé la théorie des ba
kwards rea
hable sets pour un problème qui n'est pas entiè-rement 
ontinu, 
ar il y a des dis
ontinuités aux transitions entre 
haque phase 
ellulaire. Nousavons don
 étudié 
haque phase séparément, en posant des transitions aux frontières 
ontinues.En réalité, nous travaillons sur un problème hybride, 
haque phase 
ellulaire ayant sa propredynamique. En 
e qui 
on
erne les équations de HJB, des éléments théoriques pour des systèmeshybrides ont été établis, plus spé
ialement en 
e qui 
on
erne les "rea
h-avoid sets" [62℄, maisla théorie n'est pas en
ore 
omplète, et pas dire
tement appli
able à notre problème. La théoriede la viabilité étudie également l'atteignabilité de 
ibles pour les systèmes hybrides, mais lesalgorithmes proposés ne sont pas aussi pré
is que pour les level set methods, 
ar ils utilisent unereprésentation di�érente des ensembles atteignables [43℄. Cependant, les résultats numériquesque nous avons obtenus ave
 les level set methods paraissent 
orre
ts puisque la partie 
ontinuedu système a été résolue ave
 des algorithmes très pré
is, et la partie hybride est gérée par des
onditions de 
ontinuité.Nous avons résolu un problème numérique simpli�é en ne travaillant que sur une seule 
ara
té-ristique pour représenter un folli
ule, 
ar l'outil de simulation né
essite trop de mémoire pourrésoudre des problèmes de plus grande dimension. Les ba
kwards rea
hable sets obtenus montrentqu'il est possible de trouver une loi de 
ommande 
orre
te pour diriger un grand ensemble de
onditions initiales dans l'ensemble 
ible, ils donnent alors une information sur la 
ontr�labilité116



CHAPITRE 5. ETUDE DE L'OVULATION COMME UN PROBLÈME D'ATTEIGNABILITÉappro
hée du système ainsi que sur la durée maximale né
essaire pour atteindre la 
ible.Si la simulation de plus d'une 
ara
téristique était possible, nous pourrions simuler les intera
-tions entre des folli
ules. Dans 
e 
as, nous nous attendrions à avoir un ba
kwards rea
hable setplus petit pour 
haque folli
ule, 
ar un 
ompromis serait fait dans la pro
édure de minimisationdu Hamiltonien entre toutes les traje
toires, qui ne seraient plus indépendantes. Ce
i 
orrespon-drait à une situation physiologique où dans le 
as d'un seul folli
ule en maturation, quelles quesoient ses 
onditions initiales, il aurait de fortes 
han
es d'ovuler. Tandis que pour une 
ohortede plusieurs folli
ules, les 
onditions initiales pour ovuler sont plus restri
tives. Cependant, 
ettehypothèse né
essite une amélioration de l'implémentation numérique pour être testée.Nous avons étudié le problème en bou
le ouverte, pour l'ovulation d'un folli
ule. Cette situa-tion est pro
he des situations thérapeutiques de stimulations ovariennes et les lois de 
ommandeobtenues peuvent être utiles pour améliorer des s
hémas thérapeutiques. Ainsi, dans le 
as d'une
ohorte de folli
ules, il est possible d'appliquer les termes de 
ontr�le obtenus à un folli
ule séle
-tionné pour le faire ovuler ou bien le rendre atrétique. Les autres folli
ules de la 
ohorte serontsoumis au même 
ontr�le mais le folli
ule séle
tionné atteindra bien l'obje
tif �xé.Cependant, la situation physiologique est en
ore plus 
omplexe, 
ar l'ovulation d'un folli
ule nepeut survenir qu'après dé
len
hement de l'ovulation par un signal hormonal, en réponse à ladynamique de l'ensemble de la population folli
ulaire. Un dé� intéressant sera de résoudre leproblème multi-é
helles en bou
le fermée, qui prend en 
ompte à la fois le dé
len
hement del'ovulation et l'intera
tion entre les folli
ules.
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Chapitre 6
Con
lusion générale
6.1 Résultats6.1.1 ModélisationNous avons dé
rit le développement terminal des folli
ules ovariens, à partir de l'instantd'entrée en 
roissan
e terminale des folli
ules, jusqu'au dé
len
hement de l'ovulation. Nous avonspour 
ela é
rit un modèle mathématique multi-é
helles, permettant de prendre en 
ompte les élé-ments essentiels du développement folli
ulaire aux é
helles molé
ulaire, 
ellulaire, folli
ulaire etovarienne, et où nous avons 
her
hé à donner à 
haque fon
tion et paramètre du modèle unesigni�
ation physiologique. Cela nous a permis d'avoir une des
ription mé
aniste du développe-ment folli
ulaire, et d'obtenir des résultats ma
ros
opiques d'ovulation ou d'atrésie des folli
ules.Les simulations numériques du modèle ont permis d'exhiber des situations physiologiques demono- ou poly-ovulation, ainsi que des situations pathologiques d'anovulation.Le modèle a également permis de proposer des hypothèses de fon
tionnement, 
on
ernant l'im-portan
e du développement de la vas
ularisation d'un folli
ule pour expliquer son ovulation,ainsi que le 
on�nement des 
ellules de granulosa du folli
ule dans la zone de vulnérabilité àl'apoptose pour expliquer l'atrésie d'un folli
ule. Quant aux di�éren
es dans les taux d'ovula-tion, elles pourraient provenir de trois raisons : soit une variation de la sensibilité hypophysaire aurétro-
ontr�le ovarien (valeur des paramètres de la fon
tion de rétro-
ontr�le), soit une variationde la sensibilité hypothalamique (valeur du seuil d'ovulation ovarien Ms), soit de la sensibilitéfolli
ulaire (sensibilité des folli
ules aux gonadotropines).L'administration exogène de FSH est 
onnue pour augmenter le taux d'ovulation, et les résul-tats des simulations suggèrent qu'un bon dosage de FSH pourrait permettre d'atteindre un tauxd'ovulation �xé.Nous avons don
 proposé un modèle permettant de dé
rire et peut-être d'expliquer 
ertainsphénomènes liés à l'ovulation.



CHAPITRE 6. CONCLUSION GÉNÉRALE6.1.2 AnalyseLe modèle mathématique obtenu, qui dé
rit l'évolution de la densité 
ellulaire des 
ellulesde granulosa d'un folli
ule, a 
ertaines parti
ularités : nous travaillons, en bou
le fermée, ave
des équations intégro-di�érentielles à 
oe�
ients de vitesse dis
ontinues et dont les termes in-tégraux sont 
ontenus dans les vitesses et les termes sour
e des équations. De plus, il y a desdis
ontinuités dans la solution de 
es équations en partie dues à la mitose qui se traduit par undoublement du �ux dans les 
onditions aux bords à des âges 
onnus.N'ayant pu utiliser de théorèmes généraux pour montrer l'existen
e et l'uni
ité d'une solution àde telles équations, nous avons 
onstruit la solution globale du problème, en obtenant, en bou
leouverte, une solution sur un ensemble de sous-domaines, puis en utilisant des résultats de 
onti-nuité sur la tra
e de la solution pour la prolonger sur l'intégralité du domaine. Le problème enbou
le fermée a été résolu en introduisant des termes de retard dans le 
ontr�le, permettant ainside se ramener à une su

ession de problèmes en bou
le ouverte.6.1.3 Comportement asymptotiqueL'utilisation de la méthode des 
ara
téristiques et de la méthode des parti
ules nous apermis de travailler sur un système d'ODE, et de rentrer dans un 
adre 
lassique de systèmes
ommunément dé
rits dans la littérature.Nous avons étudié en parti
ulier les traje
toires des 
ourbes 
ara
téristiques, pour 
onnaîtrela zone du domaine spatiale atteinte par les parti
ules : intérieur/extérieur du 
y
le 
ellulaire,dans/en dehors de la zone de vulnérabilité.Nous nous sommes intéressés au 
omportement asymptotique de la densité 
ellulaire et du nombrede 
ellules dans un folli
ule, en fon
tion de la zone du domaine atteinte asymptotiquement, etnous avons exhibé un large éventail de 
omportements asymptotiques possibles, situations de
onvergen
e, de divergen
e et d'os
illations. Nous avons don
 exploré di�érents 
omportementsdu système représentant des situations physiologiques, et proposé des lois de 
ontr�le en bou
leouverte pour les obtenir.6.1.4 AtteignabilitéNous avons ensuite résolu un problème de 
ontr�le sur le système dis
rétisé, en 
ara
té-risant l'ovulation ou l'atrésie d'un folli
ule par l'atteinte, par l'ensemble de ses 
ara
téristiques,d'une zone du domaine. Nous nous sommes alors intéressés à l'ensemble de 
onditions initialespermettant d'atteindre la 
ible pour l'ovulation d'un folli
ule ou son atrésie. Nous avons retrouvéle résultat physiologique de non prédestination dans les traje
toires folli
ulaires, ainsi que desrésultats de 
ontr�labilité appro
hée du système. Les lois de 
ontr�le obtenues pour atteindre la
ible dé�nie pourraient être utilisées 
omme base pour mettre au point des s
hémas thérapeu-tiques. 119



6.2. PERSPECTIVES6.2 Perspe
tives6.2.1 ModèleLe modèle présenté dans 
e rapport, 
on
ernant la des
ription de la 
roissan
e folli
ulaireterminale jusqu'au dé
len
hement de l'ovulation, né
essite des données numériques qui ne sontpas toutes a

essibles. Dans le 
adre de l'ARC1 Reglo2, des travaux d'imagerie sont entrepris,entre autres pour permettre d'enri
hir les données du modèle. En parti
ulier, le développementla vas
ularisation d'un folli
ule est 
ru
iale pour son destin, 
e qui se traduit dans notre modèledans le terme de 
ontr�le lo
al uf . Une 
alibration numérique pré
ise de 
e développement devas
ularisation est don
 né
essaire, et des méthodes d'imagerie telles que l'histologie sont a
-tuellement mises en pla
e pour en permettre une des
ription pré
ise que l'on pourrait utiliser enentrée du modèle.L'imagerie pourrait permettre d'obtenir d'autres données numériques, telles que des sorties dumodèle 
omme l'évolution du nombre de 
ellules de granulosa d'un folli
ule, et 
es nouvelles don-nées permettraient de 
alibrer plus pré
isément les paramètres du modèle pour mieux représenterl'évolution des données utilisées.Une autre évolution du modèle est de ne plus 
onsidérer uniquement le développement folli-
ulaire terminal, mais de tenir également 
ompte de la 
roissan
e folli
ulaire basale, à partir dumoment où les folli
ules sortent de la réserve de folli
ules primordiaux. Cela né
essiterait de faireune distin
tion entre le développement des folli
ules de la 
ohorte, en phase terminale, et 
elui defolli
ules en phase basale dont la sensibilité aux gonadotropines n'est pas la même. Nous aurionsalors une représentation de la totalité de la 
roissan
e folli
ulaire.6.2.2 Analyse numériqueLes simulations numériques entreprises dans 
e travail ont été réalisées à l'aide de lo-gi
iels a
adémiques adaptables aux problèmes de l'utilisateur. Il serait intéressant d'avoir desprogrammes dédiés à nos études.Ainsi, en 
e qui 
on
erne la simulation des lois de 
onservation, un s
héma numérique impli
ite(nous avons travaillé ave
 un s
héma expli
ite pour le 
al
ul des moments de la solution), per-mettrait de gagner en pré
ision de la solution. De plus, un s
héma qui soit adapté à l'évolutiondes traje
toires 
ara
téristiques a�n de 
al
uler uniquement la solution aux points où elle est nonnulle, permettrait d'améliorer la rapidité du temps de 
al
ul.Quant au 
al
ul des ensembles atteignables ba
kwards rea
hable sets à l'aide des algorithmesnommés �level sets methods�, il serait intéressant de travailler sur un maillage adaptatif a�n d'af-�ner la re
her
he de la frontière de la surfa
e atteignable, et aussi de programmer une méthodede 
al
ul parallèle, qui permettrait de résoudre de problèmes de dimension supérieure à trois.1A
tion de Re
her
he Coopérative2Régulation de l'Ovulation. http ://www-ro
q.inria.fr/who/Frederique.Clement/reglo.html120



CHAPITRE 6. CONCLUSION GÉNÉRALENous pourrions alors travailler ave
 un nombre de 
ara
téristiques plus réaliste, et véri�er leshypothèses que nous avons émises à 
e propos.6.2.3 Analyse mathématiqueIl serait intéressant d'analyser la stabilité stru
turelle du modèle d'EDP en bou
le fermée.Nous pourrions alors 
onnaître les di�érents 
omportements transitoires et asymptotiques quepermet le modèle, en parti
ulier en 
e qui 
on
erne le nombre de 
ellules de granulosa d'un fol-li
ule. Par exemple, un 
omportement tel que la divergen
e du nombre de 
ellules de granulosasemble ne pas survenir en bou
le fermée. En e�et, si les 
ellules d'un folli
ule restent à proliférerdans le 
y
le 
ellulaire, la maturité globale du folli
ule augmente, 
e qui devrait faire augmenterle 
ontr�le lo
al uf et 
onduire les 
ellules à sortir du 
y
le. Cependant, l'augmentation de lamaturité du folli
ule induit un rétro-
ontr�le plus élevé don
 une baisse de U et par 
onséquentune possible baisse de uf . Nous savons par les simulations numériques que l'équilibre entre lesdi�érents termes U et uf peut donner des situations de 
onvergen
e, soit vers un nombre de
ellules non nul, soit vers zéro, mais se peut-il qu'on obtienne des situations de divergen
e oudes os
illations en bou
le fermée ? Philippe Mi
hel travaille a
tuellement sur 
ette question enutilisant l'outil de �l'inégalité de l'entropie générale relative� [41℄.Une analyse de la sensibilité du modèle aux paramètres permettrait de dégager des proprié-tés importantes du modèle. Ainsi, les rapports entre les valeurs des seuils pour le dé
len
hementde l'ovulation, Ms, et pour l'ovulation d'un folli
uleMs1 sont très importants pour déterminer letaux d'ovulation. A�n qu'il puisse y avoir ovulation d'un folli
ule une fois l'ovulation dé
len
hée,il faut queMs1 ≤Ms. Dans le 
as d'une 
ohorte d'un seul folli
ule, 
elui-
i ovule obligatoirementlorsque l'ovulation est dé
len
hée 
ar M(φf ) = Ms ≥ Ms1. Dans le 
as de plusieurs folli
ules,si l'on suppose que 
ha
un a une maturité plus faible que le seuil Ms1 mais que la somme desmaturités atteint le seuil Ms, il y aurait dé
len
hement de la dé
harge ovulatoire sans qu'au
unfolli
ule n'ovule. On 
omprend don
 que les valeurs respe
tives des seuils ainsi que leurs rapportssont essentiels pour le 
omportement ma
ros
opique du modèle.De la même manière, le modèle est très sensible aux variations des paramètres de 
ertainesfon
tions, telles que 
elles qui régissent les vitesses de l'EDP, gf et hf , ou bien la modulationlo
ale du 
ontr�le, bf . La modi�
ation de paramètres dans 
es fon
tions pourraient modi�er lahiérar
hie dans la 
ohorte au moment de l'ovulation. Une étude approfondie de la sensibilité dumodèle à 
es paramètres ainsi que sa robustesse est une voie intéressante. Elle permettrait demettre en éviden
e les éléments essentiels du modèle pour le pro
essus de séle
tion et il pourraitêtre possible de véri�er 
es résultats physiologiquement.6.2.4 Contr�le du modèleLa méthode des parti
ules semble prometteuse pour étudier les problèmes de 
ontr�le as-so
iés au modèle. En e�et, elle permet de travailler dire
tement sur les moments de la densité121



6.2. PERSPECTIVES
ellulaire, qui sont les quantités que l'on souhaite 
ontr�ler, tout en étudiant un système d'ODE,et don
 d'utiliser la littérature existante.Cependant, avant de s'attaquer à la résolution de problèmes de 
ontr�le par la méthode desparti
ules, il faut tout d'abord montrer que la solution parti
ulaire 
onverge bien vers la solutionréelle de l'EDP, ou bien au moins que les moments 
onvergent. La démonstration existe dansle 
as de 
oe�
ients de vitesses ave
 de fortes propriétés de 
ontinuité. Il faudrait étendre 
ettedémonstration au 
as de 
oe�
ients de vitesses dis
ontinus, a�n de l'appliquer aux équations dela granulosa.On pourrait alors utiliser la méthode des parti
ules pour résoudre des problèmes de 
ontr�ledu type :� Ovulation d'un folli
uleUn folli
ule f est 
ara
térisé par un ensemble de N parti
ules aux positions (ap
f , γ

p
f ) etde poids Mp

0f . On 
her
he alors un 
ontr�le qui assure l'existen
e d'un temps T tel que
N
∑

p=1

γp
f (T )Mp

0f (T ) ≥Ms1� Dé
len
hement de l'ovulationOn suppose qu'il y a f = 1...m folli
ules dans la 
ohorte. On travaille alors ave
 m×Nparti
ules ap
f , γ

p
f ,M

p
0f et on 
her
he un 
ontr�le tel que

m
∑

f=1

N
∑

p=1

γp
f (T )Mp

0f (T ) = Ms� Contr�le du taux d'ovulationPour obtenir un taux d'ovulation k, on 
her
he un 
ontr�le tel que
∑

f

∑

p

γp
f (T )Mp

0f (T ) = Ms |
∑

p

γp
1(T )Mp

01(T ) ≥Ms1, ...,
∑

p

γp
k(T )Mp

0k(T ) ≥Ms1De 
ette manière, les k premiers folli
ules ovulent.A�n de 
onverger vers la solution réelle, il faudrait étudier 
es problèmes en faisant tendre lenombre de parti
ules vers l'in�ni.En fon
tion du problème de 
ontr�le posé, on pourrait étudier 
es situations en bou
le ouverte,où uf et U sont indépendants, ave
 la 
ontrainte uf ≤ U , ou bien en bou
le fermée, ave

uf = bf (

∑

p (γpMp
0f ))U , en temps �nal �xé, libre ou minimal, selon la 
hronologie que l'on sou-haite.Un autre manière d'aborder 
es problèmes de 
ontr�le, serait de travailler dire
tement sur lesEDP. Nous ne 
onnaissons pas de travaux sur le 
ontr�le des lois de 
onservation par les vitesses.Il existe des travaux dans lesquels on retrouve l'idée de 
ontr�ler les traje
toires 
ara
téristiquespour obtenir la solution souhaitée [17℄. Cependant, le 
ontr�le proposé permet de déterminerla valeur de la solution en 
ertains points, tandis que nous souhaitons 
ontr�ler dire
tement lavaleur de moments de la solution. De plus, il s'agit de 
ontr�le en bou
le ouverte, alors que nous122



CHAPITRE 6. CONCLUSION GÉNÉRALEvoudrions proposer un 
ontr�le en bou
le fermée.Il reste don
 beau
oup à inventer pour étudier le 
ontr�le de telles lois de 
onservation à par-tir des vitesses et du terme sour
e. De plus, une parti
ularité supplémentaire du 
ontr�le estson 
ara
tère multi-é
helles (qui agit à l'é
helle ma
ros
opique par le rétro-
ontr�le ovarien età l'é
helle mi
ros
opique par la modulation lo
ale folli
ulaire). L'étude de l'intera
tion entreé
helles et 
onséquen
es sur la loi de 
ontr�le serait un élément intéressant à étudier à la fois dupoint de vue théorique et appli
atif.
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Annexe A
Equations des moments
A.1 Introdu
tionNous souhaitons 
onnaître la dynamique des moments de notre système, a�n d'étudier, etde 
ontr�ler dire
tement des variables observables physiologiquement.Nous étudions la dynamique de la densité φ des 
ellules de granulosa des folli
ules ovariens.Les 
ellules sont 
ara
térisées par deux variables d'espa
e : leur âge a et leur maturité γ.Elles peuvent être situées dans 3 phases 
ellulaires ayant des dynamiques di�érentes :- la phase G1, dans laquelle elles évoluent en âge et maturité dans le temps ;- la phase SM, dans laquelle seul l'âge évolue, 
omme le temps, la maturité reste 
onstante, égaleà 
elle atteinte en �n de phase G1. Cette phase peut-être 
onsidérée 
omme un retard pur dedurée τ ;- la phase D, dans laquelle l'âge et la maturité évoluent dans le temps.Un é
hange de 
ellules a lieu de la phase G1 à la phase D (di�éren
iation), selon une loi deprobabilité donnée.Dans les phases G1 et D, des pertes de 
ellules sont dues à l'apoptose (mort 
ellulaire), sur unsupport de maturité donné.Le système est soumis à un 
ontr�le.Nomen
lature1 représente la phase G1.2 représente la phase D.Leur domaine 
ommun, [0, a1] × [0, γmax] 
orrespond au domaine d'é
hange entre 1 et 2.2+ représente la phase D sans é
hange ave
 G1.
φ représente la densité 
ellulaire.
a représente l'âge d'une 
ellule.
γ représente la maturité d'une 
ellule.
U représente le 
ontr�le global.



ANNEXE A. EQUATIONS DES MOMENTS
uf représente le 
ontr�le lo
al.A.2 Equations généralesOn étudie 2 systèmes di�érents, (Σ1) et (Σ2), 
omme représenté sur la �gure A.1.

max
γ

a1 a2

1+2 2+

Σ 1 Σ 2( ) ( )

0Fig. A.1 � Domaine d'étudePour le premier système (Σ1) :
∂φ1

∂t
+
∂gfφ1

∂a
+
∂hfφ1

∂γ
= −λφ1 − Λφ1 (A.1)

∂φ2

∂t
+
∂φ2

∂a
+
∂hfφ2

∂γ
= −λφ2 + Λφ1Conditions aux bords :

∀γ ∈ [0, γmax] φ1(0, γ, t) = 2φ1(a1, γ, t− τ)

∀a ∈ [0, a1] φ1(a, 0, t) = 0

∀γ ∈ [0, γmax] φ2(0, γ, t) = 0

∀a ∈ [0, a1] φ2(a, 0, t) = 0Pour le se
ond système :(Σ2)
∂φ2+

∂t
+
∂φ2+

∂a
+
∂hfφ2+

∂γ
= −λφ2+ (A.2)Conditions aux bords :

∀γ ∈ [0, γmax] φ2+(a1, γ, t) = φ2(a1, γ, t)

∀a > a1 φ2+(a, 0, t) = 0Fon
tions utilisées : 129



A.2. EQUATIONS GÉNÉRALES
hf (γ, uf ) = −βγ2 + β(c1γ + c2)(1 − exp(

−uf

u
)) = −βγ2 + β(c1γ + c2)f(uf )

∃γmax(uf ) / lim γ→γmaxhf (γmax, uf ) = 0 ∀uf

gf (uf ) = g1uf + g2

λ(γ, U) = F (U) exp[−(
γ − γs

α
)2]

Λ(γ) =
l(γ)

1 − L(γ)
hf

l(γ) traduit la probabilité de quitter la phase 1 pour entrer dans la phase 2 en fon
tion de la ma-turité de la 
ellule. Cette fon
tion est positive sur un support donné 
omme représenté sur la �gureA.2. Pour une distribution de Weibull positive sur le support voulu (f(x) = 21
0.3x

(p−1) exp
(

−
(

x
0.3

)21
))
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Fig. A.2 � Distribution de Weibullon a la formulation :
Λ(γ) = Khfγ

20 = −Kβγ22 +Kβf(uf )(aγ21 + bγ20)

RemarqueAve
 Λ, on 
her
he à se rappro
her d'un Dira
 
entré en γs. Dans le 
as d'un Dira
, onétudierait 2 systèmes faiblement 
ouplés, représentant l'un l'équation 1 sur le domaine [0, a1] ×
[0, γs] et l'autre l'équation 2 sur le domaine [0, a2] × [γs, γmax] (voir �gure A.3).Le �ux sortant de 1 en γs serait le �ux entrant en 2. Cependant, sur un tel système, les équationsdes moments feraient apparaître dire
tement la densité φi(a, γs, t) 
e qui n'est pas désirable.130



ANNEXE A. EQUATIONS DES MOMENTS
max

γ

1

2

0 a1 a2

γs

Fig. A.3 � Domaine possibleA.3 Intégration sur les maturitésOn dé�nit les moments de φ suivants :
µj

i (a, t) =

∫ γmax

0
γjφi(a, γ, t)dγ

sj
i (a, t) =

∫ γmax

0
γj exp−(

γ − γs

α
)2φi(a, γ, t)dγOn 
her
he à exprimer l'évolution de 
es moments sans faire intervenir la densité φ. Le moment µ
orrespond à l'intégration de φ par rapport à la maturité, et nous introduisons le se
ond moment

s pour intégrer le terme de perte λ.A.3.1 Dynamique des µ0
iEn reportant 
es moments dans les équations (A.1), on obtient les évolutions suivantes : (Σ1)

∂µ0
1

∂t
+

∂gfµ
0
1

∂a
+ hf (γmax, uf )φ1(a, γmax, t) − hf (0, uf )φ1(a, 0, t) =

∫ γmax

0
−λφ1dγ +

∫ γmax

0
−Λφ1dγ

∂µ0
2

∂t
+

∂µ0
2

∂a
+ hf (γmax, uf )φ2(a, γmax, t) − hf (0, uf )φ2(a, 0, t) =

∫ γmax

0
−λφ2dγ +

∫ γmax

0
Λφ1dγ(Σ2)

∂µ0
2+

∂t
+

∂µ0
2+

∂a
+ hf (γmax, uf )φ2+(a, γ2, t) − hf (0, uf )φ2+(a, 0, t) =

∫ γmax

0
−λφ2+dγEn utilisant les 
onditions aux limites et les données pour 
ha
une des équations on obtient :(Σ1)

∂µ0
1

∂t
+

∂gfµ
0
1

∂a
= −F (U)s01 +Kβµ22

1 −Kβf(uf )(c1µ
21
1 + c2µ

20
1 )

∂µ0
2

∂t
+

∂µ0
2

∂a
= −F (U)s02 −Kβµ22

1 +Kβf(uf )(c1µ
21
1 + c2µ

20
1 )131



A.3. INTÉGRATION SUR LES MATURITÉS(Σ2)
∂µ0

2+

∂t
+
∂µ0

2+

∂a
= −F (U)s02+A.3.2 Dynamique des s0

iL'évolution des moments µ0
i dépend de la dynamique des moments s0i . Nous étudions don
la dynamique de 
es moments.A.3.2.1 . s01

exp−(
γ − γs

α
)2
[

∂φ1

∂t
+
∂gfφ1

∂a
+
∂hfφ1

∂γ

]

= − exp−(
γ − γs

α
)2 [λφ1 + Λφ1]D'où

∂ exp−(γ−γs

α )2φ1

∂t
+

∂gf exp−(γ−γs

α )2φ1

∂a
+
∂ exp−(γ−γs

α )2hfφ1

∂γ

= − exp−(
γ − γs

α
)2 [λφ1 + Λφ1] +

∂ exp−(γ−γs

α )2

∂γ
hfφEn intégrant par rapport à γ on obtient alors l'é
riture de la dynamique de s01 :

∂s01
∂t

+
∂gfs

0
1

∂a
= −F (U)

∫ γmax

0
exp−(

γ − γs

α
)2 exp−(

γ − γs

α
)2φ1dγ

−
∫ γmax

0
exp−(

γ − γs

α
)2(−Kβγ22 +Kβf(uf )(c1γ

21 + c2γ
20))φ1dγ

− 2

∫ γmax

0

γ − γs

α
exp−(

γ − γs

α
)2hfφ1dγEtude de 
ha
un des termes du se
ond membrePremier terme

− F (U)

∫ γmax

0
exp−(

γ − γs

α
)2 exp−(

γ − γs

α
)2φ1dγ

≃ −F (U)

∫ γmax

0

[

1 − (
γ − γs

α
)2
]

exp−(
γ − γs

α
)2φ1dγ

= −F (U)s01 +
F (U)

α2

∫ γmax

0
(γ2 − 2γγs + γ2

s ) exp−(
γ − γs

α
)2φ1dγ

= −F (U)s01 +
F (U)

α2
s21 − 2γs

F (U)

α2
s11 + γ2

s

F (U)

α2
s01132



ANNEXE A. EQUATIONS DES MOMENTSDeuxième terme
−
∫ γmax

0
exp−(

γ − γs

α
)2(−Kβγ22 +Kβf(uf )(c1γ

21 + c2γ
20))φ1dγ = Kβs221 −Kβf(uf )(c1s

21
1 + c2s

20
1 )Troisième terme

− 2

∫ γmax

0

γ − γs

α
exp−(

γ − γs

α
)2hfφ1dγ

= −2

∫ γmax

0

γ − γs

α
(−βγ2 + β(c1γ + c2)f(uf )) exp−(

γ − γs

α
)2φ1dγ

= 2

∫ γmax

0

γ − γs

α
βγ2 exp−(

γ − γs

α
)2φ1dγ − 2f(uf )

∫ γmax

0
β(c1γ + c2)

γ − γs

α
exp−(

γ − γs

α
)2φ1dγ

=
2β

α
s31 −

2βγs

α
s21 −

2β

α
f(uf )

[

as21 + (c2 − c1γs)s
1
1 − c2γss

0
1

]Ce qui nous donne l'équation :
∂s01
∂t

+
∂gfs

0
1

∂a
= s01

[

−F (U) + F (U)
γ2

s

α2
+ 2f(uf )

βγsc2
α

]

+ s11

[

−2γs

α2
F (U) − 2f(uf )

β(c2 − c1γs)

α

]

+ s21

[

F (U)
1

α2
− 2βγs

α
− 2f(uf )

βc1
α

]

+ s31

[

2β

α

]

+ Kβc2s
22
1 −Kβf(uf )(c1s

21
1 + c2s

20
1 )A.3.2.2 . s02On raisonne de la même manière que pour s01 et on obtient l'équation :

∂s02
∂t

+
∂s02
∂a

= s02

[

−F (U) + F (U)
γ2

s

α2
+ 2f(uf )

βγsc2
α

]

+ s12

[

−2γs

α2
F (U) − 2f(uf )

β(c2 − c1γs)

α

]

+ s22

[

F (U)
1

α2
− 2βγs

α
− 2f(uf )

βc1
α

]

+ s32

[

2β

α

]

− Ks221 +Kβf(uf )(c1s
21
1 + c2s

20
1 )133



A.3. INTÉGRATION SUR LES MATURITÉSA.3.2.3 . s02+
∂s02+
∂t

+
∂s02+
∂a

= s02+

[

−F (U) + F (U)
γ2

s

α2
+ 2f(uf )

βγsc2
α

]

+ s12+

[

−2γs

α2
F (U) − 2f(uf )

β(c2 − c1γs)

α

]

+ s22+

[

F (U)
1

α2
− 2βγs

α
− 2f(uf )

βc1
α

]

+ s32+

[

2β

α

]

A.3.3 Dynamique des moments d'ordre supérieurNous voyons que les équations des moments font apparaître des moments d'ordre supérieur.Nous nous intéressons don
 à l'évolution de 
es moments et trouvons une relation de ré
urren
eentre les moments d'ordre j et les moments d'ordre supérieur.A.3.3.1 Ré
urren
e pour les µj
i

µj
1 =

∫ γmax

0
γjφ1dγAve


∂γjφ1

∂t
+
∂gfγ

jφ1

∂a
+
∂γjhfφ1

∂γ
= −γjλφ1 − γjΛφ1 + jγj−1hfφD'où

∂µj
1

∂t
+
∂gfµ

j
1

∂a
= −F (U)sj

1 +Kβµj+22
1 −Kβf(uf )[c1µ

j+21
1 + c2µ

j+20
1 ] (A.3)

+ j(−βµj+1
1 + βc1f(uf )µj

1 + βc2f(uf )µj−1
1 )Ave
 le même raisonnement on obtient µj

2 et µj
2+ :

∂µj
2

∂t
+
∂µj

2

∂a
= −F (U)sj

2 −Kβµj+22
1 +Kβf(uf )[c1µ

j+21
1 + c2µ

j+20
1 ] (A.4)

+ j(−βµj+1
2 + βc1f(uf )µj

2 + βc2f(uf )µj−1
2 )

∂µj
2+

∂t
+
∂µj

2+

∂a
= −F (U)sj

2+ + j(−βµj+1
2+ + βc1f(uf )µj

2+ + βc2f(uf )µj−1
2+ ) (A.5)134



ANNEXE A. EQUATIONS DES MOMENTSA.3.3.2 Ré
urren
e pour les sj
iOn a pour sj

1

∂γj exp−(γ−γs

α )2φ1

∂t
+

∂gfγ
j exp−(γ−γs

α )2φ1

∂a
+
∂hfγ

j exp−(γ−γs

α )2φ1

∂γ

=

∫ γmax

0

(

jγj−1hf exp−(
γ − γs

α
)2φ1 − 2γjhf

γ − γs

α
exp−(

γ − γs

α
)2φ1

)

dγ

−
∫ γmax

0
γj exp−(

γ − γs

α
)2[λ+ Λ]φ1dγ

D'où la ré
urren
e de sj
1

∂sj
1

∂t
+
∂gfs

j
1

∂a
= sj−1

1 [jβc2f(uf )]

+ sj
1

[

jβc1f(uf ) − F (U) + F (U)
γ2

s

α2
+ 2f(uf )

βγsc2
α

]

+ sj+1
1

[

−jβ − 2γs

α2
F (U) − 2f(uf )

β(c2 − c1γs)

α

]

+ sj+2
1

[

F (U)
1

α2
− 2βγs

α
− 2f(uf )

βc1
α

]

+ sj+3
1

[

2β

α

]

+ Kβsj+22
1 −Kβf(uf )[c1s

j+21
1 + c2s

j+20
1 ]

De la même manière on obtient sj
2 et sj

2+ :135



A.4. INTÉGRATION SUR LES ÂGES
∂sj

2

∂t
+
∂sj

2

∂a
= sj−1

2 [jβc2f(uf )]

+ sj
2

[

jβc1f(uf ) − F (U) + F (U)
γ2

s

α2
+ 2f(uf )

βγsc2
α

]

+ sj+1
2

[

−jβ − 2γs

α2
F (U) − 2f(uf )

β(c1 − c2γs)

α

]

+ sj+2
2

[

F (U)
1

α2
− 2βγs

α
− 2f(uf )

βc1
α

]

+ sj+3
2

[

2β

α

]

− Kβsj+22
1 +Kβf(uf )[c1s

j+21
1 + c2s

j+20
1 ]

∂sj
2+

∂t
+
∂sj

2+

∂a
= sj−1

2+ [jβc2f(uf )]

+ sj
2+

[

jβc1f(uf ) − F (U) + F (U)
γ2

s

α2
+ 2f(uf )

βγsc2
α

]

+ sj+1
2+

[

−jβ − 2γs

α2
F (U) − 2f(uf )

β(c2 − c1γs)

α

]

+ sj+2
2+

[

F (U)
1

α2
− 2βγs

α
− 2f(uf )

βc1
α

]

+ sj+3
2+

[

2β

α

]

A.4 Intégration sur les âgesNous sommes parvenus à intégrer la densité φ par rapport à la maturité et à exprimerl'évolution de 
es moments µj
i uniquement en fon
tion des moments sj

i et de leurs momentsd'ordre supérieur. Nous souhaitons à présent intégrer en fon
tion de la variable d'âge a�n dedé
rire dire
tement l'évolution des observables physiologiques : le nombre de 
ellules et la matu-rité globale d'un folli
ule ; et si possible d'obtenir un système régi par des équations aux dérivéesordinaires.On dé�nit pour le système Σ1 :
M j

i (t) =

∫ a1

0
µj

i (a, t)da

oj
i (t) =

∫ a1

0
sj
i (a, t)da136



ANNEXE A. EQUATIONS DES MOMENTSOn obtient alors les équations à partir des équations (A.3) et (A.4) et des 
onditions aux limites :
dM j

1

dt
+ gf (µj

1(a1, t) − 2µj
1(a1, t− τ)) = −F (U)oj

1 +KβM j+22
1 −Kβf(uf )[c1M

j+21
1 + c2M

j+20
1 ]

+ j(−βM j+1
1 + βc1f(uf )M j

1 + βc2f(uf )M j−1
1 )

dM j
2

dt
+ µj

2(a1, t) = −F (U)oj
2 −KβM j+22

1 +Kβf(uf )[c1M
j+21
1 + c2M

j+20
1 ]

+ j(−βM j+1
2 + βc1f(uf )M j

2 + βc2f(uf )M j−1
2 )Ave
 la dynamique de oj

i (t) :
doj

1

dt
+ gf (sj

1(a1, t) − 2sj
1(a1, t− τ)) = oj−1

1 [jβc2f(uf )]

+ oj
1

[

jβc1f(uf ) − F (U) + F (U)
γ2

s

α2
+ 2f(uf )

βγsc2
α

]

+ oj+1
1

[

−jβ − 2γs

α2
F (U) − 2f(uf )

β(c2 − c1γs)

α

]

+ oj+2
1

[

F (U)
1

α2
− 2βγs

α
− 2f(uf )

βc1
α

]

+ oj+3
1

[

2β

α

]

+ Kβoj+22
1 −Kβf(uf )[c1o

j+21
1 + c2o

j+20
1 ]

doj
2

dt
+ sj

2(a1, t) = oj−1
2 [jβc2f(uf )] + oj

2

[

jβc1f(uf ) − F (U) + F (U)
γ2

s

α2
+ 2f(uf )

βγsc2
α

]

+ oj+1
2

[

−jβ − 2γs

α2
F (U) − 2f(uf )

β(c2 − c1γs)

α

]

+ oj+2
2

[

F (U)
1

α2
− 2βγs

α
− 2f(uf )

βc1
α

]

+ oj+3
2

[

2β

α

]

− Kβoj+22
2 +Kβf(uf )[c1o

j+21
2 + c2o

j+20
2 ]Pour le système Σ2 on dé�nit :

M j
2+(t) =

∫ a2

a1

µj
2+(a, t)da

oj
2+(t) =

∫ a2

a1

sj
2+(a, t)da137



A.5. REMARQUES DE CONCLUSIOND'où la dynamique de 
es moments :
dM j

2+

dt
+ µj

2+(a2, t) − µj
2+(a1, t) = −F (U)oj

2+ + j(−βM j+1
2+ + βc1f(uf )M j

2+ + βc2f(uf )M j−1
2+ )

doj
2+

dt
+ sj

2+(a2, t) − sj
2+(a1, t) = oj−1

2+ [jβc2f(uf )]

+ oj
2+

[

jβc1f(uf ) − F (U) + F (U)
γ2

s

α2
+ 2f(uf )

βγsc2
α

]

+ oj+1
2+

[

−jβ − 2γs

α2
F (U) − 2f(uf )

β(c2 − c1γs)

α

]

+ oj+2
2+

[

F (U)
1

α2
− 2βγs

α
− 2f(uf )

βc1
α

]

+ oj+3
2+

[

2β

α

]Il faut alors pré
iser les dynamiques de µj
1(a1, t), µj

2(a1, t), µj
2+(a2, t) ainsi que de sj

1(a1, t),
sj
2(a1, t), sj

2+(a2, t). Les 
onditions aux limites nous donnent :
µj

2+(a1, t) = µj
2(a1, t)

sj
2+(a1, t) = sj

2(a1, t)A.4.1 Dynamique des µ
j
i (a1, t)

dµj
1(a1, t)

dt
=

d

dt

∫ γmax

0
γjφ1(a1, γ, t)dγ

dµj
1(a1, t)

dt
= −

∫ γmax

0
γjλφ1(a1, γ, t)dγ −

∫ γmax

0
γjΛφ1(a1, γ, t)dγ

−
∫ γmax

0
γj ∂hfφ1(a1, γ, t)

∂γ
dγ −

∫ γmax

0
γj ∂gfφ1(a1, γ, t)

∂a
|a1dγ

= −sj
1(a1, t) +Kβµj+22

1 (a1, t) −Kβf(uf )[c1µ
j+21
1 (a1, t) + c2µ

j+20
1 (a1, t)]

+ j(−βµj+1
1 (a1, t) + c1βµ

j
1(a1, t) + c2βµ

j−1
1 ) − ν(a1, t)Ave


ν(a1, t) =

∫ γmax

0
γj ∂gfφ1(a1, γ, t)

∂a
|a1dγA.5 Remarques de 
on
lusionMalheureusement, nous ne sommes pas parvenus à exprimer tous les moments voulus a�n denous ramener à un système uniquement régi par les moments de la densité 
ellulaire.138



ANNEXE A. EQUATIONS DES MOMENTSLes moments d'ordre élevés sont dûs à la fon
tion de Weibull.On exprime les moments étudiés en fon
tion des moments d'ordres supérieurs (+22), d'où lané
essité d'une relation de 
l�ture. Mais nous n'avons pas d'idée sur 
ette relation a
tuellement.Pour les équations des moments M j
i , il faut 
onnaître la dynamique des moments à un âge donné(a1), 
e qu'on n'a pas exprimé.Nous ne pouvons don
 dire
tement é
rire des équations aux dérivées ordinaires qui dé
riventdire
tement l'évolution des moments de la densité 
ellulaire à 
ause des termes des la densité
ellulaire au bord a = a1 ainsi que l'absen
e de relation de 
l�ture.
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Annexe B
Régularisation
B.1 Dynamique des phases de régularisationLa variable φfc n'est pas 
ontinue aux transitions entre les phases 
ellulaires, à 
ause des 
ondi-tions de transfert (5.2) et (5.3).Nous introduisons deux nouvelles phases pour régulariser φfc, que l'on nomme phase 1-2 etphase-mit :- la dynamique de la phase 1-2 permet de régulariser la 
ondition de saut (5.2) sur φfc entre laphase 1 et la phase 2 ;- la dynamique de la phase-mit permet de régulariser la 
ondition de saut (5.3) sur φfc entre laphase 2 et la phase 1.L'introdu
tion de 
es deux nouvelles phases modi�e le domaine spatial 
omme représenté surla Figure B.1, où phase 1={(a, γ) ∈ [0, a1[×[0, γs[}, phase 1-2={(a, γ) ∈ [a1, a12[×[0, γs[},phase 2={(a, γ) ∈ [a12, a2[×[0, γs[},phase-mit={(a, γ) ∈ [a2, amit[×[0, γs[} and phase 3={(a, γ) ∈
[0,∞) × [γs,∞)}La dynamique des phases 1, 2 et 3 est dé�nie dans les équations (3.2,3.3,3.4).La dynamique dans la phase 1-2 et le Hamiltonien Hf1−2 sont 
hoisis tels que :

∀ k ∈ N, ∀c = 1 . . . n

∀ (ac, γc, φfc) ∈ [a1 + kamit, a12 + kamit] × [0, γs] × [0,∞)










dac

dt = 1
dγc

dt = 0
dφfc

dt = k1φfc

(B.1)
Hf1−2 =

n
∑

c=1

pac + k1

n
∑

c=1

pφfc
φfc (B.2)Soit t1 tel que ac(t1) = a1, et t12 tel que ac(t12) = a12.
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a1 a mita2

Phase 3

Phase 1 Phase 1−2 Phase 2 Phase 1 Phase 1

γ
s

a12

1 cell cycle

Phase−mit

Fig. B.1 � Introdu
tion des nouvelles phasesGrâ
e à 
ette phase additionnelle, la 
ondition (5.2) devient :
φfc(t12) = (g1uf (t1) + g2)φfc(t1)Selon la dynamique en phase 1-2 eq.(B.1) :

φfc(t12) = φfc(t1) exp(k1(t12 − t1)) = φfc(t1) exp(k1(a12 − a1))don
 on identi�e
k1 =

ln(g1uf (t1) + g2)

a12 − a1La dynamique dans la phase-mit et son Hamiltonien Hfmit sont 
hoisis tels que :
∀ k ∈ N, ∀c = 1 . . . n

∀ (ac, γc, φfc) ∈ [a2 + kamit, (k + 1)amit] × [0, γs] × [0,∞)










dac

dt = 1
dγc

dt = 0
dφfc

dt = k2φfc

(B.3)
Hfmit =

n
∑

c=1

pac + k2

n
∑

c=1

pφfc
φfc (B.4)Soit t2 tel que ac(t2) = a2, et tmit tel que ac(tmit) = amit.Grâ
e à 
ette phase additionnelle, la 
ondition (5.3) devient :

2φfc(t2) = (g1uf (tmit) + g2)φfc(tmit)Selon la dynamique en phase-mit (B.3) :
φfc(tmit) = φfc(t2) exp(k2(tmit − t2)) = φfc(t2) exp(k1(amit − a2))141



B.2. SIMPLIFICATION DES PHASES DE RÉGULARISATIONdon
 on identi�e
k2 =

ln( 2
g1uf (tmit)+g2

)

amit − a2Cette régularisation ne modi�e pas la dynamique du système en profondeur, 
ar la variabled'âge est seulement retardée. Comme l'âge est essentiellement utilisé 
omme un marqueur dephase, les dynamiques obtenues sans 
ette régularisation peuvent également être obtenues ave
,en modi�ant la 
alibration numérique du système.
B.2 Simpli�
ation des phases de régularisationNous allons montrer que uf (t1) = uf (tmit), 
e qui permet de simpli�er le pro
essus derégularisation et d'aggréger les deux phases de régularisation dans la seule phase 2.Les valeurs du 
ontr�le uf (t1) et uf (tmit) dépendent des valeurs de A(t1), B(t1), et A(tmit),
B(tmit) (voir Eq.(5.15)).Au temps t1, qui 
orrespond à la �n de la phase 1, A(t1) = τhf

∑n
c=1 (c1γc(t1) + c2)pγc(t1) −

τhfc1
∑n

c=1 φfc(t1)pφfc(t1) et B(t1) = τgfg1
∑n

c=1 pac(t1).Les 
ovariables pxc véri�ent :
dpxc

dt
= −∂Hf

∂xc
, (B.5)où Hf est le Hamiltonien, et xc est ac, γc ou φfc [4℄.A la �n de la phase 1-2, au temps t12, étant données les équations (B.5) et (B.2) :

A(t1) = p2(t1)β(c1γ(t1) + c2) − p3(t1)βc1φf (t1) et B(t1) = p1baf .A la �n de la phase 1-2, au temps t12, étant données les Eqs.(B.5) et (B.2) :


























pac(t12) = pac(t1)

pγc(t12) = pγc(t1)

pφfc
(t12) = 1

(g1uf (t1)+g2)
pφfc

(t1)

γc(t12) = γc(t1)

φfc(t12) = (g1uf (t1) + g2)φfc(t1)

(B.6)
Jusqu'à la �n de la phase 2, au temps t2, toutes 
es valeurs restent identiques à 
elles atteintesau temps t12.A la �n de la phase-mit, au temps tmit :































pac(tmit) = pac(t2)

pγc(tmit) = pγc(t2)

pφfc
(tmit) =

(g1uf (tmit)+g2)
2 pφfc

(t2)

γc(tmit) = γc(t2)

φfc(tmit) = 2
(g1uf (t2)+g2)

φfc(t2)

(B.7)
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ANNEXE B. RÉGULARISATIONDon
, à la �n de la phase-mit, avant d'entrer de nouveau dans la phase 1 :
A(tmit) = τhf

n
∑

c=1

(c1γc(tmit) + c2)pγc(tmit) − τhfc1

n
∑

c=1

φfc(tmit)pφfc
(tmit)

= τhf

n
∑

c=1

(c1γc(t1) + c2)pγc(t1)

− τhfc1

n
∑

c=1

2

(g1uf (tmit) + g2)
(g1uf (t1) + g2)φfc(t1)

(g1uf (tmit) + g2)

2

1

(g1uf (t1) + g2)
pφfc

(t1)

= A(t1)

B(tmit) = τgfg1

n
∑

c=1

pac(tmit) = B(t1)Nous avons montré que A(tmit) = A(t1) et B(tmit) = B(t1). Ainsi, le 
ontr�le appliqué au temps
tmit est le même que 
elui appliqué au temps t1.Il est intéressant de noter que quelque soit le 
ontr�le appliqué au temps t1, la valeur de la variable
φf au temps tmit est φf (tmit) = 2φf (t1) (voir Eqs (B.6 et B.7)). Cela permet d'enlever les phasesde régularisation et d'utiliser la phase 2 pour introduire une dynamique linéaire en φfc, 
ommedans l'Eq. (5.11), et d'opérer la régularisation pour obtenir à la �n de mitose φfc(t2) = 2φfc(t1).
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Annexe C
Bibliographie annexe
Dans 
ette annexe sont présentés les abstra
ts des publi
ations liées à 
e travail.N. E
henim, D. Monniaux, M. Sorine and F. Clément. Multi-s
ale modeling of the folli
le sele
-tion pro
ess in the ovary. Math. Bios
i., 198 : 57-79, 2005.Abstra
t :The biologi
al meaning of folli
ular development is to free fertilizable oo
ytes at the time ofovulation. The ovulation rate results from an FSH-dependent folli
le sele
tion pro
ess. In thispaper, we designed a multi-s
ale model of folli
ular development, where sele
tion arises fromthe endo
rine feedba
k between the ovaries and pituitary gland and appeals to 
ontrol theory
on
epts. Ea
h ovarian folli
le is des
ribed through a 2D density fun
tion giving an age andmaturity-stru
tured des
ription of its 
ell population. The 
ontrol intervenes in the velo
ity, gainand loss terms of the 
onservation law ruling the 
hanges in the density. The model a

ountsfor the 
hanges in the total 
ell number, growth fra
tion and global maturity of both ovulatoryand degenerating folli
les for various intensities of the sele
tion rate. The di�erent sele
tion pro-
ess outputs (mono- or poly-ovulation, anovulation) predi
ted by the model are 
onsistent withphysiologi
al knowledge regarding vas
ularization, pituitary sensitivity to ovarian feedba
k andtreatment with exogenous FSH.N. E
henim, M. Sorine and F. Clément. A multi-s
ale model for the 
ontrolled sele
tion pro-
ess of ovulatory folli
les. Pro
eedings of the IEEE ECC-CDC 
onferen
e, Sevilla, De
ember2005.Abstra
t :The biologi
al meaning of folli
ular development is to free fertilizable oo
ytes at the time ofovulation. The sele
tion of ovulatory folli
les in mammal ovaries is an FSH-dependent sele
tionpro
ess. In this paper, we design a multi-s
ale model of folli
ular development, where sele
tionarises from the feedba
k between the ovaries and the pituitary gland and appeals to 
ontroltheory 
on
epts. Ea
h ovarian folli
le is 
hara
terized by a 2D density fun
tion giving an age andmaturity-stru
tured des
ription of its 
ell population. The 
ontrol intervenes in the velo
ity andloss terms of the 
onservation law ruling the 
hanges in the density. The numeri
al outputs of



ANNEXE C. BIBLIOGRAPHIE ANNEXEthe model, integrated with the �nite volume method, are 
onsistent with physiologi
al knowledge.N. E
henim, F. Clément and M. Sorine. A multis
ale model for the sele
tion 
ontrol of ovu-latory folli
les. Pro
eedings of the CNRS-NSF workshop �Biology and 
ontrol theory : 
urrent
hallenges�, Toulouse, April 2006.Abstra
t :The biologi
al meaning of folli
ular development is to free fertilizable oo
ytes at the time ofovulation. The sele
tion of ovulatory folli
les in mammal ovaries is an FSH dependent sele
tionpro
ess. In this paper, we design a multis
ale model of folli
ular development, where sele
tionarises from the feedba
k between the ovaries and the pituitary gland and appeals to 
ontroltheory 
on
epts. Ea
h ovarian folli
le is 
hara
terized by a 2D density fun
tion giving an ageand maturity-stru
tured des
ription of its 
ell population. The 
ontrol intervenes in the velo
ityand loss terms of the 
onservation law ruling the 
hanges in the density. This leads to some new
ontrol problems.N. E
henim, M. Sorine and F. Clément. Modeling and asymptoti
 behaviour of terminally deve-lopping ovarian folli
les. Pro
eedings of the euro
onferen
e �Whi
h Mathemati
s for Biology ?�,Anogia, July 2006.Abstra
t :During ea
h ovarian 
y
le, only a de�nite number of folli
les ovulate, while the others undergoa degeneration pro
ess. The ovulation rate results from an FSH-dependent folli
le sele
tion pro-
ess. FSH a
ts on the granulosa 
ells surrounding the oo
yte and 
ontrols their 
ommitmenttowards either proliferation, di�erentiation or apoptosis. The 
ellular 
omposition of the gra-nulosa ultimately determines the folli
ular fate. We have designed a multi-s
ale mathemati
almodel where a 2D-
onservation law des
ribes the age and maturity stru
turation of the folli
ular
ell population. Intera
tions between the folli
les are taken into a

ount through the integrals ofthe solution. The method of 
hara
teristi
s and the parti
le methods are studied to des
ribe thebehaviour of the model in response to di�erent 
ontrol terms. Convergent, divergent or os
illatoryasymptoti
 behaviours are presented.N. E
henim, M. Sorine and F. Clément. Control of 
ellular apoptosis in ovarian folli
les. Pro
ee-dings of the SIAM Life S
ien
es 
onferen
e, Raleigh, August 2006.Abstra
t :In ea
h ovarian 
y
le, only a de�nite number of folli
les ovulate, the others degenerate throughan apoptosis-mediated pro
ess. We have designed a multi-s
ale mathemati
al model where de-generation results from the hormonally-
ontrolled 
on�nement of folli
ular 
ells within a zone ofvulnerability towards apoptosis. We study how the 
ontrol operates and how to 
ontrol apoptosisby 
onsidering the 
hara
teristi
s of the 2D-
onservation law des
ribing the age and maturitystru
turation of the folli
ular 
ell population.N. E
henim, F. Clément and M. Sorine. Multi-s
ale modeling of folli
ular ovulation as a rea-
hability problem SIAM MMS, Submitted.Abstra
t : 145



During ea
h ovarian 
y
le, only a de�nite number of folli
les ovulate, while the others undergo adegeneration pro
ess 
alled atresia. We have designed a multi-s
ale mathemati
al model whereovulation and atresia result from a hormonal 
ontrolled sele
tion pro
ess. A 2D-
onservationlaw des
ribes the age and maturity stru
turation of the folli
ular 
ell population. In this paper,we fo
us on the operating mode of the 
ontrol, through the study of the 
hara
teristi
s of the
onservation law. We des
ribe in parti
ular the set of mi
ros
opi
 initial 
onditions leading to thema
ros
opi
 phenomenon of either ovulation or atresia, in the framework of ba
kwards rea
hablesets theory
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