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1 dimensic

Objectif d’'un systeme d’optique adaptative :

Corriger en temps réel la netteté des images obtenues
par des téléscopes terrestres
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Introduction

Objectif d’'un systeme d’optique adaptative :

Corriger en temps réel la netteté des images obtenues
par des téléscopes terrestres

Contrainte :

La résolution d’'un téléscope est limitée non par la diffraction
mais par la turbulence atmosphérique

Solution existante :
Seuls des systemes statiques et empiriques sont utilisés
Motivation :

Miroirs de plus en plus grand avec beaucoup d’actionneurs
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oduction

rmalisme d'état

uste en dimension infinie
Application Numériq

Plane Wavefront

Source
Atmospheric Turbulence O
Turbulent Wavefront i
Command
Bimorph Mirror
Y \
\ \
V Piezoelectric Sensors|
¥
Tilt-Tip Mirror Wavefront sensor
Beam Splitter (Shack Hartmann)

41 Corrected Wavefront

Camera
(High Resolution Image)
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I'’Analyseur de Schack-Hartmann

Front d’onde turbulent

y . " © spot turbulent
\ Matrice de micro-lentilles % s
\ matrice CCD + axe optique

fensiidies ébe vk
. .
0% v %

mesure la déformation du miroir a posteriori.
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Galaxie NGC 7469

Surface de la lune

Lucie BAUDOUIN avec C. Prieur, D. Arzelier et F. Guignard



Modele de type edp - C. Prieur, M. Lenczner.
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Modele de type edp - C. Prieur, M. Lenczner.

Avant homogénéisation :

couche élastique réfléchissante

Motif Y = plaque mince ( couche de capteurs piézo ) de taille ¢

couche d’actionneurs piézo

Variables du probleme
u® = tension imposée sur les inclusions actionneurs
e® = déplacement vertical de la plaque
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Modeéle de type edp - C. Prieur, M. Lenczner.

Avant homogénéisation :
couche élastique réfléchissante

Motif Y = plaque mince ( couche de capteurs piézo ) de taille ¢

couche d’actionneurs piézo

Variables du probleme
u® = tension imposée sur les inclusions actionneurs
e® = déplacement vertical de la plaque

Convergence a deux échelles (¢ — 0) :

modéele microscopique - localisé en Y
modéle macroscopique - homogénéisé.

Lucie BAUDOUIN avec C. Prieur, D. Arzelier et F. Guignard



Introduction

Modeéle de type edp - C. Prieur, M. Lenczner.

Avant homogénéisation :

couche élastique réfléchissante

Motif Y = plaque mince ( couche de capteurs piézo ) de taille ¢

couche d’actionneurs piézo

Variables du probleme
u® = tension imposée sur les inclusions actionneurs
e® = déplacement vertical de la plaque
Convergence a deux échelles (¢ — 0) :

modéele microscopique - localisé en Y
modéle macroscopique - homogénéisé.

Equation des plagues pour le déplacement transversal e :

p 02e+ Q1A% + Qe = dg1 Au

p = densité surfacique, Q1 = rigidité flexionnelle, Q2 = terme correctif
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e=ce(t,x) avec z € Q) etle miroir 2 est un disque de rayon a.
Conditions de bord libre pour e € HZ,(£2) en coord. polaire :

e, (10, 10 iy
arz TV \For T 12 562 —a N
0 1 0 (10e

E(Ae)'f' ;(l_y)a (Ta@>’Ta =0
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Introduction

e=ce(t,x) avec z € Q) etle miroir 2 est un disque de rayon a.
Conditions de bord libre pour e € HZ,(£2) en coord. polaire :
e (10e 1%
arz TV \rar T 2 962

0 1 0 (10e
E(Ae)+;(1_y)5 (Ta@>’T_a =0

Produit scalaire en coord. cartésiennes (z1,22) € Q2 :

=0

r=a

<u,v >H§C<Q) = AulAv — (1 — V) (

8%u0%v  O%u 8%)
Q

0x3 0x3 Oz} 023
0%u 0%v

2(1 — .

+ ( V) (81‘18962 8x18x2> dl‘ldl‘g
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Introduction

Phénomeéne aléatoire générant ¢y :
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Théorie de Kolmogorov :
densité spectrale de puissance

W, (f) =7.2x1073 (2) P
7o

Equation Stochastique pour un modele
dynamique représentant ¢y :

Orpur = Forr + Gur

Décomposition sur les modes de
Zernike

Utilisation d’un filtre formeur



oduction
Form

n dimension infi

on Numérique

i Z;(r, 0) Name 01 (jw) O1(je

0 1 Piston w= ( ) ( :

1 2L cos 6 y tilt wn, (jw) . oy (jw

2 2% sino it H(jw)  ————
3 ﬂ(2(§)2 —-1) Focus

4 VB(L)2 cos 20 Astigmatism

5 VB(L)2 sin 20 Astigmatism

6 \/g(B(ﬁ)‘j —2%)cosd Pure coma

7 \/§(3(£)3‘ —2%)sing Pure coma

8 | VB(B(D) —6(2)%2+1) Spherical

Nz
Pur(r,0,1) = Y ¢i(t) Zi(r,6)

i=3
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Introduction

i Z;(r, 0) Name
0 1 Piston w ( ) ( H ) =¢
1 2l cos @ y tilt wy () . o, (jw)
2 2L sin 0 x tit H{(jw)
3 VB(2)2 -1 Focus
4 Ve(L )2 cos 26 Astigmatism
5 f( & )2 sin 26 Astigmatism
6 VB(3(% )‘5 cos 6 Pure coma .
; VEG( ry,, —2%)aine Pure coma Calcul des matrices F' et G
4 _ 2 ¢ .
o | vse) o2+ 1) | spnerca Fréquence de coupure temporelle
des Z;
14
fc,, = O.B(ni + 1)*
¢tur r,0,t) ~ Z¢z "' 0) 2a
i=3 n; ordre radial de Z;, V' vitesse
Construction d’une représentation d’état : moyenne du vent. On obtient

F =diag,(—2nfc,)

puis (Lyapunov - état stable)

otd = Fo + Guw.

¢=(d3, ,ON,), w= (w3, ,WN,)
un bruit blanc gaussien de moyenne nulle.
Filtre formeur de la forme : avec P = cov(¢;, dj).

GG' = —(FP + PF’)
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Introduction
Formalisme d'état

n dimension infinie

' =Ax + Biw + Bsu
z = Cl,ZC + D12’u,
y = Cox + Dyjw

z = (e, Ore, drur) OU e = déplacement vertical de la poutre

w = (Wmod, Wy » Whur, Wpiezo) = Perturbations

u = tension de contréle

z = (¢res, u) = Sortie a contréler

y = (ype, ygy) = (SOrtie piézoelectrique, sortie de I'analyseur)

Lucie BAUDOUIN avec C. Prieur,



Formalisme d'état

T = Ax + Blw + BQU
zZ = Cll' + D12’LL
y = Cox + Dyjw

z = (e, Ore, drur) OU e = déplacement vertical de la poutre

w = (Wnod, Wey > Whur, Wpiezo) = Perturbations

u = tension de contréle

z = (¢res, u) = Sortie a contréler

y = (ype, ygy) = (SOrtie piézoelectrique, sortie de I'analyseur)

0 0
i D12=(1)
0 I 0\ gy=| 381A
Q1 2 Q2 P
A= |=Traz- =t 0 o ) A
Co = 47
0 A _Am
A
0 0
D21_<0 c
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Introduction
Formalisme d'état

Contréle Robuste en dimension infinie

Tous les opérateurs sont construits par I'intermédaire des informations suivantes :

Perturbation du modéle wmeg €t wiyr,
des mesures de I'analyseur wyg,, et des capteurs wpiezo-

front d’onde

deforme
front d’onde
corrige

e miroir commande
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Formalisme d'état

Tous les opérateurs sont construits par I'intermédaire des informations suivantes :

Perturbation du modéle wmeg €t wiyr,
des mesures de I'analyseur wyg,, et des capteurs wpiezo-

Equation des poutres : dye + Q1A%e + Qae = dz1 Au + bpwmeg
Turbulence atmosphérique : 8 pwr = Fwur + Gwir = A, B et B».

front d’onde

deforme
front d’onde
corrige

e miroir commande
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Formalisme d'état

Tous les opérateurs sont construits par I'intermédaire des informations suivantes :

Perturbation du modéle wmeg €t wiyr,
des mesures de I'analyseur wyg,, et des capteurs wpiezo-

Equation des poutres : dye + Q1A%e + Qae = dz1 Au + bpwmeg

Turbulence atmosphérique : 8 pwr = Fwur + Gwir = A, B; et Bo.
. . . A 4
Sortie optique a controler : ¢res = —Tﬂe + otur
Amplitude du contréle : u = C et Dio.
front d’onde

deforme
front d’onde
corrige

e miroir commande
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Formalisme d'état

Tous les opérateurs sont construits par I'intermédaire des informations suivantes :

Perturbation du modéle wmeg €t wiyr,
des mesures de I'analyseur wyg,, et des capteurs wpiezo-

Equation des poutres : dye + Q1A%e + Qae = dz1 Au + bpwmeg

Turbulence atmosphérique : 8 pwr = Fwur + Gwir = A, B; et Bo.
. . . A 4
Sortie optique a controler : ¢res = —Tﬂe + otur
Amplitude du contréle : u = C et Dio.
Sortie piézoelectrique du modeéle : ype = €31Ae + dwpiezo
. 4
Sortie de I'analyseur de Schack Hartmann : yg,, = —%e + brur + cwg,
= (s et Doj.

front d’onde

deforme
front d’onde
corrige

miroir commande

' = Az + Biw + Bau
z=Ci1x+ Di2u e
y = Cox + Dajw
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Formalisme d'état

_

Pur
Dynamique
Turbulence
I / €
Peor & Modele .
)
Plaques ;

Weur

Miroir

Ype

YsH
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Arzelier et F. Gui
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Modele mathématique

LIONS et DUVAUT, 1972 - Les inéquations en Méca. et Phys.
LIONS et MAGENES, 1968 - Pb aux Limites non Homogénes
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Modele mathématique

LIONS et DUVAUT, 1972 - Les inéquations en Méca. et Phys.
LIONS et MAGENES, 1968 - Pb aux Limites non Homogénes

Contrble H., en dimension infinie

BENSOUSSAN et BERNHARD, 1993
VAN KEULEN, 1994
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Formalisme d'état

Modele mathématique

LIONS et DUVAUT, 1972 - Les inéquations en Méca. et Phys.
LIONS et MAGENES, 1968 - Pb aux Limites non Homogénes

Controle H., en dimension infinie

BENSOUSSAN et BERNHARD, 1993
VAN KEULEN, 1994

Optique Adaptative

RODDIER, 1999 - Adaptive Optics in Astronomy
PASCHALL et ANDERSON, 1993

MILLER et GROCOTT, 1999

FRAZIER, TYSON, SMITH et ROCHE, 2004
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Contrdle Robust dimension infinie
A ique

Controle Robuste en dimension infinie
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Contrdle Robuste

X, U, W, Z etY sont des Hilberts séparables

A generateur infinitesimal d’'un Cp-semi-groupe sur X ie
Sizo € X alors il existe une solution unique = € C([0, T]; X) N C*(0,T; X) pour
I'équation =z’ = Ax avec donnée initiale z(0) = zo.

By € LW, X),B2 € L(U,X),C1 € L(X,Z), D12 € LU, Z), ...
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Contréle Robuste en dimension infinie

X, U, W, Z etY sont des Hilberts séparables

A generateur infinitesimal d’'un Cp-semi-groupe sur X ie
Sizo € X alors il existe une solution unique = € C([0, T]; X) N C*(0,T; X) pour
I'équation =z’ = Ax avec donnée initiale z(0) = zo.

By € LW, X),B2 € L(U,X),C1 € L(X,Z), D12 € LU, Z), ...

Systéme avec retour de mesure

z'(t) = Az(t)+ Biw(t) + Bau(t), =(0)=zo
Z(t) = Clx(t) =+ Dlzu(t),
y(t) = Cox(t) + Darw(t), t>0.
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Contréle Robuste en dimension infinie

X, U, W, Z etY sont des Hilberts séparables

A generateur infinitesimal d’'un Cp-semi-groupe sur X ie
Sizo € X alors il existe une solution unique = € C([0, T]; X) N C*(0,T; X) pour
I'équation =z’ = Ax avec donnée initiale z(0) = zo.

By € LW, X),B2 € L(U,X),C1 € L(X,Z), D12 € LU, Z), ...

Systéme avec retour de mesure

z'(t) = Az(t)+ Biw(t) + Bau(t), =(0)=zo
Z(t) = Clx(t) =+ Dlzu(t),
y(t) = Cox(t) + Darw(t), t>0.

On cherche un contréleur K qui stabilise ce systéme et garantisse ||w — z|| < 7.
Il prend la forme :

{p’(t) = Mp(t) + Ny(t), p(0)=po
u(t) = Lp(t)+ Ry(t), t>0.
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Contréle Robuste en dimension infinie

Il existe un contréleur K qui stabilise ce systemetq ||w +— z|| <~
< il existe deux opérateurs définis positifs P et Q € £(X) vérifiant

(i) A*P+ PA+ P(y 2B, B} — ByB3)P +C;C, =0

et A+ (y~2B1B; — BaB3)P genére un semi-groupe stable,
(i1) AQ+ QA* +Q(y2C;Cy — C3C2)Q + B1Bf =0

et A* + (v 20701 — C3C5)Q genére un semi-groupe stable,
(iii)  14(PQ) <~
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Contréle Robuste en dimension infinie

Il existe un contréleur K qui stabilise ce systemetq ||w +— z|| <~
< il existe deux opérateurs définis positifs P et Q € £(X) vérifiant

(i) A*P+ PA+ P(y 2B, B} — ByB3)P +C;C, =0

et A+ (y~2B1B; — BaB3)P genére un semi-groupe stable,
(i1) AQ+ QA* +Q(y2C;Cy — C3C2)Q + B1Bf =0

et A* + (v 20701 — C3C5)Q geneére un semi-groupe stable
(iii)  14(PQ) <~

Dans ce cas, le controleur K est donné par

’

M = A+ (Y ?BiBf - BaB3)P — QI =y *PQ)~'C5C,
—QU —772PQ)™'C3

B3P

= 0.

N
L
R
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Contréle Robuste en dimension infinie

Ce théoreme s’applique a notre situation :

On a existence et unicité d’une solution d’énergie finie :
méthodes standard de semi-groupes : A est la somme
d’un opérateur autoadjoint, surjectif et dissipatif et d’'un
opérateur borné...
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Contréle Robuste en dimension infinie

Ce théoreme s’applique a notre situation :

On a existence et unicité d’une solution d’énergie finie :
méthodes standard de semi-groupes : A est la somme
d’un opérateur autoadjoint, surjectif et dissipatif et d’'un
opérateur borné...

Les opérateurs B1, Bsy, C1, D12, Cy et Do; sont bornés :
inégalité de Poincaré
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Contréle Robuste en dimension infinie

Ce théoreme s’applique a notre situation :

On a existence et unicité d’une solution d’énergie finie :
méthodes standard de semi-groupes : A est la somme
d’un opérateur autoadjoint, surjectif et dissipatif et d’'un
opérateur borné...

Les opérateurs By, Bs, C1, D12, Co et Doy sont bornés :
inégalité de Poincaré

On travaille dans les espaces fonctionnels suivants :
Espace d’état : X = HZ () x L*(Q)
W= (L3(©))"
U= H?*(Q)N HYQ)
Y =27 = (L)
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Formalisme d

Robuste en dimension infinie
Application Numérique

Application Numérique
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Robuste en dimension infinie
Application Numérique

Formée des vecteurs propres de A? (avec bord C(0, a) libre) :

AkjT Aei7
z,ij(rﬁ) ak; (Jk< ]:,> +ckjlk,< I:;T))cosk:()

Ak Ak
z]%]-(r,a) = agj (Jk ( ];JT> + cpjly ( 11;7”)) sin k6O
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Application Numérique

Formée des vecteurs propres de A? (avec bord C(0, a) libre) :

A4 T AT

ag; (Jk ( ]:,> + cpjily (%”)) cos k6
A Py

Ak (Jk ( I;JT> +ij1k (%)) sin k6

Jy (resp. I, ) : fonction de Bessel (resp. modifiée) de 1% espéce et d’ordre k

Z]]é] (Tv 6)

2

Zk'j (Tv 9)
Ai;j €t ey, : coefficients liés aux conditions de bord du miroir
ay; - coefficients de normalisation

a

i\ 4 o
Les ( ==L ) sont les valeurs propres associeés.

Lucie BAUDOUIN avec C. Prieur, D. Arzelier et F. Guignard



Application Numérique

Formée des vecteurs propres de A? (avec bord C(0, a) libre) :

Ak A

ag; (Jk ( ;:r> + cpjily (kT)) cos k6@
Ak Ak

ak; (Jk ( I;JT> + cpjly ( ar>> sin k0

Jy (resp. I, ) : fonction de Bessel (resp. modifiée) de 1% espéce et d’ordre k

Zlij (r,0)

ZI%]' (Tv 9)

Ai;j €t ey, : coefficients liés aux conditions de bord du miroir

ay; - coefficients de normalisation

Les ( 2k§ ) sont les valeurs propres associeés.

On fixe kmax = on peut classer les modes propres selon les Ay ; croissants
On note alors z; = B; et :

Ve € HZ.(Q), e(t,r,0) ZaB (t,r,0).
i>1
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Application Numérique

zy = Ayzy + Binwy + Bayun
zny = Cinzn + Dianun
yn = Conyzn + Dainwy
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Application Numérique

zy = Ayzy + Binwy + Bayun
2y = CinzN + Dianun
yn = Conyzn + Do ywpn

Matrices Ay, Bin,... calculées :

sur la base tronquée des N premiers vecteurs propres de — @AQ
P

B; )\i:_& (M)él_@
' p a p

ey
p

et sur les Nz premiers modes de Zernike utilisés pour la modélisation de ¢iyr.
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Application Numérique

zy = Ayzy + Binwy + Bayun
2y = CinzN + Dianun
yn = Conyzn + Do ywpn

Matrices Ay, Bin,... calculées :
e . 1
sur la base tronquée des Np premiers vecteurs propres de — Q—AQ
P

_a (M)“ _@
P a P

et sur les Nz premiers modes de Zernike utilisés pour la modélisation de ¢iyr.

(e, Bi)ch

(¢, Bi) 2

(¢tur, Zn)L2 11

ey
p

Bi, A\i=

Létat ;v est un vecteur a 2Np + N coordonnées

rzelier et F. Guignard
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Contréle Robuste en dimension infin
Application Numérique

(Wmod» B'i,)ch
(wsw B’i)ch
(wtur, Zn) 1,2

(wpiezm Bi)H2

be (¢res, Zn)] 2

ZN
o = (05 i

(Ypes Bi) 2,
(ySH7 Zn)L2

<
2
Il

wWN =

ie BAUDOUIN avec C. Prief rzelier et F. Guig



Application Numérique

(wmod7 Bvﬁ)ch

(ypevB’i)H2

We,y, Bi YN = be

wy = ( SH z)ch <(ySH7Zn)L2
(’Wtur; Z71,)L2

(wpiezm B;) ch

2 _ (¢res, Z7L)L2
uN = ((U, Bi)ch) NEA (u, Bz‘)ch

Et avec la matrice Ng x Nz de projection @ des “Zernike” sur les “Bessel” :

0 INB 0 —47
Ay = | Nilng 0 0 Cin = TINB 0@
0 0o F 0 0 0
0O 0 0 O
Bin=|b 0 0 0 blocki; (@1 (ABi, Bj)yz ) 0 0
00 G o Con = —4n "
0 v e
d:
Bon = blOCkij <;1(ABi7Bj)H§C> 0 0 0 0 d
Doy = Dain =
o 12N |:INB:| 21N {0000]
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Application Numérique

Données expérimentales du projet SESAME de I'Observatoire de Paris.

Mirroir bimorphe - distribution de 31 actionneurs piezo

Constantes physiques utilisées :

Rayon du mirroir : @ = 41 x 1073 m

Q1 =84 Nm

Q2 = 11.25 x 108 Nm—3
Densité surfacique : p = 16.3 kgl.m*2

contantes piezo-électriques : ds1 = —4.3 x 10 NV~
€31 = —5.6 x 103 V.m

Longueur d’onde : A = 10~ % m

Coefficients de raideur :
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Application Numérique

Hypoteses de synthése d’un correcteur H,, en dimension finie :
(An, Bin) et (An, Bay) stabilisables
(An,C1n) et (An, Cop) détectables
Diyn[Cin Dian] = [0
Dan[Biy D3in] =10 1]

= Les coefficients b, c et d doivent étre non nul.

Indice de performance :
|| Pt

| res||
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“Correspondance” Zernike/Bessel
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Application Numérique

“Correspondance” Zernike/Bessel
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14 premiers Zernique = 92% de l'information (ref. P-A)
Dans notre modeéle, 12 Zernike donnent 75%... sans tip et tilt
Spillover pour les Bessel ?
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Tableau de performances (ref. P-A : 2.22 a 2.86) :

cas 1 | cas2 | cas 3
0.001 [ 0.001 | 0.001
c 0.2 0.02 | 0.002
d 0 0 0

o

TowT 'y 1 104 | 260 | 202

|| res]|

Pl p, | 125 | 250 | 2.0

[bresl|

Simulation de Monte-Carlo avec 200 tirages :
atténuation de 2.15 de la phase turbulente.
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Modélisation innovante par edp

Miroir : matrice d’intéraction VS constantes physiques
Equation de mesures piezo inutile

Performances satisfaisantes en terme d’atténuation de ¢,
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Modélisation innovante par edp

Miroir : matrice d’intéraction VS constantes physiques
Equation de mesures piezo inutile

Performances satisfaisantes en terme d’atténuation de ¢,

Non linéaire : prise en compte des phénomeénes

de saturation des capteurs et actionneurs (amplitude, vitesse),
d’hystérésis des matériaux piezoélectriques (effet mémoire).

Retard de 'ASO
Prise en compte d’incertitudes
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