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Systemes quantiques

Propri étés particuli eres du conceptde la mesure pour les
syst emes quantiques

l
Difficultés pour :
@ Controle par feedback des systéemes quantiques;
@ Estimation de parametres pour des systemes quantiques.
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Modéele fondamental de la mécanique quantique

Equation de Schrodinger :

.d
iV = (Ho +u(t)H))V W = Vq.

V(t) € H : fonction d’onde,
Ho et H; : opérateurs auto-adjoints,
u(t) € R : controle scalaire,

[Woll# =1 = [[W(t)[l = 1.
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Equation de Schrodinger : changement de langage

Opérateur densit € p : opérateur auto-adjoint non-négatif
* d :
p(t) =VOW() = o) = —i[Ho+u(t)H, p(t)]

Tr(po) =1 = Tr(p(t)) =1

Mécanique quantique non-dissipative

Tr (pz(t)) — 1.
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Décohérence

Décoh érence : intrication avec I'environnement

Systéme atomique + Champs quantiques (environnement) :
Ha @ Hc :

.d
5P = [(Ha +Hac +Hc), o]
Sous-syst éme atomique :
pa = Tic(p),
ouTre(Z) : L(Ha ® He) — L(Ha) :

Tr(Tie(Z)X) =Tr(Z(X @1d)) VX € L(Ha).
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Décohérence : Lindblad
Sous les hypoth éses : 1- couplage faible A — C; 2- grand
environnement oubliant vite son passé de l'interaction avec A :

Equations de Lindblad!

9 (1) = —i[Ho + u(t)H,, p(t)]

dt
1 *
+§ Lip(t) LiLip(t) — 5p(tL]L

{Lj} : opérateurs de sauts quantiques (pas forcément auto-adjoints)

Lj* . conjuguée Hermitienne de L;

Schrodinger: Tr(p?(t)) =1 , Lindblad: Tr(p?(t)) <1
p n'est plus de la forme VW™ : effet dissipatif.

Lappareil de mesure fait partie de I'environnement couplé au systeme.
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Exemple : ion Ca*
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FIG.: Niveaux d'énergies de *°Ca™ (Maurer et. al., New J. Physics, 6 (94), 2004).

Durées de vie atomique :
D5 1.16s.
P32 1 7.4ns.
Observable physique & Mesurer : Population de I'état |2).
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Problématique

Premier résultat

Pour certains types de systemes physiques, vérifiant des conditions
particulieres concernant les fréquences de transition et les durées de
vie atomiques, la dissipation due a I'appareil de mesure peut étre
négligée.

On obtient alors des systemes quantiques modélisés par des
équations de Schrddinger simples et ou I'on dispose des mesures
continues en temps.

M. Mirrahimi et P. Rouchon, CDC 2006, San Diego.
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Cadre de travalil

Décoh érence di a la mesure :

%p = —i[Ho + u(t)H1, p] + ID[Q](p)

Y =11 (Q'Qp)

D[Q](p) = 3(2QpQT — QTQp — pQTQ),
Q = |g) (e] : 'opérateur de I'émission spontanée,
Q'Q = |e) (e| : l'opérateur de projection sur |e), observable physique,

I > 0 : Constante liée a l'inverse de la durée de vie de 'état |e).
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Cadre de travalil

%p = —i[Ho + u(t)H1, p] + MD[Q](p)

Y =T (Q'Qp).
{A }j’\‘:1 : valeurs propres de Hy,

wij = [A\i — Aj| : fréquences de transitions.

u(t) = > ; ui(t) sin(wjt) : controle dans le régime résonnant, uj
lentement variables.

Hypoth éses principales :

Uj < N« Wij -
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Moyennisation

d ,
g7 = ~iHo+u()H1, o] + T(2QpQ" - Q'Qp - pQ'Q),

Par moyennisation (I' < wjj)

Sp= il o+ 5-(2000' ~Q1Qp - Q1Q), <1

H : termes séculaires de uUH;UT avec U = e'Hot,

M. Mirrahimi (Séminaire du projet) Identification des systémes quantiques 2 Avril 2006

12/38



Approximation lent/rapide
Changement de variable :
pr=Pp+pP—PpP ,  ps=(1-P)p(l-P)+QpQT,

—

p=ps+p—QPpPQ,

ou
P=0Q'Q =e)(e|.
forme standard de Tikhonov :
d r .
gt = "l + PorP) —i(P[H, o] + [H, p]P — P[H, p]P),
.d
irs = (L=P)H,pl(1 —P) + Q[H. p]Q".
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Systemes lents/rapides

Systeme :

d
gi< = fy)

d 1
e e\ +9(x,y).

Variété invariante attractive :

y = eA7'g(x,0) + O(?),

Restriction de la dynamique lente sur la variété attractive :

gtx = f(x,eA"1g(x,0)) 4+ O(€?) :f(X,O)+6%|X,0A_1g(x,0)+0(62).
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Variété centrale

Dynamique rapide :

—2ie

pr=—F (PHps — psHP) + O(€?).

Dynamique lente
d . s (A mr Llzis 1 == )
aps— —i[Hs, ps] + 4el [ QpsQT — EQ Qps — EPSQ Q) +0(e),
Y (t)= 4T Tr (QTQps) + O(?).
ou
Hs = (1 —P)H(1 - P),

et

1 b1

Q= ;=1 =P)QHL—P). Q' ==(1-P)HQ'(1-P)
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Résultat

En une premiere approximation :

d .
aps: —i[Hs, ps]

Y (t)= 4T Tr (QTQ,OS).

—

Equation de Schr 6dinger + mesure continue
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Systéme conservatif de dimension 2 (engendr € par |1) et |3))

+
Mesure continue.
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Identification : formulation de probleme

Equation de Schrédinger + mesures continues en temps
(dimension finie)

i%W(t) = (Ho +V +u(t)u)w(t),
Yi(t) = (V[0 [¥) = (Opw(1). (1)

W(t) € CN : Fonction d’onde (||W(t)||? = cte = 1),

Ho € CN*N : Opérateur d’énergie cinétique (connue),
V e CN*N : Potentiel interne (connu ou inconnu),

p € CN*N: Hamiltonien d’interaction (inconnu),

O; € CN*N : Observables physiques (connus),

u(t) : Champ de contrdle (laser),

Ho, V, 1, O; : Matrices auto-adjointes.

But : identifier 1, et/ou V, mesurant les Yj(t) pour difféerents choix de

u(t).
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Identifiabilité : cadre de travail

Supposer H = Hp + V connu et identifier u

Observables physiques :

0j=P =[o) (4, Hu=Xe I=1..N
=

yi(t) = [(W(t), ) 2

Problématique

Nous nous intéressons au probleme d’unicité de la solution du
probleme inverse, étant données les mesures continue y;(t) pour
différents champs u(t).
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Identifiabilité : résultat

Théoreme

iV = (H+u(t) pg) ¥y, le(t) = [(W1(t), ;) I°
Wy = (H+u(t) u2) V2, y2(1) = | (Wa(t), ¢y) 2,
yjl(t) = sz(t) vt, vu(t), vi.

Alors sous les hypothéses (A1),(A2) et (A3), il existe {o;}N; C R tel
que :

Vi,j=1,..,N, (pa)ij = €@ ().

Hypotheses
(A1) Lun des systemes est controlable.
(A2) Nip = Nj; # i, — Nj, pour (ig, 1) # (i2,2)-
(A3) (& | pa | @) =¢jlpa| ) =0, j=1,.,N.
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Identifiabilité : schéma de preuve
Ona

S((paVa(t), ¢y) (85, Va(t))) = S((uaVa(t), ¢j) (4, Va(t)))-

Choisissons u(t) pour avoir

1 1,
wl(T):WZ¢j7 = Wz(T):WZe'a@j-
j=1 j=1

En prenantu(t) =0 pourt > T

N
1 o 1 o
Vi(t+T) = N Ze_l/\'t@ , Y(t+T) = N Ze Atelei gy,
. =i
=

> sin(wys + 00) [ (pady | o)l = sin(wys + o5 — i + 67) {2y | &),
J# J#i
ou

0i = arg({uady, di)) , 05 = arg({padj, ¢i)) = wij = Ay— A
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Identifiabilité : extension

V et p inconnus

Observables physiques :
Oj=Pj=e) (e, = () =[(W(t).e) "
ou {ej;j = 1,...,N} est une base quelconque.

Hypothése supplémentaire
Les valeurs propres de H = Hg + V sont connues.

Hypothese pertinente par les méthodes de spectroscopie.

C. Le Bris, M. Mirrahimi, H. Rabitz et G. Turinici, ESAIM :COCYV, a paraitre.
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Identification : cas test
Systéme a 2 niveaux :

& (0 = truwon (1),

yi(t) = (PLW(t),W(t)) , ya(t) = (P2W(t), V(1))

0 0 0 1 10 00
(0 3) #=(G0) wr-loo) = (o 3)

But : identifier 6.

Loi de contr 6le : u(t) = Asin(t) résonnant avec la frequence naturelle
du systeme w =1-0=1.
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Identification et observateurs
Un observateur intuitif :

9§~ Zi(H + But)) (vj — V)PV

dt

AR g
T~ 1D
L

Il
N

d . A
gi? = ~IH +0u®)n, Al +

Normalisation: 5 = 5/Tr (p)

d

Probl éme :

Identification des systémes quantiques
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Identification et observateurs
Fonction de Lyapounov D (g(t) = y(t) — (L))

p,0) = Z YJ t) V(Q_é)z =

=1
(10t) u(e)Te (Pi[ps, AR)]) — 16 u(O)Tr (P, p(1)]) ) & (1)

[y

+ 200 -

2o
<
Il
M

- —ZZTF Pcp) Tr (Pip) (ex — &),

k<l

~2||—\

2
0= —iyu(t)> T (Pylu A1) &(t) =
=1
V=3 (10 u®) T (Pl p—ol) — 2 30 ST (P TP (e — &)
I k<l

j=1
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Simulations
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Analyse de convergence
Changement de variables :

gy =eMpme ™ {(t) =e™p(t)e™
Alors,

dig = —iAgsin(t)[e" Hpue ™ H ¢,

—_

£=—iAdsin(t)[e" "pe M £+

%22: (Pié+ép — 2T (Pid) €) (Tr (Pig) — T (Pié)),

[
i
N

95 _ivasin(t) S (P,— [l H et H,é]) (Tr (Pyg) — Tr (P,—é)).

i=1

2 Avril 2006
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Analyse de convergence

Moyennisation et élimination des termes haute-fréquences (A petit) :

O v = — A0l €l
& b = 2 Al [Hon Ea ]+
% ZZ; (Piéaw + &Py = 2T (Pav ) €) (T7 (Pigav) — T (P )),
=
%éav =- %VAiTV (Pj [Heff»éav]> (Tr (Piéav) — Tr (Pjéa\,>),
=
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Analyse de convergence
Nouvelles variables :

Xy =Tr (Mgav) , X2 = Tr((PZ - Pl)gav) s )A(l =Tr (lléav) a)A(Z =Tr ((PZ - Pl)éav:

=
d
aX]_Z-AGXz,
d
aXz—AGX]_,
O = — A %o + LS (o — %0)
FTe 2 1 XXXz — X2),
d . ~a0 1 . 5o
—Xo =A0 X1 — —(1 = X2)(1 + X2)(X2 — X2),
dt r
d . A
—6 = — 27A X1 (X2 — X2).
dt YA X1 (X2 2)
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Analyse de convergence

Changement de variables — Repere tournant de (xg, x2),
+
Moyennisation et élimination des haute-fréequences (2A0 et 4A0)
(I grand et ~ petit)

%zl =0,
%22 =0,
= Ay — ) Zoay — o1~ 21)(1~ %)
b2y <Al —0) Brav — pr(Boau — 22)(1 — B,
%HA =—"A (2122.av — 2221 av)-
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Analyse de convergence
Systeme lin éaris é :

d i521(1 - z7),

a521 —Ad0 z, — oF

d 1

§t0%2 =A00 21 — 52025(1 — z5),
d

aée = — ’)/A (21522 — 22521),

Fonction de Lyapunov :

W(36,621,025) = %592 + %52% + %525.

Nous avons

1 1
dt - 2|—521( _212.) 2|—522(1 )
Comme &y = Vo W, est pur:

21 + |22 = xa [ + [x2|* < 1.
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Analyse de convergence

LaSalle :

ensemble w-limite C {52%(1 ~22)=0 et 0z5(1-2%) = 0} :

Ok, si pour I'état initial

Tr(P1po) # O, Tr(P2po) # O, (po)12 + (po)21 # 1

Excitabilité du systéme.
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|dentification : cas général
Systéme a N niveaux :

d
iGV=H+u® v, v cCN,

H = Z)‘J¢JJ7 H= ZZMIk ¢I¢k+¢k¢|) Wk € R

k=1 I<k
Sorties : yi(t) =T (Pip(t)) , Pj=¢dl, i=1,2,..,N.
Observateur :
d . 1
gpf=—iH +u(®a. ] + FZ (Pip+ pP; — 2T (Pj) p) (y;(t) — Tr (P;p)
j=1

%ﬁlk = —ly u(t)ZTr (Pj [(¢|¢l + ¢k¢|T)aﬁD ej(t), I <k.
-1

M. Mirrahimi et P. Rouchon, arXiv :math-ph/0703024
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Robustesse
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Robustesse
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FIG.: Contrble (laser) bruité : u(t) = (A + 0.03) sin(t) + 0.07 w,
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Conclusion et horizons

Chemists :

“Toutes les populations” est trop d'information a demander au niveau
expérimental.

Questions :

© Peut-on considérer la mesure d’autres observables physiques qui
rendent le systeme identifiable avec moins d’information ?

@ Pour les populations et en utilisant des champs de controle plus
sophistiqués, peut-on rendre le systeme identifiable avec un
nombre plus petit de populations a mesurer ?
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